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Решение многих практически важных задач, возникающих, например, при моделирова-

нии течения жидкости в трещиновато-пористых средах [1, 2], двухфазного течения в пори-

стых средах с динамическим капиллярным давлением [3], переноса влаги [4, 5], движения

подземных вод со свободной поверхностью в многослойных средах [6,7], теплопроводности

в двухтемпературных системах [8] и течения некоторых неньютоновских жидкостей [9] свя-

зано с необходимостью исследования краевых задач для псевдопараболических уравнений.

Псевдопараболические уравнения могут также использоваться в качестве регуляризации

некорректных транспортных задач [10, 11].

В математической литературе псевдопараболическими уравнениями принято называть

все уравнения высокого порядка с производной по времени первого порядка вида

∂

∂t

(
A(u)

)
+ B(u) = 0,

где A(u) и B(u) — эллиптические операторы.

Дифференциальные уравнения такого вида входят в класс уравнений, называемых урав-

нениями соболевского типа [12].

Работа [13] посвящена исследованию разрешимости второй смешанной задачи в неци-

линдрической области для псевдопараболического уравнения. Доказываются теоремы су-

ществования и единственности решения в случае сужающейся при возрастании времени t

области.

В статье [14] для приближенного решения краевых задач для псевдопараболических

уравнений предложены и исследованы векторные операторно-разностные аддитивные схе-

мы при расщеплении оператора при производной по времени на сумму положительно опре-

деленных самосопряженных операторов, а в [15] выделен класс задач с расщеплением как

основного оператора задачи, так и оператора при производных по времени, который возни-

кает при исследовании краевых задач для псевдопараболических уравнений. Предложены

безусловно устойчивые векторные схемы расщепления по направлениям.

https://doi.org/10.35634/210303
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Статья [16] посвящена изучению одномерных и двумерных псевдопараболических урав-

нений с локальными и нелокальными граничными условиями. Для доказательства устой-

чивости одномерной задачи с классическими условиями используется спектральный метод,

а для двумерной задачи — общая теория устойчивости Самарского А. А. для трехслойных

разностных схем. Полученные результаты могут быть применены к псевдопараболическим

задачам с нелокальными граничными условиями, если можно диагонализовать матрицу

конечно-разностной схемы.

Работа [17] посвящена трехмерным параболическим и псевдопараболическим уравне-

ниям с классическими, периодическими и нелокальными граничными условиями. Исследо-

вана устойчивость по начальным условиям. Устойчивость предложенных численных алго-

ритмов доказана при условии, что матрица дискретного оператора может быть диагонали-

зована, а собственные векторы образуют полную базисную систему.

В работе [18] рассматривается задача Коши для двумерного псевдопараболическо-

го уравнения. Доказана существование и единственность решения поставленной зада-

чи Коши и получено явное решение для двумерного псевдопараболического уравнения.

В [19] исследуется вторая начально-краевая задача для псевдопараболического уравнения

с малым параметром. Доказаны теоремы существования и единственности классическо-

го решения второй начально-краевой задачи. Методом Фурье в пространстве непрерывно-

дифференцируемых функций получено решение в виде ряда. Доказано сходимость решения

начально-краевой задачи для возмущенного псевдопараболического уравнения к решению

соответствующей задачи для уравнения теплопроводности, когда малый параметр стремит-

ся к нулю.

Работы [20–22] посвящены исследованию псевдопараболических уравнений в двумер-

ном случае. Строятся бессеточные схемы, основанные на радиальных базисных функци-

ях [20, 21] и методе сингулярных границ [22], проводятся анализ устойчивости и сходимо-

сти этих бессеточных схем.

В [23–32] изучаются различные локальные, нелокальные и смешанные краевые задачи

для псевдопараболических уравнений целочисленного [23–27] и дробного [28–32] порядков

в одномерном случае. Построены разностные схемы, аппроксимирующие исходные диф-

ференциальные задачи. Методом энергетических неравенств получены априорные оценки,

откуда следуют единственность и устойчивость решений, а также сходимость разностных

схем.

Настоящая работа посвящена исследованию второй начально-краевой задачи для мно-

гомерного псевдопараболического уравнения с переменными коэффициентами в области

с произвольной границей. Многомерное псевдопараболическое уравнение сводится к на-

груженному интегро-дифференциальному уравнению, для которого строится локально-

одномерная (экономичная) разностная схема, основная идея которой состоит в сведении

перехода со слоя на слой к последовательному решению ряда одномерных задач по каждо-

му из координатных направлений. При этом для каждой из промежуточных задач строится

безусловно устойчивая схема, требующая для своего решения числа действий, пропорцио-

нального числу узлов сетки на каждом временно́м слое. С помощью принципа максимума

получены априорные оценки решения локально-одномерной разностной схемы в равно-

мерной метрике в норме C. Доказаны устойчивость и сходимость локально-одномерной

разностной схемы.

§ 1. Постановка второй начально-краевой задачи

В цилиндре QT = G × [0 6 t 6 T ] рассмотрим вторую начально-краевую задачу для
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многомерного псевдопараболического уравнения

∂u

∂t
= Lu+ α

∂

∂t
Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1.1)

{
Θkuxk

+ α (Θkuxk
)t = µ−k(x, t), xk = 0, 0 6 t 6 T,

−
(
Θkuxk

+ α (Θkuxk
)t
)
= µ+k(x, t), xk = lk, 0 6 t 6 T,

(1.2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, G = G+ Γ, (1.3)

где

Lu =

p∑

k=1

Lku, Lku =
∂

∂xk

(
Θk(x, t)

∂u

∂xk

)
− qk(x, t)u, k = 1, 2, . . . , p,

0 < c0 6 Θk(x, t), qk(x, t) 6 c1, c0, c1 = const > 0, α > 0,

(1.4)

µ+k = µ(lk, x
′, t), µ−k = µ(0, x′, t), QT = G× (0 < t 6 T ], k = 1, . . . , p,

x = (x1, x2, . . . , xp), x′ = (x1, x2, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xp),

Γ — граница области G, x = (x1, x2, . . . , xp) — точка p-мерного евклидова пространства R
p.

Относительно области G используются два предположения ( [33, c. 486]).

1. Пересечение области G c прямой Ck, параллельной оси координат Oxk
, состоит из

одного интервала ∆k.

2. Возможно построение в замкнутой области G = G ∪ Γ связной сетки ω̄h с ша-

гами hk, k = 1, 2, . . . , p. Множество ωh внутренних узлов сетки состоит из точек

x = (x1, x2, . . . , xp) ∈ G пересечения гиперплоскостей xk = ikhk, ik = 0,±1,±2, . . . ,
k = 1, 2, . . . , p, а множество γh граничных узлов — из точек пересечения прямых Ck,

k = 1, 2, . . . , p, проходящих через внутренние узлы x ∈ ωh, с границей Γ.

Обозначим через γh,k множество граничных по направлению xk узлов, γh — множество

всех граничных узлов x ∈ Γ, ω∗
h,k — множество приграничных по направлению xk узлов,

ω∗
h — множество всех приграничных узлов, ω∗∗

h,k — множество нерегулярных по направле-

нию xk узлов, ω∗∗
h — множество всех нерегулярных узлов, ωh,k — множество регулярных по

направлению xk узлов, ωh — множество всех регулярных узлов.

В дальнейшем будем предполагать, что коэффициенты уравнения и граничных усло-

вий (1.1)–(1.3) удовлетворяют необходимым по ходу изложения условиям, обеспечивающим

нужную гладкость решения u(x, t) в цилиндре QT .

Преобразуем уравнение (1.1) и краевые условия (1.2), тогда умножая обе части (1.1),

(1.2) на 1
α
e

1

α
t и интегрируя полученное выражение по ξ от 0 до t, получим задачу

Bu = Lu+ f̃(x, t), (1.5)



Θk(x, t)
∂u

∂xk
= µ̃−k(x, t), xk = 0, 0 6 t 6 T,

−Θk(x, t)
∂u

∂xk
= µ̃+k(x, t), xk = lk, 0 6 t 6 T,

(1.6)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (1.7)
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где

Bu =
1

α

∫ t

0

e−
1

α
(t−ξ)uξ dξ, f̃(x, t) =

1

α

∫ t

0

e−
1

α
(t−ξ)f(x, ξ) dξ − e−

1

αLu0(x), α > 0,

µ̃∓k(x, t)u =
1

α

∫ t

0

e−
1

α
(t−ξ)µ∓k(x, ξ) dξ ∓ e−

t
αΘk(x, 0)u

′
0(x).

В той же области вместо уравнения (1.5) рассмотрим следующее уравнение с малым

параметром ε

εuεt + Buε = Luε + f̃(x, t), (x, t) ∈ QT , (1.8)

где ε = const > 0.
Так как при t = 0 начальные условия для уравнений (1.5) и (1.8) совпадают, то в окрест-

ности t = 0 у производной uεt не возникает особенности типа пограничного слоя [34], [35,

с. 10].

Покажем, что uε → u в некоторой норме при ε → 0. Обозначим через z̃ = uε − u

и подставим uε = z̃ + u в задачу (1.8), (1.6), (1.7). Тогда получим

εz̃t + Bz̃ = Lz̃ + f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1.9)

с однородными граничными и начальными условиями, где f(x, t) = −ε
∂u

∂t
.

Лемма 1. Для любой абсолютно непрерывной на [0, T ] функции v(t) справедливо нера-

венство

v(t)Bv(t) >
1

2
Bv2(t), (1.10)

где Bu =
1

α

∫ t

0
e−

1

α
(t−ξ)uξ dξ, α > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Перепишем неравенство (1.10) в виде

v(t)Bv(t)−
1

2
Bv2(t) = v(t)

1

α

∫ t

0

e−
1

α
(t−τ)vτ dτ −

1

2α

∫ t

0

e−
1

α
(t−τ)(v2)τ dτ =

=
1

α

∫ t

0

e−
1

α
(t−τ)vτ (τ) (v(t)− v(τ)) dτ =

1

α

∫ t

0

e−
1

α
(t−τ)vτ (τ)

(∫ t

τ

vη(η) dη

)
dτ =

=
1

α

∫ t

0

vη(η) dη

∫ η

0

e−
1

α
(t−τ)vτ (τ) dτ =

1

α

∫ t

0

vη(η)e
− 1

α
(t−η)

e−
1

α
(t−η)

dη

∫ η

0

e−
1

α
(t−τ)vτ (τ) dτ =

=
1

2α

∫ t

0

e
1

α
(t−η) ∂

∂η

[∫ η

0

e−
1

α
(t−τ)vτ (τ)dτ

]2
dη =

1

2α

[∫ t

0

e−
1

α
(t−τ)vτ (τ) dτ

]2
+

+
1

2α2

∫ t

0

e
1

α
(t−η)

[∫ η

0

e−
1

α
(t−τ)vτ (τ)dτ

]2
dη > 0.

Таким образом,

v(t)Bv(t) >
1

2
Bv2(t).
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Для получения априорной оценки воспользуемся методом энергетических неравенств.

Умножим уравнение (1.9) скалярно на z̃ и получим энергетическое тождество:

(
ε
∂z̃

∂t
, z̃

)
+

(
Bz̃, z̃

)
=

( p∑

k=1

∂

∂xk

(
Θk(x, t)

∂z̃

∂xk

)
, z̃

)
−

( p∑

k=1

qk(x, t)z̃, z̃

)
+

(
f(x, t), z̃

)
.

(1.11)

Будем пользоваться скалярным произведением и нормой

(
u, v
)
=

∫

G

uv dx, (u, u) = ‖u‖20, ‖u‖2L2(0,lk)
=

∫ lk

0

u2(x, t) dxk.

Далее через Mi, i = 1, 2, . . . , обозначаются положительные постоянные, зависящие толь-

ко от входных данных рассматриваемой задачи.

Пользуясь леммой 1, ε-неравенством Коши, после несложных преобразований из (1.11)

получаем неравенство

ε

2

∂

∂t
‖z̃‖20 +

1

2
B‖z̃‖20 + c0‖z̃x‖

2
0 + (c0 − ε1) ‖z̃‖

2
0 6

p∑

k=1

∫

G′

Θk(x, t)z̃
∂z̃

∂xk

∣∣∣∣
lk

0

dx′ +
1

4ε1
‖f‖20.

(1.12)

где

G′ = {x′ = (x1, x2, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xp) : 0 < xk < lk},

dx′ = dx1dx2 · . . . · dxk−1dxk+1 · . . . · dxp.

Выбирая ε1 =
c0

2
, из (1.12) с учетом однородных граничных условий находим

ε
∂

∂t
‖z̃‖20 + B‖z̃‖20 + ‖z̃x‖

2
0 + ‖z̃‖20 6M‖f‖20. (1.13)

Проинтегрируем (1.13) по τ от 0 до t, тогда получим

ε‖z̃‖20 +

∫ t

0

(
‖z̃‖20 + ‖z̃x‖

2
0

)
dτ 6M

∫ t

0

‖f‖20 dτ = ε2M

∫ t

0

‖uτ‖
2
0 dτ = O(ε2), (1.14)

где ‖z̃‖22,Qt
=

t∫
0

‖z̃‖20 dτ , а M зависит только от входных данных задачи (1.1)–(1.3).

Из априорной оценки (1.14) следует сходимость uε к u при ε → 0 в норме ‖z̃‖21 =
= ε‖z̃‖20+‖z̃‖22,Qt

+‖z̃x‖
2
2,Qt

, если ut — ограниченная, достаточно гладкая функция. Поэтому

при малом ε решение задачи (1.8), (1.6), (1.7) будем принимать за приближенное решение

второй начально-краевой задачи для псевдопараболического уравнения (1.1)–(1.3).

§ 2. Построение локально-одномерной схемы

Пространственную сетку выберем равномерной по каждому направлению Oxk с ша-

гом hk =
lk

Nk

, k = 1, 2, . . . , p :

ω̄hk
= {x

(ik)
k = ikhk : ik = 0, 1, . . . , Nk, hk =

lk

Nk

, k = 1, 2, . . . , p}, ω̄ =

p∏

k=1

ω̄hk
.
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На отрезке [0, T ] введем сетку

ω̄′
τ = {0, tj+ k

p
=

(
j +

k

p

)
τ, τ =

T

j0
, j = 0, 1, . . . , j0 − 1, k = 1, 2, . . . , p},

содержащую наряду с узлами tj = jτ, фиктивные узлы tj+ k
p
, k = 1, 2, . . . , p − 1. Будем

обозначать через ω′
τ множество узлов сетки ω̄′

τ , для которых t > 0.
По аналогии с [33] уравнению (1.8) поставим в соответствие цепочку «одномерных»

уравнений, для этого уравнение (1.8) перепишем в виде

p∑

k=1

£ku
ε = 0, £ku

ε =
ε

p
uεt +

1

p
Buε − Lku

ε − fk,

где fk(x, t), k = 1, 2, . . . , p, — произвольные функции, обладающие той же гладкостью, что

и f(x, t) и удовлетворяющие условию
p∑

k=1

fk = f.

Тогда на каждом полуинтервале ∆k =
(
tj+ k−1

p
, tj+ k

p

]
, k = 1, 2, . . . , p, будем последова-

тельно решать задачи

£kϑ(k) =
ε

p
ϑt +

1

p
Bϑ(k) − Lkϑ(k) − fk = 0, x ∈ G, t ∈ ∆k, k = 1, 2, . . . , p, (2.1)





Θk(x, t)
∂ϑ(k)

∂xk
= µ−k(x, t), xk = 0,

−Θk(x, t)
∂ϑ(k)

∂xk
= µ+k(x, t), xk = lk,

полагая при этом

ϑ(1)(x, 0) = u0(x), ϑ(1)(x, tj) = ϑ(p)(x, tj), j = 0, 1, . . . , j0 − 1,

ϑ(k)(x, tj+ k−1

p
) = ϑ(k−1)(x, tj+ k−1

p
), k = 2, 3, . . . , p,

Γ — множество граничных точек по направлению xk.

Будем называть решением этой задачи при t = tj+1 функцию ϑ(tj+1) = ϑ(p)(tj+1).
Найдем дискретный аналог Bu:

1

α

∫ t
j+ k

p

0

e
− 1

α

(

t
j+ k

p
−ξ

)

uξ dξ =
1

α

pj+k∑

s=1

∫ t s
p

t s−1
p

e
− 1

α

(

t
j+ k

p
−ξ

)

u̇(x, ξ) dξ =

=
1

α

pj+k∑

s=1

∫ t s
p

t s−1
p

e
− 1

α

(

t
j+ k

p
−ξ

)

(
u̇(x, t̃) + ü(x, ξ̄)(ξ − t̃)

)
dξ =

=

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
u

s
p

t̄ +
1

α

pj+k∑

s=1

∫ t s
p

t s−1
p

e
− 1

α

(

t
j+ k

p
−ξ

)

ü(x, ξ̄)(ξ − t̃) dξ.

(2.2)

где u
s
p

t
= u

s
p−u

s−1
p

τ
p

, t̃ = t s
p
− 1

2p
, u̇ =

∂u

∂t
, ü =

∂2u

∂t2
, t s−1

p
< ξ < ξ.

Оценим второе слагаемое в правой части (2.2). Тогда получим

1

α

pj+k∑

s=1

∫ t s
p

t s−1
p

e
− 1

α

(

t
j+ k

p
−ξ

)

ü(x, ξ̄)(ξ − t̃) dξ 6
1

α

τ

p
M

pj+k∑

s=1

∫ t s
p

t s−1
p

e
− 1

α

(

t
j+ k

p
−ξ

)

dξ =
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=
Mτ

p

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
=
Mτ

p

(
1− e

− 1

α
t
j+ k

p

)
6
Mτ

p
= O

(
τ

p

)
,

где ü(x, ξ) 6M.

Итак, имеем

1

α

∫ t
j+ k

p

0

e
− 1

α

(

t
j+ k

p
−ξ

)

uξ dξ =

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
u

s
p

t̄ +O

(
τ

p

)
.

Каждое из уравнений (2.1) заменим разностной схемой на ∆k :

ε

p
y
j+ k

p

t̄ +
1

p

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
y

s
p

t
=

= Λk

(
σky

j+ k
p + (1− σk)y

j+ k−1

p

)
+ ϕ

j+ k
p

k , x ∈ ωh, k = 1, 2, . . . , p,

(2.3)





a
(1k)
k y

j+ k
p

xk,0
= µ̃−k, xk = 0,

−a
(Nk)
k y

j+ k
p

x̄k,Nk
= µ̃+k, xk = lk,

(2.4)

y(x, 0) = u0(x), k = 1, 2, . . . , p,

σk — произвольные параметры, γh,k — множество граничных по направлению xk узлов,

x ∈ ω̄h =

{
xi = (i1h1, . . . , iphp) ∈ G, ik = 0, 1, . . . , Nk, hk =

lk

Nk

}
,

a(+1) = ai+1, ai = Θ(xi−1/2, tj+ k
p
), d

j+ k
p

k = qk

(
x, tj+ k

p

)
,

ϕ
j+ k

p

k = fk

(
x, tj+ k

p

)
, k = 1, 2, . . . , p,

µ̃
j+ k

p

±k =

pj+k∑

s=0

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
µ±k

(
x, t s

p

)
+ e

− 1

α
t s
pΘ0

ku
′
0(x), y

s
p

t̄ =
y

s
p − y

s−1

p

τ
p

.

Разностный оператор Λk ∼ Lk имеет следующий вид.

1. В регулярных узлах:

Λky
j+ k

p =
(
aky

j+ k
p

x̄k

)
xk

− dky
j+ k

p , a(+1) = ai+1, ai = Θ(xi−1/2, tj+ k
p
),

2. В нерегулярных узлах:

Λky(k) =





1

hk

(
ak,ik+1

y(+1k) − y

hk
− ak,ik

y − y(−1k)

h∗k

)
− dky(k), x(−1k) ∈ γh,k,

1

hk

(
ak,ik+1

y(+1k) − y

h∗k
− ak,ik

y − y(−1k)

hk

)
− dky(k), x(+1k) ∈ γh,k,

где h∗k — расстояние от нерегулярного узла x до граничного узла x(+1k) или x(−1k). Если

оба соседних с x ∈ ω∗
h,k узла x(+1k) и x(−1k) являются граничными, т. е. x(±1k) ∈ γh,k,

то

Λky
j+ k

p =
1

hk

(
ak,ik+1

y(+1k) − y

h∗k
− ak,ik

y − y(−1k)

h∗k

)
− dky

j+ k
p ,

— общий вид оператора, где h∗k± — расстояние между x и x(+1k), h∗k± 6 hk.
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В регулярных узлах Λk имеет второй порядок аппроксимации, Λku − Lku = O(h2k),
а в нерегулярных узлах Λku− Lku = O(1) [33, с. 232].

Условия (2.4) имеют порядок аппроксимации O(hk). Повысим порядок аппроксимации

до O(h2k) на решениях уравнения (2.1) при каком-либо k.

Так как

Θk

∂ϑ(k)

∂xk
= a

(1k)
k ϑ(k)xk,0 − 0.5hk

(
ε

p
ϑt +

1

p
Bϑ(k) + qk(x, t)ϑ(k) − fk

)

0

+O(h2k),

то

a
(1k)
k ϑ

j+ k
p

xk,0
− 0.5hk

(
1

p

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
ϑ

s
p

t̄ −
ε

p
ϑt + qk(x, t)ϑ

j+ k
p − fk

)

0

=

= µ̃−k +O(h2k) +O(hkτ).

(2.5)

В (2.5) отбросим величины порядка малости O(h2k), O(hkτ), тогда после замены ϑ(k)

на y получим

ε

p
yt,0 +

1

p
Bτy

j+ k
p

0 =
a
(1k)
k y

j+ k
p

xk,0
− β̄−ky

j+ k
p

0

0.5hk
−

µ̄−k

0.5hk
. (2.6)

Аналогично при xk = lk получаем:

ε

p
ytN +

1

p
Bτy

j+ k
p

Nk
= −

a
(Nk)
k y

j+ k
p

x̄k,Nk
+ β̄+ky

j+ k
p

Nk

0.5hk
−

µ̄+k

0.5hk
, (2.7)

где β̄−k = 0.5hkd
(0)
k , β̄+k = 0.5hkd

(Nk)
k , µ̄−k = µ̃−k + 0.5hkfk,0, µ̄+k = µ̃+k + 0.5hkfk,Nk

.

Итак, разностный аналог задачи (1.8), (1.6), (1.7) имеет вид:

ε

p
yt +

1

p
Bτy

j+ k
p = Λ̄ky

j+ k
p + Φ

j+ k
p

k , k = 1, 2, . . . , p, (2.8)

y(x, 0) = u0(x), (2.9)

где

Λ̄ky =





Λky = (akyx̄k
)xk

− dky, xk ∈ ωhk
,

Λ−
k y =

a
(1k)
k yxk,0 − β̄−ky0

0.5hk
, xk = 0,

Λ+
k y = −

a
(Nk)
k yx̄k,Nk

+ β̄+kyNk

0.5hk
, xk = lk,

Φ(k) =





ϕk, xk ∈ ωhk
,

µ̄−k

0.5hk
, xk = 0,

µ̄+k

0.5hk
, xk = lk.

§ 3. Погрешность аппроксимации ЛОС

Перейдем к изучению погрешности аппроксимации (невязки) локально-одномерной схе-

мы и убедимся в том, что каждое в отдельности уравнение (2.3) номера k не аппроксимиру-

ет уравнение (1.8), но сумма погрешностей аппроксимации ψ = ψ1+ψ2+ . . .+ψp стремится

к нулю при τ и |h|, стремящимся к нулю.

Будем считать σk = 1, k = 1, 2, . . . , p. Пусть u = u(x, t) — решение задачи (1.8), а y
j+ k

p —

решение разностной задачи (2.3). Характеристикой точности локально-одномерной схемы
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является разность yj+1 − uj+1 = zj+1. Промежуточные значения y
j+ k

p будем сравнивать

с u
j+ k

p = u(x, tj+ k
p
), полагая z

j+ k
p = y

j+ k
p −u

j+ k
p . Подставляя y

j+ k
p = z

j+ k
p +uj+

k
p в разност-

ное уравнение (2.3), получим

ε

p
z
j+ k

p

t
+

1

p
Bτz

j+ k
p = Λkz

j+ k
p + ψ

j+ k
p

k , (3.1)

ψ
j+ k

p

k = Λku
j+ k

p + ϕ
j+ k

p

k −
1

p

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
u

s
p

t
−
ε

p
u
j+ k

p

t̄ ,

Bτz
j+ k

p =

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
z

s
p

t
.

Вводя обозначение

◦

ψk =

(
Lku+ fk −

ε

p
ut −

1

p
Bu

)j+ 1

2

(3.2)

и замечая, что
p∑

k=1

◦

ψk = 0, если
p∑

k=1

fk = f , представим ψk = ψ
j+ k

p

k в виде ψk =
◦

ψk +
∗

ψk, где

∗

ψk =
(
Λku

j+ k
p − Lku

j+ 1

2

)
+

(
ϕ
j+ k

p

k − f
j+ 1

2

k

)
−

−

(
1

p
Bτu

j+ k
p −

1

p
(Bu)j+

1

2

)
−

(
ε

p
u
j+ k

p

t̄ −
ε

p
u
j+ 1

2

t

)
.

Ясно, что

∗

ψk =

{
O(h2k + τ) в регулярных узлах,

O(1) в нерегулярных узлах,

так как каждая из схем (2.3) номера k аппроксимирует в обычном смысле соответствующее

уравнение (2.1). Таким образом

∗

ψk = O(h2k + τ),
◦

ψk = O(1),

p∑

k=1

◦

ψk = 0,

p∑

k=1

ψk =

p∑

k=1

(
◦

ψk +
∗

ψk

)
=

p∑

k=1

∗

ψk = O(|h|2 + τ),

в регулярных узлах сетки ωh.

Рассмотрим теперь погрешность краевых условий разностной схемы (2.6), (2.7), обо-

значив через z
j+ k

p = y
j+ k

p − u
j+ k

p . Запишем граничное условие при xk = 0 следующим

образом:

0.5hk
ε

p
yt,0 +

0.5hk
p

Bτy
j+ k

p

0 = a
(1k)
k y

j+ k
p

xk,0
− β̄−ky

j+ k
p

0 + 0.5hkfk,0 + µ−k, (3.3)

Тогда, подставляя y
j+ k

p = z
j+ k

p + u
j+ k

p в (3.3), получим

0.5hk
ε

p
zt,0 +

0.5hk
p

Bτz
j+ k

p

0 = a
(1k)
k z

j+ k
p

xk,0
− β̄−kz

j+ k
p

0 − β̄−ku
j+ k

p

0 −

− 0.5hk
ε

p
ut,0 −

0.5hk
p

Bτu
j+ k

p

0 + a
(1k)
k u

j+ k
p

xk,0
+ 0.5hkfk,0 + µ−k.
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К правой части полученного выражения добавим и вычтем

0.5hk
◦

ψ−k = 0.5hk

(
Lku+ fk −

ε

p
ut −

1

p
Bu

)j+ 1

2

0

.

Тогда

ψ−k = 0.5hk

(
fk,0 −

ε

p
u
j+ k

p

t,0 −
1

p
Bτu

j+ k
p

0

)
+ a

(1k)
k u

j+ k
p

xk,0
− β̄−ku

j+ k
p

0 − µ−k −

− 0.5hk

(
Lku+ fk −

ε

p
ut −

1

p
Bu

)j+ 1

2

0

+ 0.5hk
◦

ψ−k =

= a
(1k)
k u

j+ k
p

xk,0
− β̄−ku

j+ k
p

0 − µ−k − 0.5hk (Lku)
j+ 1

2

0 + 0.5hk
◦

ψ−k +O(hkτ) =

= Θk
∂u

j+ k
p

∂xk
+ 0.5hk

∂

∂xk

(
Θk

∂u

∂xk

)j+ k
p

− 0.5hkdk,0u
j+ k

p

0 − µ−k −

− 0.5hk

(
∂

∂xk

(
Θk

∂u

∂xk

)
− qku

)j+ 1

2

0

+ 0.5hk
◦

ψ−k +O(h2k) +O(hkτ) =

=

[
Θk

∂u
j+ k

p

∂xk
− µ−k

] ∣∣∣∣∣
xk=0

+ 0.5hk
◦

ψ−k +O(h2k) +O(hkτ).

В силу граничных условий (2.4) выражение, стоящее в квадратных скобках, равно нулю,

поэтому

ψ−k = 0.5hk
◦

ψ−k +
∗

ψ−k,
∗

ψ−k = O(h2k + τ) +O(hkτ).

Итак,

ε

p
zt,0 +

1

p
Bτz

j+ k
p

0 = Λ−
k z

j+ k
p + ψ−k, ψ−k =

◦

ψ−k +
ψ∗

−k

0.5hk
. (3.4)

Аналогично при xα = lα имеем

ε

p
zt,Nk

+
1

p
Bτz

j+ k
p

Nk
= Λ+

k z
j+ k

p + ψ+k, ψ+k =
◦

ψ+k +
ψ∗

+k

0.5hk
, (3.5)

◦

ψ±k = O(1),

p∑

k=1

◦

ψ±k = 0,
∗

ψ±k = O(h2k + τ) +O(hkτ).

Очевидно, что

∗

ψ±k =

{
O(h2k + τ) +O(hkτ), в регулярных узлах,

O(1) в нерегулярных узлах.

Учитывая (3.1)–(3.5), для погрешности z
j+ k

p получаем задачу:

ε

p
z
j+ k

p

t̄ +
1

p
Bτz

j+ k
p = Λ̄kz

j+ k
p +Ψ

j+ k
p

k ,

z(x, 0) = 0,
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где

Λ̄k =





Λk, xk ∈ ωhk

Λ−
k , xk = 0,

Λ+
k , xk = lk,

Ψk =





ψk, xk ∈ ωhk

ψ−k, xk = 0,

ψ+k, xk = lk,

ψk =
◦

ψk +
∗

ψk,
◦

ψk = O(1),

p∑

k=1

◦

ψk = 0, ψ =

p∑

k=1

ψk =

p∑

k=1

(
◦

ψk +
∗

ψk

)
=

p∑

k=1

∗

ψk = O(|h|2 + τ),

∗

ψk = O
(
h2k + τ

)
, ψ−k =

◦

ψ−k +

∗

ψ−k

0.5hk
, ψ+k =

◦

ψ+k +

∗

ψ+k

0.5hk
,

ψ±k = O(h2k + τ),
∗

ψ±k = O(h2k) +O(hkτ),
◦

ψ±k = O(1),

p∑

k=1

◦

ψ±k = 0.

Таким образом, ЛОС (2.8), (2.9) обладает суммарной аппроксимацией O(|h|2 + τ) в ре-

гулярных узлах сетки ω̄h. В нерегулярных узлах ψ = O(1).

§ 4. Устойчивость ЛОС

Получим априорную оценку в сеточной норме C для решения разностной задачи

(2.8), (2.9), выражающую устойчивость локально-одномерной схемы по начальным данным

и правой части. Разностную задачу (2.8), (2.9) перепишем в виде

ε

p
y
j+ k

p

t̄ +
1

p

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
y

s
p

t̄ =

(
aky

j+ k
p

x̄k

)

xk

− dky
j+ k

p + ϕ
j+ k

p

k , xk ∈ ωhk
,

(4.1)

ε

p
y
j+ k

p

t̄,0 +
1

p

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
y

s
p

t̄,0 =
a
(1k)
k y

j+ s
p

xk,0
− β̄−ky

j+ k
p

0

0.5hk
+

µ̄−k

0.5hk
, (4.2)

ε

p
y
j+ k

p

t̄,N +
1

p

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
y

s
p

t̄,Nk
= −

a
(Nk)
k y

j+ s
p

x̄k,Nk
+ β̄+ky

j+ k
p

Nk

0.5hk
+

µ̄+k

0.5hk
, (4.3)

y(x, 0) = u0(x). (4.4)

Исследование устойчивости разностной схемы (4.1)–(4.4) будем проводить с помощью

принципа максимума [36, с. 339]. Получим априорную оценку для (4.1)–(4.4), для этого

решение задачи (4.1)–(4.4) представим в виде суммы

y = y + v + w,

где y — решение однородных уравнений (4.1) с неоднородными краевыми условиями (4.2),

(4.3) и однородными начальными условиями (4.4):

ε

p
ȳ
j+ k

p

t̄ +
1

p

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
ȳ

s
p

t̄ =

(
akȳ

j+ k
p

x̄k

)

xk

− dkȳ
j+ k

p , (4.5)

а v — решение неоднородного уравнения (4.1) с однородными краевыми (4.2), (4.3) и неод-

нородными начальными условиями (4.4):

ε

p
v
j+ k

p

t +
1

p

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
v

s
p

t̄ =

(
akv

j+ k
p

x̄k

)

xk

− dkv
j+ k

p +
◦
ϕ
j+ k

p

k , (4.6)
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и w — решение неоднородного уравнения (4.1) с однородными краевыми и начальными

условиями (4.2)–(4.4):

ε

p
w

j+ k
p

t +
1

p

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
w

s
p

t̄ =

(
akw

j+ k
p

x̄k

)

xk

− dkw
j+ k

p +
∗
ϕ
j+ k

p

k , (4.7)

где
◦
ϕ
j+ k

p

k ,
∗
ϕ
j+ k

p

k определяются условиями

◦
ϕ
j+ k

p

k =

{
ϕk, x ∈

◦
ωh,

0, x ∈
∗
ωh,

∗
ϕ
j+ k

p

k =

{
ϕk, x ∈

∗
ωh,

0, x ∈
◦
ωh,

так, что
◦
ϕk +

∗
ϕk = ϕk при x ∈ ωh, т. е.

∗
ϕk отлична от нуля только в приграничных узлах.

Получим оценку для ȳ. Для этого уравнение (4.5) приведем к каноническому виду. В точ-

ке P = P (xik , tj+ k
p
) имеем:

[
1

τ

(
ε+ 1− e

− 1

α
τ
p

)
+
ak,ik+1

hkh
∗
k+

+
ak,ik
hkh

∗
k−

+ dk

]
ȳ
j+ k

p

ik
=
ak,ik+1

hkh
∗
k+

ȳ
j+ k

p

ik+1 +
ak,ik
hkh

∗
k−

ȳ
j+ k

p

ik−1
+

+
1

τ

[
ε+

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2]
ȳ
j+ k−1

p

ik
+

1

τ

[
e
− 1

α
t 1
p − 2e

− 1

α
t 2
p + e

− 1

α
t 3
p

]
ȳ
j+ k−2

p

ik
+ . . .+

+
1

τ

[
e
− 1

α
t
j+

k−2
p − 2e

− 1

α
t
j+

k−1
p + e

− 1

α
t
j+ k

p

]
ȳ

1

p

ik
+

1

τ

[
e
− 1

α
t
j+

k−1
p − e

− 1

α
t
j+ k

p

]
ȳ0ik .

К каноническому виду следует привести и граничные условия. В точке P = P (x0, tj+ k
p
)

имеем:
[
1

τ

(
ε+ 1− e

− 1

α
τ
p

)
+

a
(1k)
k

0.5hkh∗k+
+ d

(0)
k

]
ȳ
j+ k

p

0 =
a
(1k)
k

0.5hkh∗k+
ȳ
j+ k

p

1 +

+
ε

τ
+

1

τ

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
ȳ
j+ k−1

p

0 +
1

τ
e
− 1

α
τ
p

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
ȳ
j+ k−2

p

0 + . . .+

+
1

τ
e
− 1

α
t
j+

k−2
p

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
ȳ

1

p

0 +
1

τ
e
− 1

α
t
j+

k−1
p

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
ȳ00.

В точке P = P (xNk
, tj+ k

p
) имеем:

[
1

τ

(
ε+ 1− e

− 1

α
τ
p

)
+

a
(Nk)
k

0.5hkh∗k−
+ d

(Nk)
k

]
ȳ
j+ k

p

Nk
=

a
(Nk)
k

0.5hkh∗k−
ȳ
j+ k

p

Nk−1 +

+
ε

τ
+

1

τ

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
ȳ
j+ k−1

p

Nk
+

1

τ
e
− 1

α
τ
p

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
ȳ
j+ k−2

p

Nk
+ . . .+

+
1

τ
e
− 1

α
t
j+

k−2
p

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
ȳ

1

p

Nk
+

1

τ
e
− 1

α
t
j+

k−1
p

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
ȳ0Nk

.

В [36] доказан принцип максимума и получены априорные оценки для решения сеточ-

ного уравнения общего вида

A(P )y(P ) =
∑

Q∈Ψ′(P )

B(P,Q)y(Q) + F (P ), P ∈ Ω,
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где P, Q — узлы сетки Ω+ S, W ′(P ) — окрестность узла P, не содержащего самого узла P.

Коэффициенты A(P ), B(P,Q) удовлетворяют условиям

A(P ) > 0, B(P,Q) > 0, D(P ) = A(P )−
∑

Q∈W ′(P )

B(P,Q) > 0.

Обозначим через P (x, t′), где x ∈ ωh, t
′ ∈ ω′

τ , узел (p+1)-мерной сетки Ω = ωh×ω
′
τ , че-

рез S — границу Ω, состоящую из узлов P (x, 0) при x ∈ ωh и узлов P (x, tj+ k
p
) при tj+ k

p
∈ ω′

τ

и x ∈ γh,k для всех k = 1, 2, . . . , p, j = 0, 1, . . . , j0,
∗

Ωk — множество узлов P (x, tj+ k
p
), где

x ∈
∗
ωh,k, — приграничный по направлению xk узел сетки ω̄h.

Проверим, учитывая положительность выражений, стоящих в круглых скобках, выпол-

нимость условий теоремы 1 [36].

В точке P = P (xik , tj+ k
p
) имеем:

A(P ) =

[
1

τ

(
ε+ 1− e

− 1

α
τ
p

)
+
ak,ik+1

hkh
∗
k+

+
ak,ik
hkh

∗
k−

+ dk

]
> 0, D(P ) = dk > c0 > 0,

B(P,Q) =

{
ak,ik+1

hkh
∗
k+

;
ak,ik
hkh

∗
k−

;
1

τ

[
ε+

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2]
;
1

τ

[
e
− 1

α
t 1
p − 2e

− 1

α
t 2
p + e

− 1

α
t 3
p

]
; . . . ;

. . . ;
1

τ

[
e
− 1

α
t
j+

k−2
p − 2e

− 1

α
t
j+

k−1
p + e

− 1

α
t
j+ k

p

]
;
1

τ

[
e
− 1

α
t
j+

k−1
p − e

− 1

α
t
j+ k

p

]}
> 0,

а в точке P = P (x0, tj+ k
p
) имеем:

A(P ) =

[
1

τ

(
ε+ 1− e

− 1

α
τ
p

)
+

a
(1k)
k

0.5hkh∗k+
+ d

(0)
k

]
> 0, D(P ) = d

(0)
k > c0 > 0,

B(P,Q) =

{
a
(1k)
k

0.5hkh∗k+
;
ε

τ
+

1

τ

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
;
1

τ
e
− 1

α
τ
p

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
; . . . ;

. . . ;
1

τ
e
− 1

α
t
j+

k−2
p

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
;
1

τ
e
− 1

α
t
j+

k−1
p

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
}
> 0.

В точке P = P (xNk
, tj+ k

p
) имеем:

A(P ) =

[
1

τ

(
ε+ 1− e

− 1

α
τ
p

)
+

a
(Nk)
k

0.5hkh∗k−
+ d

(Nk)
k

]
> 0, D(P ) = d

(Nk)
k > c0 > 0,

B(P,Q) =

{
a
(Nk)
k

0.5hkh∗k−
;
ε

τ
+

1

τ

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
;
1

τ
e
− 1

α
τ
p

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
; . . . ;

. . . ;
1

τ
e
− 1

α
t
j+

k−2
p

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
;
1

τ
e
− 1

α
t
j+

k−1
p

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2
}
> 0.

Таким образом, на основании теоремы 1 [36] для ȳ получаем оценку:

‖ȳj+1‖C 6
1

c0
max
0<t′6tj

(
‖µ̄−k(x, t

′)‖Cγ
+ ‖µ̄+k(x, t

′)‖Cγ

)
, (4.8)



М. Х. Бештоков 397

где ‖y‖C = maxx∈ω̄h
|y|, ‖y‖Cγ

= maxx∈γh |y|.

Переходим к оценке функции v. Уравнение (4.6) перепишем в каноническом виде:

[
1

τ

(
ε+ 1− e

− 1

α
τ
p

)
+
ak,ik+1

hkh
∗
k+

+
ak,ik
hkh

∗
k−

+ dk

]
v
j+ k

p

ik
=
ak,ik+1

hkh
∗
k+

v
j+ k

p

ik+1 +
ak,ik
hkh

∗
k−

v
j+ k

p

ik−1
+ Φ(Pj+ k

p
),

где

Φ(Pj+ k
p
) =

1

τ

(
ε+

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2)
v
j+ k−1

p

ik
+ ϕ

j+ k
p

k , ϕ
j+ k

p

k =
◦
ϕ
j+ k

p

k +

+
1

τ

(
e
− 1

α
t 1
p − e

− 1

α
t 2
p

)
v
j+ k−2

p

ik
−

1

τ

pj+k−2∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)(
v

s
p

ik
− v

s−1

p

ik

)
.

Проверим выполнимость условий теоремы 2 [36], тогда в точке P(k) = P (x, tj+ k
p
) имеем:

A(P(k)) =

[
1

τ

(
ε+ 1− e

− 1

α
τ
p

)
+
ak,ik+1

hkh
∗
k+

+
ak,ik
hkh

∗
k−

+ dk

]
> 0,

B(P(k), Q) =

{
ak,ik+1

hkh
∗
k+

;
ak,ik
hkh

∗
k−

;
1

τ

[
ε+

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2]
;
1

τ

[
e
− 1

α
t 1
p − 2e

− 1

α
t 2
p + e

− 1

α
t 3
p

]
; . . . ;

. . . ;
1

τ

[
e
− 1

α
t
j+

k−2
p − 2e

− 1

α
t
j+

k−1
p + e

− 1

α
t
j+ k

p

]
;
1

τ

[
e
− 1

α
t
j+

k−1
p − e

− 1

α
t
j+ k

p

]}
> 0,

D′(P(k)) = A(P(k))−
∑

Q∈W ′
k
(P )

B(P(k), Q) =
1

τ

(
ε+ 1− e

− 1

α
τ
p

)
+ dk >

1

τ

(
ε+ 1− e

− 1

α
τ
p

)
> 0,

(4.9)

для всех Q ∈ W ′′
k−1, Q ∈ W ′

k,

∑

Q∈W ′′
k−1

B(P(k), Q) =
1

τ

[
ε+

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2]
> 0,

1

D′(P(k))

∑

Q∈W ′′
k−1

B(P(k), Q) =
ε+

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2

ε+ 1− e
− 1

α
τ
p

6 1,

где

W ′
(P (k)) = Wk +W ′′

k−1, W ′
k — множество узлов Q = Q(ξ, tk) ∈ W ′

(P (x,tk))
,

W ′′
k−1 — множество узлов Q = Q(ξ, tk−1) ∈ W ′

(P (x,tk−1))
.

На основании теоремы 2 [36] и в силу (4.9) для v получаем оценку:

‖vj+
k
p ‖C 6

τ

ε+ 1− e
− 1

α
τ
p

‖ϕ̄
j+ k

p

k ‖C +
ε+

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2

ε+ 1− e
− 1

α
τ
p

‖vj+
k
p ‖C . (4.10)
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Оценим ‖ϕ̄
j+ k

p

k ‖C , где

ϕ
j+ k

p

k =
◦
ϕ
j+ k

p

k +
1

τ

(
e
− 1

α
t 1
p − e

− 1

α
t 2
p

)
v
j+ k−2

p

ik
−

−
1

τ

pj+k−2∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)(
v

s
p

ik
− v

s−1

p

ik

)
=

◦
ϕ
j+ k

p

k +

+
1

τ

(
e
− 1

α
t
j+

k−1
p − e

− 1

α
t
j+ k

p

)
v0ik +

1

τ

(
e
− 1

α
t
j+

k−2
p − 2e

− 1

α
t
j+

k−1
p + e

− 1

α
t
j+ k

p

)
v

1

p

ik
+ . . .+

+
1

τ

(
e
− 1

α
t 1
p − 2e

− 1

α
t 2
p + e

− 1

α
t 3
p

)
v
j+ k−2

p

ik
.

(4.11)

Так как выражения, стоящие в круглых скобках, положительны, то из (4.11) получаем

оценку

‖ϕ̄
j+ k

p

k ‖C 6 ‖
◦
ϕ
j+ k

p

k ‖C +
1

τ

(
e
− 1

α
t 1
p − e

− 1

α
t 2
p

)
max

06s6k−2
‖vj+

s
p‖C . (4.12)

С помощью (4.12) из (4.10) находим

max
06s6k

‖vj+
s
p‖C 6 max

06s6k−1
‖vj+

s
p‖C +

τ

ε+ 1− e
− 1

α
τ
p + τdk

max
06s6k

‖
◦
ϕ
j+ s

p

k ‖C 6

6 max
06s6k−1

‖vj+
s
p‖C +

τ

ε+ 1− e
− 1

α
τ
p

max
06s6k

‖
◦
ϕ
j+ s

p

k ‖C .

(4.13)

Суммируем (4.13) сначала по k = 1, 2, . . . , p, затем по j′ = 0, 1, 2, . . . , j. Тогда получим

‖vj+
k
p ‖C 6 ‖v0‖C +

j∑

j′=0

τ

ε+ γτ

p∑

k=1

max
06s6k

‖
◦
ϕ
j′+ s

p

k ‖C , (4.14)

где γ = 1
pα
e
− τ

pα .

Рассмотрим теперь задачу (4.7) для w. Тогда перепишем уравнение (4.7) в каноническом

виде
[
1

τ

(
ε+ 1− e

− 1

α
τ
p

)
+
ak,ik+1

hkh
∗
k+

+
ak,ik
hkh

∗
k−

+ dk

]
w

j+ k
p

ik
=
ak,ik+1

hkh
∗
k+

w
j+ k

p

ik+1 +
ak,ik
hkh

∗
k−

w
j+ k

p

ik−1
+

+
1

τ

[
ε+

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2]
w

j+ k−1

p

ik
+

1

τ

[
e
− 1

α
t 1
p − 2e

− 1

α
t 2
p + e

− 1

α
t 3
p

]
w

j+ k−2

p

ik
+ . . .+

+
1

τ

[
e
− 1

α
t
j+

k−2
p − 2e

− 1

α
t
j+

k−1
p + e

− 1

α
t
j+ k

p

]
w

1

p

ik
+

1

τ

[
e
− 1

α
t
j+

k−1
p − e

− 1

α
t
j+ k

p

]
w0

ik
+

∗
ϕ
j+ k

p

k ,

и присоединим однородные граничные и начальные условия

ε

p
w

j+ k
p

t̄,0 +
1

p

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
w

s
p

t̄,0 =
a
(1k)
k w

j+ k
p

xk,0
− β̄−kw

j+ k
p

0

0.5hk
, (4.15)

ε

p
w

j+ k
p

t̄,Nk
+

1

p

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
w

s
p

t̄,Nk
= −

a
(Nk)
k w

j+ k
p

x̄k,Nk
+ β̄+kw

j+ k
p

Nk

0.5hk
, (4.16)

w(x, 0) = 0,
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т. е. w = 0 на границе S сетки Ω, т. е. w(P ) = 0 при P ∈ S.

Правая часть
∗
ϕ отлична от нуля лишь в узлах (x, t′), где x ∈

∗
ωh. Видно, что

A(P ) =

[
1

τ

(
ε+ 1− e

− 1

α
τ
p

)
+
ak,ik+1

hkh
∗
k+

+
ak,ik
hkh

∗
k−

+ dk

]
> 0,

B(P,Q) =

{
ak,ik+1

hkh
∗
k+

;
ak,ik
hkh

∗
k−

;
1

τ

[
ε+

(
1− e

− 1

α
τ
p

)2]
;
1

τ

[
e
− 1

α
t 1
p − 2e

− 1

α
t 2
p + e

− 1

α
t 3
p

]
; . . . ;

. . . ;
1

τ

[
e
− 1

α
t
j+

k−2
p − 2e

− 1

α
t
j+

k−1
p + e

− 1

α
t
j+ k

p

]
;
1

τ

[
e
− 1

α
t
j+

k−1
p − e

− 1

α
t
j+ k

p

]}
> 0,

D(P ) =
1

τ

(
ε+ 1− e

− 1

α
τ
p

)
+ dk > 0.

Тогда в силу однородных краевых условий (4.15), (4.16) имеем

D(P ) =
ε+ γτ + τdk

τ
.

На основании теоремы 1 [36], получаем

max
Ω+S

|w(P )| 6 max
t′∈wτ

∥∥∥∥∥

∗
ϕ(x, t′)

D

∥∥∥∥∥ ∗

C

6 max
0<t′6tj

τ‖ϕ∗‖ ∗

C

ε+ γτ + τdk
6 max

0<t′6tj

τ‖ϕ∗‖ ∗

C

ε+ γτ
. (4.17)

Из оценок (4.8), (4.14) и (4.17) следует окончательная оценка

‖yj+1‖C 6 ‖u0‖C +
1

c0
max

0<t′6jτ

(
‖µ̄−k(x, t

′)‖Cγ
+ ‖µ̄+k(x, t

′)‖Cγ

)
+

+ max
0<t′6tj

τ‖ϕ∗‖ ∗

C

ε+ γτ
+

j∑

j′=0

τ

ε+ γτ

p∑

k=1

max
06s6k

‖
◦
ϕ
j′+ s

p

k ‖ o

C
,

(4.18)

где ‖y‖C = max
x∈ωh

|y|, ‖y‖Cγ
= max

x∈γh
|y|, ‖ϕ‖ ∗

C
= max

x∈
∗
ωh

|ϕ|, ‖ϕ‖ ◦

C
= max

x∈
◦
ωh

|ϕ|.

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.4), тогда ЛОС (2.8), (2.9) устойчива по началь-

ным данным и правой части, так что для решения задачи (2.8), 2.9) справедлива оцен-

ка (4.18).

§ 5. Равномерная сходимость ЛОС

Чтобы использовать свойство
p∑

k=1

◦

ψk = 0,
◦

ψk = O(1), представим по аналогии с [36]

решение задачи для погрешности в виде суммы

z(k) = v(k) + η(k), z(k) = z
j+ k

p ,

где η(k) определяется условиями

ε

p
η
j+ k

p

t̄ +
1

p

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+

k−s
p − e

− 1

α
t
j+

k−s+1
p

)
η

s
p

t̄ =
◦

Ψk, x ∈ ωh + γh,k, k = 1, 2, . . . , p, (5.1)

η(x, 0) = 0,
◦

Ψk =





◦

ψk, xk ∈ ωhk
,

◦

ψ−k, xk = 0,
◦

ψ+k, xk = lk.
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Функция v(k) определяется условиями

Bτv
j+ k

p

(k) = Λkv(k) + Ψ̃k, Ψ̃k = Λkη(k) +
∗

Ψ, xk ∈ ωhk
, (5.2)

Bτv
j+ k

p

(k) = Λ−
k v(k) + Ψ̃−k, Ψ̃−k = Λ−

k η(k) +

∗

Ψ−k

0.5hk
, xk = 0, (5.3)

Bτv
j+ k

p

(k) = Λ+
k ϑ(k) + Ψ̃+k, Ψ̃+k = Λ+

k η(k) +

∗

Ψ+k

0.5hk
, xk = lk, (5.4)

v(x, 0) = 0, (5.5)

где Ψ̃k =
∗

Ψ+Λkη(k),
∗

Ψ = O (h2k + τ),
∗

Ψ±k = O (h2k + τ).

Покажем, что η
j+ k

p = O

(
τ

ε+ γτ

)
, k = 1, 2, . . . , p, j = 0, 1, 2, . . . , j0 − 1.

Ради простоты рассмотрим двумерный случай (p = 2). Сначала положим j = 0, т. е.

рассмотрим первый слой (0, t1]. Тогда задача (5.1) примет вид

ε

2
η

k
2

t̄ +
1

2

k∑

s=1

(
e
− 1

α
t k−s

p − e
− 1

α
t k−s+1

p

)
η

s
2

t
=

◦

Ψk, k = 1, 2.

Пусть k = 1, тогда получим

ε

2
η

1

2

t̄ +
1

2

(
1− e−

1

α
τ
2

)
η

1

2

t
=

◦

Ψ1 . (5.6)

При k = 2 получаем

ε

2
η1t̄ +

1

2

(
e
− 1

α
t 1
2 − e−

1

α
t1
)
η

1

2

t
+

1

2

(
1− e

− 1

α
t 1
2

)
η1t =

◦

Ψ2 . (5.7)

Складывая выражения (5.6) и (5.7), получаем

ε

2
η

1

2

t̄ +
ε

2
η1t̄ +

1

2

(
1− e−

1

α
τ
2

)
η

1

2

t̄ +
1

2

(
e−

1

α
τ
2 − e−

1

α
τ
)
η

1

2

t
+

1

2

(
1− e−

1

α
τ
2

)
η1t̄ = 0. (5.8)

Из (5.8) следует

η1 =
e−

1

α
τ
2

(
e−

1

α
τ
2 − 1

)
η

1

2

ε+ 1− e−
1

α
τ
2

= −
e−

1

α
τ
2 γτη

1

2

ε+ γτ
. (5.9)

Из (5.6) находим

η
1

2 =
τ

ε+ 1− e−
1

α
τ
2

◦

Ψ1 =
τ

ε+ γτ
Ψ1 = −

τ

ε+ γτ
Ψ2 . (5.10)

Учитывая (5.10), из (5.9) находим

η
1

2 = O

(
τ

ε+ γτ

)
, η1 = O

(
τ 2

(ε+ γτ)2

)
.

Допустим, что при j = n выполнено условие

η
1

2 , η1, η1+
1

2 , . . . , ηn+1 = O

(
τ

ε+ γτ

)
. (5.11)
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Опираясь на допущение (5.11), покажем, что аналогичное условие выполнено и при

j = n+ 1. Для чего запишем уравнение (5.1) при j = n+ 1, p = 2:

ε

2
η
n+1+ k

2

t̄ +
1

2

2(n+1)+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
n+1+

k−s
2 − e

− 1

α
t
n+1+

k−s+1
2

)
η

s
2

t
=

◦

Ψk k = 1, 2. (5.12)

Полагая в (5.12) k = 1, находим

ε

2
η
n+ 3

2

t̄ +
1

2

2(n+1)+1∑

s=1

(
e
− 1

α
t
n+1+

1−s
2 − e

− 1

α
t
n+1+

2−s
2

)
η

s
2

t
=

◦

Ψ1,

Преобразуем последнее следующим образом

−
1

τ

(
1− e−

1

α
τ
2

)[(
1− e−

1

α
τ
2

)
e−

1

α
(n+ 1

2
)τη

1

2 +
(
1− e−

1

α
τ
2

)
e−

1

α
nτη1 + . . .+

+

(
1− e−

1

α
τ
2 +

ε

1− e−
1

α
τ
2

)
ηn+1 −

(
1 +

ε

1− e−
1

α
τ
2

)
ηn+

3

2

]
=

◦

Ψ1 .

(5.13)

Рассмотрим отдельно содержимое квадратной скобки, тогда перепишем в виде убывающего

ряда:

(
1 +

ε

1− e−
1

α
τ
2

)
|ηn+

3

2 | 6

(
1− e−

1

α
τ
2 +

ε

1− e−
1

α
τ
2

)
max

1

2
6s6n+1

|ηs|

n+ 1

2∑

s=0

e−
1

α
sτ

и, следовательно,

|ηn+
3

2 | 6
1− e−

1

α
τ
2 + ε

1−e−
1
α

τ
2

1 + ε

1−e−
1
α

τ
2

max
1

2
6s6n+1

|ηs| 6 max
1

2
6s6n+1

|ηs| = O

(
τ

ε+ γτ

)
. (5.14)

Учитывая (5.14), с учетом (5.11) и достаточной ограниченности коэффициентов при η
1

2 , η1,

. . . , ηn+
3

2 , находим ηn+
3

2 = O

(
τ

ε+ γτ

)
.

Положим теперь в (5.12) k = 2

ε

2
ηn+2
t̄ +

1

2

2n+4∑

s=1

(
e−

1

α
tn+1+

2−s
2 − e−

1

α
tn+1+

3−s
2

)
η

s
2

t
=

◦

Ψ2,

тогда

1

τ

(
1− e−

1

α
τ
2

)[
(1− e−

1

α
τ
2 )e−

1

α
(n+1)τη

1

2 + (1− e−
1

α
τ
2 )e−

1

α
(n+ 1

2
)τη1 + . . .+

+ (1− e−
1

α
τ
2 )e−

1

α
τ
2 ηn+1 +

(
1− e−

1

α
τ
2 +

ε

1− e−
1

α
τ
2

)
ηn+

3

2 −

(
1 +

ε

1− e−
1

α
τ
2

)
ηn+2

]
=

◦

Ψ2 .

(5.15)

Складывая (5.13) и (5.15), с учетом равенства
◦

Ψ1 +
◦

Ψ2 = 0, получим

−
1

τ

(
1− e−

1

α
τ
2

)[(
1− e−

1

α
τ
)
e−

1

α
(n+ 1

2
)τη

1

2 +
(
1− e−

1

α
τ
)
e−

1

α
nτη1 + . . .+

+

(
1− e−

1

α
τ
2 +

ε

1− e−
1

α
τ

)
ηn+1 − e

1

α
τηn+

3

2 −

(
1 +

ε

1− e−
1

α
τ
2

)
ηn+2

]
= 0.

(5.16)
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Тогда из (5.16) получим

η
1

2 , η1, ηn+1, ηn+
3

2 , ηn+2 = O

(
τ

ε+ γτ

)
. (5.17)

Итак, равенство (5.17) выполнено при любом значении j. Нетрудно заметить, что анало-

гично можно показать, что η
j+ k

p = O
(

τ
ε+γτ

)
, k = 1, 2, . . . , p, j = 0, 1, . . . , j0−1. Для оценки

решения задачи (5.2)–(5.5) воспользуемся теоремой 1:

‖vj+1‖C 6
0.5ph

c0

(
1− e

− 1

α
τ
p

) max
0<j′+ k

p
6j+1

‖ηj
′+ k

p ‖Cγ
+

+ max
0<j′+ k

p
6j+1

τ‖Ψ̃‖ ∗

C

ε+ γτ
+

j∑

j′=0

τ

ε+ γτ

p∑

k=1

max
06s6k

‖Ψ̃j′+ s
p‖C ,

(5.18)

где Ψ̃k =
∗

Ψk + Λkη(k).

Если существуют непрерывные в замкнутой области Q̄T , производные

∂2u

∂t2
,

∂4u

∂x2k∂x
2
ν

,
∂3u

∂x2k∂t
,

∂2f

∂x2k
, 1 6 k, ν 6 p, k 6= ν,

то Λ̄kη(k) = −
τ

ε+ γτ
akΛ̄k

(
◦

Ψk+1 + . . .+
◦

Ψp

)
= O

(
τ

ε+ γτ

)
во всех узлах x ∈ ωh, так

как η(k) определяется из уравнения (5.1) всюду в ωh + γh, где ak —известные постоянные.

С другой стороны, имеем
∗

Ψk = O

(
h2 +

τ

ε+ γτ

)
в регулярных узлах ωh и

∗

Ψk = O(1)

в нерегулярных узлах сетки. Поэтому

τ‖Ψ̃‖ ∗

C

ε+ γτ
= O

(
τ

ε+ γτ

)
, ‖Ψ̃

j′+ s
p

k ‖C = O

(
h2 +

τ

ε+ γτ

)
.

Тогда из оценки (5.18) получим

‖vj+1‖C =M

(
h+ τ

ε+ γτ
+

j∑

j ′=0

τ

ε+ γτ

p∑

k=1

(
h2k +

τ

ε+ γτ

))
=

=M

(
h+ τ

ε+ γτ
+

ptj

ε+ γτ

(
h2 +

τ

ε+ γτ

))
6M

(
h

τ + ε
+

τ

(τ + ε)2

)
, h = max

16k6p
hk.

Следовательно,

‖zj+1‖C 6 ‖ηj+1‖C + ‖vj+1‖C = O

(
h

τ + ε
+

τ

(τ + ε)2

)
.

Итак, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть задача (1.8), (1.6), (1.7) имеет единственное непрерывное реше-

ние u(x, t) в QT при всех значениях ε и существуют непрерывные в QT производные

∂2u

∂t2
,

∂4u

∂x2k∂x
2
ν

,
∂3u

∂x2k∂t
,

∂2f

∂x2k
, 1 6 k, ν 6 p, k 6= ν, α > 0,

тогда решение разностной задачи (2.8), (2.9) равномерно сходится к решению диф-

ференциальной задачи (1.1)–(1.3) со скоростью O

(
h

τ + ε
+

τ

(τ + ε)2
+ ε

)
, h = o(τ + ε),

τ = o((τ + ε)2), где ε — малый параметр, α > 0.
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Очевидно, что скорость сходимости будет определяться наилучшим образом, если вы-

брать ε = τ
1

3 при любых α > 0.

Замечание 1. Если ε = τ
1

3 , тогда решение разностной задачи (2.8), (2.9) при любых

α > 0 равномерно сходится к решению дифференциальной задачи (1.1)–(1.3) со скоростью

O
(

h

τ
1
3

+ τ
1

3

)
.
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The work is devoted to the study of the second initial-boundary value problem for a general-form third-

order differential equation of pseudoparabolic type with variable coefficients in a multidimensional domain

with an arbitrary boundary. In this paper, a multidimensional pseudoparabolic equation is reduced to an

integro-differential equation with a small parameter, and a locally one-dimensional difference scheme by

A. A. Samarskii is used. Using the maximum principle, an a priori estimate is obtained for the solution

of a locally one-dimensional difference scheme in the uniform metric in the C norm. The stability and

convergence of the locally one-dimensional difference scheme are proved.
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