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РЕКУРРЕНТНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ СЕЧЕНИЙ ПРОИЗВОДЯЩЕГО РЯДА
РЕШЕНИЯ МНОГОМЕРНОГО РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ

В данной работе изучены сечения производящего ряда для решений линейного многомерного раз-

ностного уравнения с постоянными коэффициентами и найдены рекуррентные соотношения, свя-

зывающие такие сечения. Как следствие, доказан многомерный аналог теоремы Муавра о рацио-

нальности сечений производящего ряда в зависимости от вида начальных данных задачи Коши для

многомерного разностного уравнения. Для задач о числе путей на целочисленной решетке пока-

зано, что при подходящем выборе шагов сечения их производящего ряда представляют известные

последовательности многочленов (Фибоначчи, Пелля и др.).
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Производящие функции (или z-преобразование) являются мощным инструментом пере-

числительного комбинаторного анализа, а исследование их свойств представляет большой

интерес, особенно, когда речь идет о принадлежности функции одному из классов в иерар-

хии, предложенной Ричардом Стенли в 1900 году: {рациональные} ⊂ {алгебраические} ⊂
⊂ {D-финитные}. В работе [13] отмечалось, что «наиболее полезными» являются рацио-

нальные производящие функции.

А. Муавр рассмотрел под названием возвратных рядов степенные ряды F (z) = a0 +
+ a1z + . . . + akz

k + . . . с коэффициентами a0, a1, . . . , ak, . . . , образующими возвратные

последовательности, т. е. удовлетворяющими соотношению вида

c0am+p + c1am+p−1 + . . .+ cmap = 0, p = 0, 1, 2, . . . ,

где cj, j = 0, . . . ,m, — некоторые постоянные (см. [11]). Оказалось, что такие ряды всегда

изображают рациональные функции. Точнее, справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1. Степенной ряд F (z) является возвратным тогда и только тогда, когда

он представляет правильную рациональную функцию.

Доказательство этого простого факта можно найти, например, в [13]. Аналог теоре-

мы Муавра для многомерного разностного уравнения с постоянными коэффициентами был

сформулирован и доказан в работе [6]. А именно, было доказано, что производящая функ-

ция решения многомерного разностного уравнения с постоянными коэффициентами будет

рациональна тогда и только тогда, когда рациональна производящая функция начальных

данных.

В данной работе найдены рекуррентные соотношения для сечений производящих ря-

дов решений многомерных разностных уравнений и доказан аналог теоремы Муавра для

сечений таких производящих рядов.

https://doi.org/10.35634/vm210305
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§ 1. Основные обозначения и определения

Пусть Z> — множество неотрицательных целых чисел, а Zn
> = Z> × . . .× Z>︸ ︷︷ ︸

n раз

. Для

j = 1, . . . , N определим πj : Zn → Zn — оператор проектирования вида

πj : (x1, . . . , xn) → (x1, . . . , xj−1, 0, xj+1, . . . , xn).

Зафиксируем набор J = {j1, . . . , jk} ⊂ {1, 2, . . . , n}, 1 6 j1 < . . . < jk 6 n, и обозначим

через πJ — суперпозицию таких операторов: πJ = πj1◦πj2◦· · ·◦πjk . Такими же символами πj

и πJ будем обозначать операторы проектирования в Cn :

πj : (z1, . . . , zn) → (z1, . . . , zj−1, 0, zj+1, . . . , zn)

и суперпозицию таких операторов соответственно. Пусть f : Zn → C, будем рассматри-

вать C[[z]] — кольцо формальных степенных рядов вида F (z) =
∑

x∈Zn
>

f(x)zx.

Для набора ∆ = {α0, α1, . . . , αN} из N + 1 векторов с неотрицательными координатами

αj = (αj
1, . . . , α

j
n) ∈ Zn

>, j = 0, . . . , N, α0 = (0, . . . , 0), некоторой функции f : Zn → C
и вектора c = (c0, c1, . . . , cN) ∈ CN+1, c0 = 1, определим линейное разностное уравнение

с постоянными коэффициентами

N∑

j=0

cjf(x− αj) = 0, x > m, (1.1)

где m = (m1, . . . ,mn), mi = max
16j6N

αj
i , i = 1, . . . , n, а неравенство x > m означает, что

xi > mi для i = 1, . . . , n. Характеристический многочлен данного уравнения имеет вид

P (z) =
N∑

j=0

cjz
−αj

.

Для разностного уравнения (1.1) сформулируем задачу Коши: найти такую функ-

цию f(x), которая удовлетворяет уравнению (1.1) и совпадает с некоторой заданной

функцией начальных данных ϕ : Zn → C на множестве X0 = {x ∈ Zn
> : x � m} =

= Zn
> \

(
m+ Zn

>

)
:

f(x) = ϕ(x), x ∈ X0. (1.2)

Многомерные разностные уравнения такого вида возникают в теории цифровых рекур-

сивных фильтров (см. [2]), а также в комбинаторном анализе (см. [14]), где они называются

линейными рекуррентными соотношениями. В [4, 5] получено решение задачи Коши для

однородного многомерного линейного разностного уравнения с постоянными коэффициен-

тами на основе понятия амебы характеристического многочлена и его фундаментального

решения. Вопросы разрешимости задачи Коши для полиномиального разностного операто-

ра рассматривались в работе [8]. Отметим, что понятие амебы алгебраического множества

оказалось полезным для переноса на многомерный случай известной теоремы Пуанкаре

об асимптотике решений разностных уравнений (см. [7]).

Для функции f : Zn → C введем понятие производящего ряда

F (z) =
∑

x∈Zn
>

f(x) zx,
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и определим его сечения (см. [9, 12]) следующим образом. Пусть J ′ = {1, 2, . . . , N} \ J ,

xJ = πJx, xJ ′ = πJ ′x, тогда

F (z) =
∑

xJ∈Zn
>




∑

xJ′∈Zn
>

f(x) zxJ′


 zxJ =

∑

xJ∈Zn
>

F (xJ ; zJ ′)zxJ ,

а ряд

F (xJ ; zJ ′) =
∑

xJ′∈Zn
>

f(x) zxJ′ , xJ ∈ Zn
>,

естественно называть сечением производящего ряда F (z).
Заметим, что если J = {1, 2, . . . , n}, тогда xJ = x, zJ = z и F (xJ ; zJ ′) = f(x), и если

J = ∅, J ′ = {1, 2, . . . , n}, тогда F (xJ ; zJ ′) = F (z).
Рассмотрим функцию ϕ̃(x) : Zn

> → C, которая совпадает с функцией начальных дан-

ных ϕ(x) на множестве X0 и равна нулю на его дополнении Zn
> \ X0, и определим ряды

вида

Φ(xJ ; τJ ′ ; zJ ′) =
∑

xJ′∈Zn
>

xJ′�τJ′

ϕ̃(x) zxJ′ ,

производящую функцию начальных данных

Φ(z) = Φ(x∅;m; z) =
∑

x∈Zn
>

ϕ̃(x) zx

и ее сечения

Φ(xJ ; zJ ′) = Φ(xJ ;m; zJ ′) =
∑

xJ′∈Zn
>

ϕ̃(x) zxJ′ .

§ 2. Основные результаты

Сечения производящего ряда для решения многомерного разностного уравнения связа-

ны между собой рекуррентными соотношениями.

Теорема 1. Сечения производящего ряда решения задачи Коши (1.1)–(1.2) связаны рекур-

рентным соотношением

N∑

j=0

cjz
α
j

J′F (xJ − αj
J ; zJ ′) =

N∑

j=0

cjz
α
j

J′Φ(xJ − αj
J ;mJ ′ − αj

J ′ ; zJ ′) (2.1)

для всех xJ > mJ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем некоторое подмножество J ′ = {j′1, . . . , j
′

l} ⊂
⊂ {1, 2, . . . , N}, домножим обе части уравнения (1.1) на zxJ′ и просуммируем по всем

целым xJ ′ > mJ ′ = πJ ′m:

∑

xJ′>mJ′

N∑

j=0

cjf(x− αj)zxJ′ =
N∑

j=0

cj
∑

xJ′>mJ′

f(x− αj)zxJ′ =

=
N∑

j=0

cj
∑

xJ′>mJ′−α
j

J′

f(x− αj + αj

J ′)z
xJ′+α

j

J′ =
N∑

j=0

cjz
α
j

J′

∑

xJ′>mJ′−α
j

J′

f(x− αj
J)z

xJ′ =
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=
N∑

j=0

cjz
α
j

J′




∑

xJ′> 0

f(x− αj
J)z

xJ′ −
∑

xJ′� mJ′−α
j

J′

f(x− αj
J)z

xJ′


 =

=
N∑

j=0

cjz
α
j

J′

(
F (xJ − αj

J ; zJ ′)− Φ(xJ − αj
J ;mJ ′ − αj

J ′ ; zJ ′)
)
= 0,

откуда и получаем утверждение теоремы. �

Рассмотрим частные случаи формулы (2.1) при J ′ = ∅ и J ′ = M . При J ′ = ∅ тождество

принимает вид исходного разностного уравнения, так как не происходит ни умножения

на zJ ′ , ни суммирования по xJ ′ .

Случай J = ∅, J ′ = M был подробно исследован в [6], где было доказано соотношение

N∑

j=0

cjz
αj

︸ ︷︷ ︸
=P ( 1

z
)

F (z) =
N∑

j=0

cjz
αj

Φ(x∅;m− αj; z), (2.2)

где P (z) — характеристический многочлен для заданного разностного уравнения. При помо-

щи формулы (2.2) в [6] производящая функция решения разностного уравнения вычислена

через производящую функцию начальных данных и коэффициенты разностого уравнения,

а затем доказан многомерный аналог теоремы Муавра.

Теорема 2 (теорема Муавра). Производящая функция F (z) решения задачи Коши (1.1)–

(1.2) рациональна тогда и только тогда, когда рациональна производящая функция Φ(z)
начальных данных.

В качестве «начальных данных» для рекуррентного соотношения (2.1) по аналогии с за-

дачей Коши (1.1)–(1.2) будем рассматривать сечения F (xJ ; zJ ′) = Φ(xJ ; zJ ′) производящего

ряда начальных данных Φ(z) для всех xJ � mJ . Теперь можно сформулировать аналог тео-

ремы Муавра для сечений производящего ряда решений многомерного разностного уравне-

ния, доказательство которой является прямым следствием теоремы 1, но также может быть

получено из теоремы из работы [6].

Теорема 3. Сечения F (xJ ; zJ ′) производящего ряда F (z) рациональны тогда и только

тогда, когда рациональны сечения производящего ряда начальных данных Φ(xJ ; zJ ′).

Отметим простую связь между характеристическими многочленами исходного разност-

ного уравнения (1.1) и уравнения (2.1), которая получается из определения характеристи-

ческого многочлена.

Предложение 1. Характеристический многочлен для разностного уравнения (2.1) полу-

чается из характеристического многочлена для уравнения (1.1) при zj′
1
= . . . = zj′

l
= 1.

§ 3. Сечения производящих рядов для числа путей на целочисленной решетке
и рекуррентные многочлены

Наиболее естественным классом задач, связанным с разностными уравнениями ви-

да (1.1), являются задачи о путях на целочисленной решетке (см. [1, 10]). К самыми из-

вестным классам таких путей относятся пути Дика, Моцкина и Шрёдера.
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Пусть, как и прежде, набор ∆ = {α1, . . . , αN} состоит из N ненулевых векторов с неот-

рицательными координатами αj = (αj
1, . . . , α

j
n) ∈ Zn

>, j = 1, . . . , N , α0 = (0, . . . , 0). Рас-

смотрим n-мерную целочисленную решетку Zn. Решеточным путем назовем конечную по-

следовательность точек p0, p1, . . . , pL в Zn такую, что pk − pk−1 ∈ ∆ = {α1, . . . , αN}, для

всех k = 1, 2, . . . , L. Будем предполагать, что все точки множества p0, p1, . . . , pL различны

(пути не самопересекаются) и, не теряя общности, будем считать, что все пути выходят из

начала координат, т. е. p0 = 0, а конус K, натянутый на вектора из набора ∆, заостренный

(то есть не содержит никакой прямой). Тогда количество путей из начала координат в точку

x ∈ Zn конечно и удовлетворяет уравнению (1.1), а начальные данные ϕ(x), x � m для

задачи Коши также удовлетворяют разностному уравнению и могут быть восстановлены,

исходя из условия, что ϕ(x) = 0, x /∈ Zn
> и ϕ(0) = 1. Тогда справедливо следствие.

Следствие 1. Для сечений решеточных путей с шагами из набора ∆ справедливо соот-

ношение

N∑

j=0

cjz
α
j

J′F (xJ − αj
J ; zJ ′) = 0

для всех xJ > mJ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что в случае решеточных путей правая часть в фор-

муле из теоремы 1 обращается в ноль:

N∑

j=0

cjz
α
j
J

J Φ(xJ ′ − αj

J ′ ;mJ − αj
J ; zJ ′) =

N∑

j=0

cjz
α
j
J

J

∑

x�mJ−α
j
J

ϕ(x− αj

J ′)z
xJ

J =

=
N∑

j=0

∑

x−α
j
J
�mJ−α

j
J

cjϕ(x−αj

J ′ − αj
J︸ ︷︷ ︸

=−αj

)zxJ

J =
N∑

j=0

∑

x�mJ

cjϕ(x− αj)zx
J

J =

=
∑

x�mJ

N∑

j=0

cjϕ(x− αj)

︸ ︷︷ ︸
=0

zx
J

J = 0,

откуда и следует доказательство следствия. �

Отметим, что в задаче о числе решеточных путей сечения F (x0
J ; zJ ′) представляют собой

производящую функцию для числа путей с шагами из ∆ из начала координат во все точки

плоскости x ∈ Zn : xJ = x0
J .

Пример 1. Пусть α1 =

(
1
2

)
, α2 =

(
3
1

)
, c1 = c2 = −1, тогда m =

(
3
2

)
и разностное

уравнение имеет вид

f(x1, x2)− f(x1 − 1, x2 − 2)− f(x1 − 3, x2 − 1) = 0, (x1, x2) > (3, 2), (3.1)

а начальные данные заданы в виде f(x1, x2) = ϕ(x1, x2) на множестве (x1, x2) � (3, 2).

Случай J ′ = ∅ не представляет интереса.

В случае J ′ = {1} и J = {2} сечения производящей функции связаны соотношением

вида

F (x2; z1)− z1F (x2 − 2; z1)− z31F (x2 − 1; z1) =

= Φ(x2; 3; z1)− z1Φ(x2 − 2; 2; z1)− z31Φ(x2 − 1; 0; z1), x2 > 2,
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а выражения в правой части являются конечными суммами (что справедливо только для

случая n = 2) вида Φ(x2; 3; z1) = ϕ(0, x2) + ϕ(1, x2)z1 + ϕ(2, x2)z
2
1 , Φ(x2 − 2; 2; z1) =

= ϕ(0, x2 − 2) + ϕ(1, x2 − 2)z1, Φ(x2 − 2; 0; z1) = 0. В качестве «начальных данных» этой

(одномерной) задачи Коши выступают ряды вида F (0; z1) = Φ(0; z1) и F (1; z1) = Φ(1; z1).

В случае J ′ = {2} и J = {1} сечения производящей функции связаны соотношением

вида

F (x1; z2)− z22F (x1 − 1; z2)− z2F (x1 − 3; z2) =

= Φ(x1; 2; z2)− z1Φ(x1 − 1; 0; z2)− z31Φ(x1 − 3; 1; z2), x1 > 3,

а выражения в правой части имеют вид Φ(x1; 2; z2) = ϕ(x1, 0)+ϕ(x1, 1)z2, Φ(x1−1; 0; z2) =
= 0, Φ(x1 − 3; 1; z2) = ϕ(x1 − 3, 0). В качестве «начальных данных» этой задачи Коши

выступают ряды вида F (0; z2) = Φ(0; z2), F (1; z2) = Φ(1; z2) и F (2; z2) = Φ(2; z2).

В случае, когда J ′ = {1, 2} получим соотношение (1− z1z
2
2 − z31z2)F (z1, z2) = 1, связы-

вающее характеристический многочлен и прозводящий ряд решения уравнения (3.1).

Для решеточных путей с шагами α1 =

(
1
2

)
и α2 =

(
3
1

)
разностное уравнение имеет

тот же вид (3.1), тогда для J ′ = {1} все J-сечения производящей функции будут связаны

соотношением вида

F (x2; z1)− z1F (x2 − 2; z1)− z31F (x2 − 1; z1) = 0, x2 > 2,

причем «начальные данные» соответствующей задачи Коши имеют вид F (0; z1) = 1,
F (1; z1) = z21 . Для J ′ = {2} получим

F (x1; z2)− z22F (x1 − 1; z2)− z2F (x1 − 3; z2) = 0, x2 > 3,

а «начальные данные» имеют вид F (0; z2) = 1, F (1; z2) = z22 , F (2; z2) = z42 . Таким образом,

получаем две серии многочленов:

F (0; z1) = 1
F (1; z1) = z31
F (2; z1) = z1(1 + z51)
F (3; z1) = z41(2 + z51)
F (4; z1) = z21(1 + 3z51 + z101 )
. . .

F (0; z2) = 1
F (1; z2) = z22
F (2; z2) = z42
F (3; z2) = z2(1 + z52)
F (4; z2) = z32(2 + z52)
. . .

При подходящем выборе набора шагов ∆, сечения производящего ряда для числа путей

на целочисленной решетке будут представлять известные последовательности многочленов.

Например, в [3] такие последовательности изучались при помощи массивов Риордана.

Пример 2. Для набора шагов α1 =

(
1
1

)
, α2 =

(
2
0

)
число путей из начала координат

в точку (x1, x2) удовлетворяет разностному уравнению

f(x1, x2)− f(x1 − 1, x2 − 1)− f(x1 − 2, x2) = 0,

тогда сечения производящего ряда для функции f(x1, x2) удовлетворяют рекуррентному

соотношению

F (x1, z2)− z2F (x1 − 1, z2)− F (x1 − 2, z2) = 0
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с начальными данными F (0; z2) = 1, F (1; z2) = z2. Продолжая вычисления, получим из-

вестную последовательность многочленов Фибоначчи:

F (2; z2) =z22 + 1,

F (3; z2) =z32 + 2z2,

F (4; z2) =z42 + 3z22 + 1,

F (5; z2) =z52 + 4z32 + 3z2,

. . .

Пример 3. Для набора шагов α1 = α2 =

(
1
1

)
, α3 =

(
2
0

)
(будем считать, что шаг α1

имеет кратность два, или что существует два таких шага разного цвета) функция f(x1, x2)
числа путей из начала координат в точку (x1, x2) удовлетворяет разностному уравнению

f(x1, x2)− 2f(x1 − 1, x2 − 1)− f(x1 − 2, x2) = 0.

Сечения F (x1; z2) удовлетворяют рекуррентному соотношению

F (x1; z2)− 2z2F (x1 − 1; z2)− F (x1 − 2; z2) = 0

с начальными данными F (0; z2) = 1, F (1; z2) = 2z2. Продолжая вычисления, получим из-

вестную последовательность многочленов Пелля:

F (2; z2) =4z22 + 1,

F (3; z2) =8z32 + 4z2,

F (4; z2) =16z42 + 12z22 + 1,

. . .
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In this paper, we study the sections of the generating series for solutions to a linear multidimensional

difference equation with constant coefficients and find recurrent relations for these sections. As a conse-

quence, a multidimensional analogue of Moivre’s theorem on the rationality of sections of the generating

series depending on the form of the initial data of the Cauchy problem for a multidimensional difference

equation is proved. For problems on the number of paths on an integer lattice, it is shown that the sections

of their generating series represent the well-known sequences of polynomials (Fibonacci, Pell, etc.) with

a suitable choice of steps.
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