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Работа посвящена исследованию процессов распределения ресурсов в динамических ресурсных се-

тях, т. е. сетях, пропускные способности дуг которых зависят от времени. Распределение ресурса

в сети происходит в дискретном времени, при этом ресурс каждой вершины распределяется только

между смежными с ней вершинами по некоторым правилам. Проведено исследование процессов

перераспределения ресурса в таких сетях. Основной задачей является разработка методов нахожде-

ния предельного состояния (распределения) ресурса в динамической ресурсной сети. Показано, что

подход, основанный на построении вспомогательной сети, применим для сведения задачи о распре-

делении ресурса в динамической сети к аналогичной задаче для вспомогательной сети. Для сильно

регулярных периодических динамических сетей доказаны теоремы о существовании предельного

состояния на вспомогательном графе. Для его нахождения можно использовать подходы, разрабо-

танные для решения задачи о кратчайшем пути в динамических сетях.
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Введение

Теория динамических потоков в сетях (теория динамических сетей), взяв свое начало

еще в работах Д. Р. Форда и Л. Р. Фалкерсона (см., например, [1]), продолжила развитие

в работах Д. Б. Орлина, Д. Е. Аронсона, М. В. Фоноберовой, Д. Д. Лозовану, Б. Клинца и др.

(см. [2–8]). Динамическая сеть представляет собой ориентированную сеть, некоторые ха-

рактеристики дуг которой (в частности, пропускные способности дуг) зависят от дискрет-

ного времени. Таким образом, поток в сети не является стационарным, а зависит от вре-

мени. В работах Я. М. Ерусалимского, В. А. Скороходова и М. В. Кузьминовой (см. [9–11])

описан общий подход к решению потоковых задач в динамических сетях, который состо-

ит в построении вспомогательной «статической» сети, описывающей динамику изменения

исходной сети, и сведении потоковой задачи в исходной динамической сети к аналогичной

задаче на вспомогательной.

Немного в стороне от классической теории потоков в сетях стоят ресурсные сети, вве-

денные и довольно хорошо изученные О. П. Кузнецовым и Л. Ю. Жиляковой (см. [12–16]).

Ресурсная сеть — это сеть без источников, для каждой дуги которой указана пропускная

способность, а для каждой вершины — величина находящегося в ней ресурса. В каждый

момент дискретного времени ресурс каждой вершины перераспределяется между смеж-

ными с ней вершинами по определенным правилам. Таким образом, между каждыми по-

следовательными моментами времени по дугам сети проходит поток. При этом правила

функционирования сети таковы, что обязательно выполняются два условия. Первое — это

условие замкнутости сети, т. е. ресурс ни в какой вершине сети не добавляется извне и не

исчезает. Второе — условие неразрывности: ресурс, выходящий из вершины, вычитается из

ее ресурса, а входящий в вершину, прибавляется к ее ресурсу.

https://doi.org/10.35634/vm210308
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В настоящей работе изучается модель распределения ресурсного потока в динамической

периодической ресурсной сети. Основной задачей является разработка методов нахождения

предельного состояния (распределения) ресурса в динамической ресурсной сети. Показа-

но, что для регулярных динамических сетей предельное состояние существует и является

единственным, а для его нахождения можно использовать подходы, разработанные для ди-

намических сетей в [9–11].

§ 1. Основные понятия

Приведем основные понятия, определения и утверждения [9–16].

Определение 1. Ресурсной сетью называют связную ориентированную сеть G(X,E)
(где X = {x1, . . . , xn}) без стоков, для каждой дуги (xi, xj) которой указана пропускная

способность rij , и задана вектор-функция Q(t) = (q1(t), . . . , qn(t)), где qi(t) > 0 для всех

i ∈ [1;n]Z .

Величина qi(t) называется количеством ресурса в вершине xi в момент времени t.

Для того чтобы определить вектор-функцию Q(t), задается вектор Q(0) начального рас-

пределения ресурса в сети G и указываются правила перераспределения ресурсов (правила

функционирования сети):

qi(t+ 1) = qi(t)−
n

∑

j=1

Fij(t) +
n

∑

j=1

Fji(t) ∀ i ∈ [1;n]Z , (1.1)

где Fij(t) — величина ресурсного потока, выходящего по дуге (xi, xj) в момент времени t,

определяется следующим образом:

Fij(t) =























rij , qi(t) >
n
∑

k=1

rik,

rij
n
∑

k=1

rik

· qi(t), qi(t) 6
n
∑

k=1

rik.
(1.2)

Величину суммарного ресурса сети обозначим через W , то есть W =
n
∑

i=1

qi(0).

Определение 2. Состояние Q(t) называется устойчивым, если выполняется

Q(t) = Q(t+ 1).

Согласно правилам перераспределения ресурса, если Q(t) устойчиво, то для всех нату-

ральных i имеет место равенство Q(t) = Q(t+ i).

Определение 3. Состояние Q∗ = (q∗1, . . . , q
∗

n) называется асимптотически достижимым

из состояния Q(0), если для каждого i ∈ [1;n]Z и всякого ε > 0 существует tε такое, что

для всех t > tε имеет место неравенство |q∗ − qi(t)| < ε.

Определение 4. Состояние Q∗ называется предельным, если оно либо устойчиво и су-

ществует такой момент времени t, что Q∗ = Q(t), либо оно асимптотически достижимо из

состояния Q(0).

Определение 5. Ресурсную сеть будем называть эргодической, если она является сильно

связной.
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Определение 6. Эргодическую ресурсную сеть будем называть регулярной, если суще-

ствует по крайней мере два цикла, длины которых являются взаимно простыми числами.

Определим множества вершин Z+(t) и Z−(t) следующим образом. Будем говорить, что

для всех i ∈ [1;n]Z в момент времени t вершина xi ∈ Z−(t), если qi(t) 6
n

∑

j=1

rij; в против-

ном случае будем говорить, что xi ∈ Z+(t).
Другими словами, множество Z−(t) состоит из тех вершин xi ресурсной сети, которые

в момент времени t передают по выходящим дугам весь свой текущий ресурс, т. е. каждая

дуга, выходящая из вершины xi ∈ Z−(t) насыщается ресурсным потоком по второму пра-

вилу (вторая строка) в (1.2). Множество Z+(t) образуется теми вершинами, для которых

при полном насыщении своих выходящих дуг ресурсным потоком — работая по правилу 1

(первая строка) в (1.2) — передает не весь свой текущий ресурс.

Определение 7. Будем говорить, что вершина x переходит в зону Z−, если найдется

такой момент времени t′, что x ∈ Z−(t) ∀ t > t′.

Определение 8. Пороговым значением для ресурсной сети G будем называть такую ве-

личину T , для которой если W 6 T , то все вершины ресурсной сети G перейдут в зону Z−.

В противном случае для каждого момента времени t множество Z+(t) 6= ∅.

§ 2. Периодические динамические сети

Пусть G(X,E, r,D) — регулярная периодическая динамическая ресурсная сеть, то есть

такая сеть, для каждой дуги (xi, xj) которой в каждый момент времени t указана величина

rij(t) — пропускная способность дуги (xi, xj) в момент t и имеет место соотношение rij(t) =
= rij(t+D). При этом полагаем, что время является дискретным и пропускные способности

дуг сети G не обращаются в ноль. Рассмотрим вопрос о существовании и единственности

предельного состояния для таких сетей.

В работе [17] изучена задача нахождения порогового значения в таких сетях. Для этих

целей процесс перераспределения ресурсов в динамической ресурсной сети моделировался

при помощи вспомогательной ресурсной сети (временной развертки) большего размера, но

на которой пропускные способности дуг не зависят от времени (см. также [10, 11]). По-

казано, что, несмотря на регулярность исходной сети, вспомогательная сеть обязательно

является D-циклической, что существенно влияет на существование единственного пре-

дельного состояния в случае малого ресурса.

Отметим, что поскольку для каждой дуги динамической ресурсной сети указывается пе-

риодическая зависимоть пропускной способности от времени, значит, фактически для такой

сети задана периодическая последовательность матриц пропускных способностей R(t).
Для дальнейшего изложения введем в рассмотрение следующие обозначения:

— c(t) — вектор суммарных пропускных способностей вершин в момент времени t, то

есть ci(t) =
n
∑

j=1

rij(t);

— P (t) — стохастическая матрица, определяющая долевое распределение ресурса по

дугам сети (см. [13]) в момент времени t.

Для введенных величин основное правило функционирования ресурсной сети (1.1) для

динамических ресурсных сетей можно записать в виде

Q(t+ 1) = max{Q(t)− c(t),0}+min{Q(t), c(t)} · P (t). (2.1)
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В соотношении (2.1) минимум и максимум берутся поэлементно, то есть если для некото-

рых векторов x и y вектор z = max{x,y}, то это означает, что zi = max{xi, yi} для всех

i ∈ [1;n]Z . Таким образом, каждая вершина xi, i ∈ [1;n]Z , в момент t отдает не более ci(t)
ресурса, который распределяется пропорционально долям, определяемых матрицей P (t).

Далее для удобства правило функционирования (2.1) будем иногда записывать в сокра-

щенной форме:

Q(t+ 1) = At(Q(t)). (2.2)

Отметим, что каждой паре (c, P ) можно однозначно поставить в соответствие ориенти-

рованную сеть G(X,EP ), на которой пропускная способность каждой дуги (xi, xj) опреде-

ляется следующим правилом: rij = Pij · ci.

Лемма 1. Пусть P1 и P2 — регулярные стохастические матрицы одинакового порядка

и вектор c = (1, . . . , 1), и пусть G(X,E1) и G(X,E2) — графы, соответствующие парам

(c, P1) и (c, P2) соответственно. Тогда для того, чтобы матрица P1 · P2 была регулярной

стохастической матрицей, достаточно, чтобы E1 ⊆ E2 или E2 ⊆ E1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Не нарушая общности, полагаем E1 ⊆ E2 и E0 = E2 \ E1.

Также можно считать, что множества дуг E1 и E2 являются бинарными отношениями,

определенными на множестве вершин X .

Рассмотрим граф G(X,E3), соответствующий произведению матриц P1 ·P2. Множество

дуг этого графа можно получить как композицию отношений E1 ◦ E2 (см. [18]). Тогда

E1 ◦ E2 = E1 ◦ (E1 ∪ E0) = E2
1 ∪ (E1 ◦ E2).

Поскольку матрица P 2
1 является регулярной как степень регулярной матрицы (см. [19]),

следовательно, соответствующий ей граф G(X,E2
1) содержит по крайней мере два цикла,

длины которых взаимно простые (см. [20]). Отметим также, что граф G(X,E2
1) является ча-

стичным графом графа G(X,E3), а значит, и G(X,E3) содержит по крайней мере два цикла,

длины которых взаимно простые. А поскольку G(X,E3) соответствует матрице P1 · P2, сле-

довательно, последняя является регулярной. Лемма доказана. �

Следует отметить, что произведение регулярных матриц может и не быть регулярной

матрицей. Покажем эту ситуацию на следующем примере.

Пример 1. Рассмотрим следующие регулярные матрицы

A =









0,5 0,5 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0









, B =









0 1 0 0
0 0 1 0
0,5 0 0 0,5
0 0 1 0









.

На рис. 1 представлены графы GA и GB , соответствующие матрицам A и B.

Произведения рассматриваемых матриц имеют вид

A ·B =









0 0,5 0,5 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0,5 0 0 0,5









, B · A =









0 0 0 1
1 0 0 0

0,25 0,25 0,5 0
1 0 0 0









.

На рис. 2 представлены графы GA·B и GB·A, соответствующие матрицам A ·B и B · A.
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Рис. 1. Графы GA и GB

GA·B GB·A

1 2

34

1 2

34

Рис. 2. Графы GA·B и GB·A

Обе матрицы (и A ·B, и B · A) не являются регулярными, поскольку

1) соответствующие им графы не являются сильно связными;

2) в отдельных компонентах сильной связности только по одному простому циклу дли-

ны 2.

Для динамической сети рассмотрим ее временну́ю развертку (см. [10, 17]) — ориен-

тированный граф G′(X ′, E ′) такой, что для каждой вершины x ∈ X графа G ставится

в соответствие D вершин Ax = {x0, . . . , xD−1} на развертке G′, для каждой дуги e ∈ E

(положим для определенности e = (x, y)) исходного графа G ставится в соответствие D дуг

{e0, . . . , eD−1} на развертке G′ так, что ei = (xi, y(i+1) mod D) для всех i ∈ [0;D − 1]Z . Вес

дуги ei ∈ E ′ полагается равным весу дуги e ∈ E в момент времени i.

Замечание 1. На развертке G′ множество вершин разбивается на непересекающиеся

множества Vi = {xi
1, . . . , x

i
n}, которые мы будем называть i-м временны́м слоем.

Тогда при введении сплошной нумерации вершин матрица долевого распределения ре-

сурса для развертки G′ будет иметь следующий вид:

PG′ =















Θ P (0) Θ . . . Θ
Θ Θ P (1) . . . Θ
...

...
...

. . .
...

Θ Θ Θ . . . P (D − 2)
P (D − 1) Θ Θ . . . Θ















,

где Θ — квадратная матрица, состоящая из нулей. Отметим, что матрицу PG′ можно также

записать в виде PG′ = P ·Sn, где P = diag{P (0), P (1), . . . , P (D−1)} — блочно-диагональная

матрица, а S — матрица оператора циклического сдвига вправо.

Таким образом, как и в работе [17] процесс перераспределения ресурса между вершина-

ми динамической сети будем моделировать аналогичным процессом на развертке, при этом
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функционирование вспомогательной ресурсной сети описывается схожим с (2.1) и (2.2)

соотношением

Q′(t+ 1) = max{Q′(t)− C,0} · Sn +min{Q′(t), C} · PG′ , (2.3)

здесь C = (c(0), c(1), . . . , c(D − 1)). Начальное состояние для развертки задается следую-

щим образом: Q′(0) = (Q(0), Q(1), . . . , Q(D − 1)).
Единственным отличием от функционирования ресурсных сетей с постоянными про-

пускными способностями является наличие оператора SN , отвечающего за перенос «избы-

точного» ресурса в вершинах на следующий временной слой в те же самые вершины.

§ 3. Малые ресурсы и предельное состояние

Рассмотрим вопрос о существовании единственного предельного состояния в случае

малого ресурса, то есть когда W 6 T .

Построим D сетей с постоянными пропускными способностями следующим образом:

сеть Gi (i = 0, . . . , D − 1) определяется парой (c(i), B(i)), где B(i) = P (i) · P (i + 1) · . . . ·
· P (D − 1) · P (0) · . . . · P (i− 1).

Каждая из этих сетей является регулярной, поскольку по лемме 1 каждая матрица B(i),
определяющая долевое распределение потока в сети Gi, является регулярной. В регулярных

сетях при малых ресурсах существует единственное предельное распределение (см. [15]).

Лемма 2. Пусть Q∗

i — вектор предельного состояния при W = 1 в сети Gi, тогда:

Q∗

(i+1) mod D = Q∗

i · P (i). (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим для сети G(i+1) mod D в качестве начального состо-

яния вектор Q∗i(0) = Q∗

i · P (i). Тогда поскольку рассматривается случай малого ресурса,

значит,

Q∗i(1) = A (Q∗i(0)) = (Q∗

i · P (i)) · B((i+ 1) mod D). (3.2)

Пользуясь определением B(i), преобразуем (3.2) к следующему виду

Q∗i(1) = (Q∗

i · P (i)) · P ((i+ 1) mod D) · . . . · P (D − 1) · P (0) · . . . · P (i− 1) · P (i),

и после перегруппировки множителей получим, что

Q∗i(1) = Q∗

i ·B(i) · P (i).

Поскольку вектор Q∗

i является предельным состоянием для сети Gi, тогда Q∗

i ·B(i) = Q∗

i .

Таким образом, получили равенство

Q∗i(1) = Q∗

i · P (i) = Q∗i(0).

Последнее означает, что состояние Q∗i(0) = Q∗

i · P (i) является устойчивым, а значит, пре-

дельным для сети G(i+1) mod D. Таким образом, в силу единственности предельного состоя-

ния имеет место равенство (3.1). Лемма доказана. �

Теорема 1. Вектор Q′

∗1 =
(

Q∗

0, . . . , Q
∗

D−1

)

является предельным состоянием для ресурс-

ной сети G′ при W = 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, если рассмотреть вектор Q′(0) = Q′

∗1 в каче-

стве начального вектора для вспомогательной ресурсной сети G′, то следующее состояние

Q′(1) = A′(Q′(0)) = Q′

∗1 · PG′ , поскольку W = 1. Однако, по лемме 2

Q′

∗1 · PG′ =
(

Q∗

D−1 · P (D − 1), Q∗

0 · P (0), . . . , Q∗

D−2 · P (D − 2)
)

=

=
(

Q∗

0, . . . , Q
∗

D−1

)

= Q′

∗1 = Q′(0),

то есть состояние Q′

∗1 является устойчивым для сети G′, а значит, предельным. �

Замечание 2. В данной работе мы рассматриваем сильно регулярные динамические пе-

риодические ресурсные сети, то есть такие сети, для которых все матрицы B(i) являются

регулярными. Однако, для существования единственного предельного состояния на вспо-

могательной сети G′ при W = 1 достаточно и более слабого условия: «хотя бы одна из

матриц B(i) должна быть регулярной».

Теорема 2. В сети G′ при W 6 T существует единственное предельное состояние вида

Q′∗ =
(

W ·Q∗

0,W ·Q∗

1, . . . ,W ·Q∗

D−1

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим состояние сети G′ в момент t: Q′(t) = Q′∗ +∆(t).
Отметим, что сумма всех компонент каждого вектора ∆(t) равна нулю, поскольку суммар-

ная величина ресурса в сети не меняется с течением времени.

Рассмотрим процесс функционирования сети G′. Подставляя Q′(t) в (2.3), имеем

Q′∗ +∆(t+ 1) = max{Q′∗ +∆(t)− C,0} · Sn +min{Q′∗ +∆(t), C} · PG′ .

Группируя и вынося Q′∗ из минимума по правилу min(a + b, a + c) = a + min(b, c),
получим

Q′∗ +∆(t+ 1) = max{∆(t)− (C −Q∗),0} · Sn +Q′∗ +min{∆(t), C −Q∗} · PG′ .

Учитывая, что C > Q∗, обозначим разность C −Q∗ через C ′ и получим, что изменение

значений ∆(t) описывается соотношением (3.3), аналогичным (2.3), но с другими пропуск-

ными способностями вершин:

∆(t+ 1) = max{∆(t)− C ′,0} · Sn +min{∆(t), C ′} · PG′ . (3.3)

Докажем, что lim
t→∞

∆(t) = 0.

Представим вектор ∆(t) в виде суммы ∆(t) = ∆+(t) +∆−(t) — по положительной и от-

рицательной частям ∆(t). Таким образом, ∆+(t) > 0 и ∆−(t) 6 0. Тогда соотношение (3.3)

примет следующий вид:

∆(t+ 1) = max{∆+(t)− C ′,0} · Sn +min{∆+(t), C ′} · PG′ +∆−(t) · PG′ .

Отметим, что сумма компонент вектора ∆−(t) ·PG′ совпадает с суммой компонент ∆−(t)
и отрицательна. Сумму оставшихся положительных векторов обозначим через ∆̂+(n).

Нам осталось показать, что через некоторое конечное время τ найдется такая верши-

на x ∈ G′, что (∆−(t+ τ) · PG′)x 6= 0 и (∆̂+(t+ τ))x 6= 0.
Предположим, что это не так, что для любого промежутка времени для каждой верши-

ны x либо (∆−(t + τ) · PG′)x = 0, либо (∆̂+(t + τ))x = 0. Отсюда следует, что имеет место

следующее соотношение

∆−(t+ 1) = ∆−(t) · PG′ .
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Таким образом, изменение значений вектор-функции ∆−(t) описывается марковской це-

пью, которая определяется стохастической матрицей ресурсной сети G′. Такая ситуация

соответствует условиям теоремы 1 для единичного ресурса в сети G′. Это означает, что

существует предельное «состояние» ∆−

∗
= δ · (Q∗

0, . . . , Q
∗

D−1), где δ =
∑

x∈G′

∆−(0), при

этом вектор ∆−

∗
не имеет нулевых компонент. Следовательно, существует конечное чис-

ло θ (более того, можно показать, что для регулярных сетей θ 6 n) такое, что вектор

∆−(t+ θ) = ∆−(t) · (PG′)θ не содержит нулевых компонент. Получили противоречие.

Таким образом, через каждые n итераций найдется хотя бы одна такая вершина x ∈ G′,

что (∆−(t+ n) ·PG′)x 6= 0 и (∆̂+
x (t+ n))x 6= 0. Следовательно, сумма отрицательных компо-

нент вектор-функции ∆(t) уменьшается через каждые n итераций. Сумма положительных

компонент по абсолютному значению совпадает с суммой отрицательных. Таким образом,

общая сумма модулей компонент вектор-функции ∆ стремится к нулю. Последнее означает,

что lim
t→∞

∆(t) = 0. Теорема доказана. �

Таким образом, поскольку процесс перераспределения ресурсов в сети G′ моделиру-

ет аналогичный процесс в исходной динамической сети G (см. [17]), значит, последо-

вательность Q′∗ =
(

W ·Q∗

0,W ·Q∗

1, . . . ,W ·Q∗

D−1

)

образует набор предельных состояний

(см. [15]) в исходной сети G.

§ 4. Большие ресурсы и единственность предельного состояния

Теперь рассмотрим вопрос о существовании единственного предельного состояния

в случае большого ресурса, то есть когда W > T .

Теорема 3. Для любой регулярной периодической динамической ресурсной сети G, для

любого начального состояния при W > T существует предельное состояние.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим предельное состояние Q′∗ для вспомогательной

сети при W = T . Построим вспомогательную сеть G′′, соответствующую паре (C ′′, P ′′),
где C ′′ = C−Q′∗, а матрица P ′′ получена из марицы PG′ следующим образом: если C ′′

i = 0,
то P ′′

i = (PG′)i. В противном случае элементы i-той строки P ′′ определяется соотношением

P ′′

ij =

{

1, j = (i+ n) mod D,

0, j 6= (i+ n) mod D,

при этом величина C ′′

i полагается равной W − T .

Сеть G′′ получена из G′ удалением насыщенных ресурсным потоком дуг, а в случае, если

после такого удаления из какой-то вершины не осталось выходящих дуг, то достраивается

дуга, ведущая в вершину следующего слоя. Последняя дуга означает перенос «оставшего-

ся» ресурса в вершине исходной динамической ресурсной сети. Таким образом, сеть G′′

моделирует распределение «оставшегося» ресурса величины W −T , то есть величины пре-

вышения порогового значения.

Отметим, что сеть G′′ разбивается на полуэргодические компоненты связности, состо-

ящие из невозвратных вершин и изолированных (см. [20]) эргодических компонент, при

этом если изолированная компонента содержит хотя бы одну вершину множества Ax, то

она содержит все вершины этого множества. Величина ресурса невозвратных вершин со

временем станет раной нулю и весь оставшийся «нераспределенным» ресурс соберется

в изолированных эргодических компонентах. Таким образом, будем рассматривать ресурс-

ный поток только на изолированных эргодических компонентах.

Для каждой такой изолированной компоненты если
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1) она является простым циклом, то есть содержит вершины только одного множе-

ства Ax и только достроенные дуги, обеспечивающие перенос ресурса на следующий

временной слой, то предельное состояние в такой компоненте является единствен-

ным;

2) ее суммарный ресурс равен нулю, то ее предельное состояние является единственным

(нулевым);

3) она не является простым циклом и ее суммарный ресурс не равен нулю, то найдем

для нее пороговое значение (см. [17, 21]) и повторим действие, описанное для вспо-

могательной сети G′ (структура вспомогательной сети G′ такова, что повторяя такой

процесс для оставшегося ресурса в итоге будут оставаться только простые циклы,

проходящие по всем временным слоям).

Количество таких построений не превышает числа вершин исходной сети. Таким обра-

зом, предельное состояние ресурсной сети G′ может быть получено суммированием соот-

ветствующих компонент предельных состояний всех полученных в итоге вспомогательных

сетей. Теорема доказана. �

Подход, примененный в доказательстве, позволяет говорить о существовании предель-

ного состояния в случае W > T , но не позволяет определять его. Предельное состояние

в случае бо́льших ресурсов, так же как и для не динамических ресурсных сетей, зависит от

начального состояния. Для его определения необходимо знать, в каких пропорциях распре-

делится «остаток» ресурса по изолированным эргодическим компонентам.

§ 5. Заключение

В классической теории ресурсных сетей для динамического процесса перераспределе-

ния ресурса предполагается, что сами сети, на которых рассматриваются данные процессы,

являются статическими. В настоящей работе исследованы процессы перераспределения ре-

сурса в сильно регулярных периодических динамических ресурсных сетях, то есть в сетях

с изменяющимися пропускными способностями. Рассмотрена задача нахождения предель-

ного состояния ресурса в таких сетях для случаев малых и больших ресурсов.

В случае перераспределения малого ресурса доказана теорема о существовании един-

ственного предельного состояния для вспомогательной сети в случае перераспределения

малого ресурса. Показано, что процесс перераспределения ресурса во вспомогательной се-

ти моделирует аналогичный процесс в периодической динамической ресурсной сети. Раз-

работан метод нахождения предельного состояния периодической динамической ресурс-

ной сети.

В случае перераспределения большого ресурса показано, что для каждого начального

состояния периодической динамической ресурсной сети существует предельное состояние,

однако, такое предельное состояние не является единственным, а зависит от начального

состояния.
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This paper is devoted to studying the processes of resource allocation in dynamic resource networks. In

such networks, the capacities of the arcs depend on time. Resource allocation in the network occurs in

discrete time. The resource of each vertex is distributed only between adjacent vertices according to some

rules. The study of the processes of resource redistribution in such networks is carried out. The main

goal is to develop methods for finding the limit state (distribution) of a resource in a dynamic resource

network. It is shown that the approach based on the construction of an auxiliary network is also applicable

to reduce the problem of resource allocation in a dynamic network to a similar problem in an auxiliary

network. Theorems on the existence of a limit state on an auxiliary graph are proved for strongly regular

periodic dynamical networks. To find the limit states, one can use the approaches which are developed

for the shortest path problem in dynamic networks.
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