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В ограниченной по переменной z области, имеющей слабо горизонтальную неоднородность, иссле-

дуется задача определения сверточного ядра k(t, x), t > 0, x ∈ R, входящего в гиперболическое

интегро-дифференциальное уравнение второго порядка. Предполагается, что это ядро слабо зависит

от переменной x и разлагается в степенной ряд по степеням малого параметра ε. Построен метод

нахождения первых двух коэффициентов k0(t), k1(t) этого разложения по заданным первым двум

моментам по переменной x решения прямой задачи при z = 0.
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§ 1. Введение и постановка задачи

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение

utt = uzz + uxx +

∫ t

0

k(x, θ)u(x, z, t− θ) dθ, z ∈ (0, l), (x, t) ∈ Ω, (1.1)

с начальными

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, (1.2)

и граничными условиями

uz|z=0 = δ(x)δ′(t), uz|z=l = 0. (1.3)

Здесь Ω := {(x, t) : x ∈ R, t ∈ (0,∞)}, δ(·) и δ′(·) — дельта-функция Дирака и ее производ-

ная соответственно, l > 0 — фиксированное число.

Предметом данной работы является задача определения неизвестного ядра k(x, t) ин-

теграла, входящего в уравнение (1.1), если известно решение начально–краевой зада-

чи (1.1)–(1.3) (прямая задача) при z = 0:

u(x, 0, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ω. (1.4)

Задача (1.1)–(1.4) относится к числу многомерных обратных задач для гиперболиче-

ских уравнений. С современным состоянием теории многомерных обратных задач для

таких уравнений можно ознакомиться в работах [1–4] (см. также библиографию в этих

монографиях). К настоящему времени наиболее хорошо изученными являются одномер-

ные обратные задачи. Среди одномерных обратных задач восстановления ядер в интегро-

дифференциальных уравнениях, использующих как сосредоточенные, так и распределен-

ные данные, отметим работы [5–13]. В них получены локальные и глобальные теоремы

разрешимости задач. Численные решения подобных задач можно найти в [14–16].

https://doi.org/10.35634/vm220303


384 Задача определения памяти среды

Существует несколько подходов к решению многомерных обратных задач. В работe [26]

разработан метод по исследованию глобальной разрешимости многомерной обратной зада-

чи определения ядра свертки в интегро-дифференциальном уравнении гиперболического

типа. Разрешимость получена в классе функций, непрерывных по временной и аналити-

ческих по пространственной переменной. Разработанный подход основан на комбинации

известных методов исследования — шкал банаховых пространств аналитических функций

и норм с экспоненциальным весом. С другими методами определения многомерных ко-

эффициентов гиперболических уравнений второго порядка можно ознакомиться в [17, 18].

В работах [19–22] предложен новый метод, в которых рассматриваются обратные задачи

для дифференциальных уравнений, где решение прямой задачи является комплекснознач-

ной функцией, а для отыскания коэффициентов дифференциальных уравнений задается

в качестве информации только модуль решения прямой задачи на некоторых специальных

множествах, фаза решения считается неизвестной. В [20] дан обзор последних исследова-

ний, посвященных бесфазовым обратным задачам для некоторых дифференциальных урав-

нений.

Одним из подходов к решению многомерных обратных задач также является метод све-

дения задачи к серии одномерных задач. В работах [23, 24] исследовались задачи нахожде-

ния двумерных коэффициентов гиперболических уравнений в предположении, что искомые

коэффициенты от одной из переменных зависят слабо. При этом в искомую функцию вво-

дится малый параметр, и он разлагается в степенной ряд по произведению этого параметра

с переменной. Коэффициенты разложения (одномерные функции) определяются как реше-

ния последовательности одномерных задач. В работах [25–30] такая методика с некоторыми

модификациями была применена к обратным задачам нахождения двумерного сверточно-

го ядра интегрального члена некоторых модельных интегро–дифференциальных уравнений

и уравнения вязкоупругости. В этих работах пространственную область (где рассматрива-

ются основные уравнения) представляет полуплоскость z > 0, x ∈ R. Данная статья логи-

чески продолжает работы [23–30], и в отличии от них обратная задача для уравнения (1.1)

исследуется в ограниченной по z области.

Развивая методы решения обратных задач, использованные в вышеупомянутых работах,

мы в настоящей статье исследуем задачу восстановления ядра уравнения (1.3), когда задано

дополнительное условие (1.4), относительно решения прямой задачи (1.1)–(1.3). При этом

предполагается, что ядро k(x, t) слабо зависит от горизонтальной переменной x :

k(x, t) = k0(t) + εxk1(t) + . . . , (1.5)

где ε — малый параметр.

Основной результат данной работы состоит в том, что удалось построить метод последо-

вательного нахождения k0(t) и k1(t) с точностью до величины порядка O(ε2) для t ∈ [0, T ],
где T > 0 — любое фиксированное число. Для этого, как мы увидим далее (условие (4)

является избыточным), достаточно задать первых двух моментов функции f(x, t) по x для

t ∈ [0, T ]. Задача нахождения k0(t) сводится к решению системы нелинейных интегральных

уравнений вольтерровского типа, а k1(t) — линейных интегральных уравнений.

§ 2. Предварительные построения

Решение прямой задачи (1.1)–(1.3) будем искать в виде ряда по степеням ε, т. е.

u(x, z, t) = u0(x, z, t) + εu1(x, z, t) + . . . . (2.1)

Тогда, учитывая формулу (1.5), нетрудно заметить, что функция f(x, t) будет иметь такую

же структуру:

f(x, t) = f0(x, t) + εf1(x, t) + . . . . (2.2)
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Оказывается, что функции un(x, z, t) (а, следовательно, и fn(x, t)) — четные функции

по x при четных n и нечетные — при нечетных n. Этот факт можно заметить из ниже-

приведенных прямых задач: un с четным n (нечетным n) — решение задачи с четными

(нечетными) по x данными. Ясно, что функция f(x, t) не может быть задана как степенной

ряд относительно ε. Однако, используя тот факт, что f0(x, t) является четной, а f1(x, t) —

нечетной, мы можем найти f0(x, t) и f1(x, t) по известной функции f(x, t) с точностью

до O(ε2).

Используя разложение функции u по формуле (2.1), функции k по формуле (1.5)

и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε, находим, что обратная зада-

ча (1.1)–(1.4) распадается на следующие задачи последовательного определения k0, k1, . . . :

u0tt = ∆u0 +

∫ t

0

k0(θ)u0(x, z, t− θ) dθ, z ∈ (0, l), (x, t) ∈ Ω; (2.3)

u0|t=0 = 0, u0t|t=0 = 0; (2.4)

u0z|z=0 = δ(x)δ′(t), u0z|z=l = 0; (2.5)

u0|z=0 = f0(x, t), (x, t) ∈ Ω; (2.6)

untt = ∆un +

∫ t

0

n∑

j=0

xjkj(θ)un−j(x, z, t− θ) dθ, z ∈ (0, l), (x, t) ∈ Ω; (2.7)

un|t=0 = 0, unt|t=0 = 0; (2.8)

unz|z=0 = 0, unz|z=l = 0; (2.9)

un|z=0 = fn(x, t), (x, t) ∈ Ω, n = 1, 2, . . . . (2.10)

Далее, умножая обе части уравнений (2.3)–(2.10) на xm и интегрируя по x в пределах от

минус бесконечности до плюс бесконечности, получим

unmtt − unmzz = m(m− 1)un(m−2) +

+

∫ t

0

n∑

j=0

kj(θ)
[
u(n−j)(m+j)(z, t− θ)

]
dθ, t ∈ R, z ∈ (0, l).

(2.11)

В этом уравнении через unm обозначен m-й момент функции un :

unm(z, t) :=

∫ ∞

−∞

un(x, z, t)x
m dx.

При получении уравнения (2.11) использован тот факт, что при любом конечном t, каж-

дая функция un, n = 0, 1, 2, . . . , представляет собой сумму некоторой сингулярной обоб-

щенной функции конечного порядка и регулярной функции, причем носители функций un

ограничены. Очевидно, что все un,m удовлетворяют условиям

unm|t=0 = 0, unmt|t=0 = 0, unmz|z=0 = δn0δm0δ
′(t), unmz|z=l = 0, (2.12)

unm|z=0
=

∫ ∞

−∞

fn(x, t)x
m dx =: fnm(t), n = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, (2.13)

где δn0 — символ Кронекера, fnm(t) — заданные функции.

В следующих параграфах мы исследуем обратные задачи (2.11)–(2.13) при n = 0 и при

n = 1, в которых через f̃0(t), f̃1(t) обозначены f00(t) и f11(t) соответственно.
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§ 3. Задача определения функций k0, u00

Положим n = m = 0. Тогда (2.11)–(2.13) приводится к задаче определения функций k0
и u00 из следующих равенств:

u00tt − u00zz =

∫ t

0

k0(θ)u00(z, t− θ) dθ, z ∈ (0, l), t > 0, (3.1)

u00|t=0 = 0, u00t|t=0 = 0, u00z|z=0 = δ′(t), u00z|z=l = 0, (3.2)

u00|z=0 = f̃0(t). (3.3)

Отметим, что (3.1) и (3.2) — обобщенная начально-краевая задача (прямая задача) для

определения u00(z, t) при известной функции k0(t). В обратной задаче функция k0(t) пред-

полагается неизвестной, и для ее определения задается дополнительное условие (3.3).

Вначале изучим прямую задачу (3.1)–(3.2), имея в виду, в частности, получение необхо-

димых свойств функции f̃0(t) = u00(0, t). При этом k0(t) предполагается известной функ-

цией.

Рассмотрим задачу (3.1)–(3.2) в области D = D1 ∪D2 :

D1 = {(z, t) : 0 < z < l, 0 < t < z}, D2 = {(z, t) : 0 < z < l, z < t < 2l − z}.

Лемма 1. Пусть k0(t) ∈ C[0, ∞). Тогда в области D1

u00(z, t) ≡ 0, (3.4)

в области D2 удовлетворяет u00(z, t) интегральному уравнению

u00(z, t) = −δ(t− z)−

∫ t−z

0

∫ τ
2

0

∫ τ−2ξ

0

k0(θ)u00(ξ, τ − ξ − θ) dθ dξ dτ −

−

∫ t

t−z

∫ 2τ−t+z
2

τ−t+z

∫ 2τ−t+z−2ξ

0

k0(θ)u00(ξ, 2τ − t + z − ξ − θ) dθ dξ dτ.

(3.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В области D1 волновой оператор представляем в виде

∂2

∂t2
−

∂2

∂z2
=

(
∂

∂t
+

∂

∂z

)(
∂

∂t
−

∂

∂z

)

и интегрируем равенство (3.1) вдоль характеристики dz/dt = 1, от точки (z − t, 0) до точ-

ки (z, t); воспользовавшись данными (3.2), получим

(u00t − u00z)|z=l =

∫ t

0

∫ τ

0

k0(τ − θ)u00(τ − t+ l, θ) dθ dτ, t ∈ (0, l).

С учетом граничного условия при z = l, отсюда находим

u00(l, t) =

∫ t

0

∫ τ

0

∫ β

0

k0(τ1 − θ)u00(τ1 − τ + l, θ) dθ dτ1 dτ, t ∈ (0, l).

Произведя замену переменной τ1 на ξ по формуле τ1 − τ + l = ξ во втором интеграле,

перепишем последнее уравнение в виде

u00(l, t) =

∫ t

0

∫ l

l−τ

∫ ξ+τ−l

0

k0(ξ − l + τ − θ)u00(ξ, θ) dθ dξ dτ. (3.6)
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Возвращаемся в уравнение (3.1) и интегрируем его сначала по переменной ξ (на плос-

кости переменных (ξ, τ)) вдоль характеристики dz/dt = 1, от точки (z − t, 0) до точ-

ки (z, t), а потом по переменной τ вдоль характеристики dz/dt = −1, от точки (z, t) до точ-

ки (l, t+ z − l); используя формулу (3.6), находим уравнение для u(z, t) в области D1 :

u00(z, t) =

∫ z+t−l

0

∫ l

l−τ

∫ ξ+τ−l

0

k0(ξ − l + τ − θ)u00(ξ, θ) dθ dξ dτ +

+

∫ t

t+z−l

∫ −τ+z+l

x+t−2τ

∫ ξ+2τ−z−t

0

k0(ξ + 2τ − z − t− θ)u00(ξ, θ) dθ dξ dτ, (z, t) ∈ D1.

Это уравнение является однородным уравнением вольтерровского типа. Отсюда

u00(z, t) ≡ 0, (z, t) ∈ D1.

Рассмотрим область

D2 := {(z, t) : 0 < z < l, z < t < 2l − z}.

Интегрируя (3.1) вдоль соответствующей характеристики, находим

(
∂

∂t
+

∂

∂z

)
u00|z=0 = −

∫ t
2

0

∫ t−2ξ

0

k0(θ)u00(ξ, t− ξ − θ) dθ dξ, t ∈ (0, 2l).

В сочетании с граничным условием при z = 0 это равенство позволяет вычислить u(z, t)
при z = 0:

u00(0, t) = −δ(t)−

∫ t

0

∫ τ
2

0

∫ τ−2ξ

0

k0(θ)u00(ξ, τ − ξ − θ) dθ dξ dτ, t ∈ (0, 2l).

Используя последнее равенство, условия (3.2), интегрируем уравнение (3.1) последователь-

но по характеристикам dz/dt = −1 и dz/dt = 1. Тогда приходим к интегральному уравне-

нию (3.5). Лемма 1 доказана. �

Введем в рассмотрение новую функцию ũ(z, t), определив ее равенством ũ(z, t) =
= u00(z, t)+δ(t−z). Уравнение (3.5) относительно новой функции записывается следующим

образом:

ũ(z, t) =

∫ t−z

0

∫ τ
2

0

[
k0(τ − 2ξ)−

∫ τ−2ξ

0

k0(θ)ũ(ξ, τ − ξ − θ) dθ

]
dξ dτ +

+

∫ t

t−z

∫ 2τ−t+z
2

τ−t+z

[
k0(2τ − t+ z − 2ξ)−

∫ 2τ−t+z−2ξ

0

k0(θ)ũ(ξ, 2τ − t+ z − ξ − θ) dθ

]
dξ dτ.

(3.7)

Для разрешимости обратной задачи функция f0(t) должна иметь структуру f̃0(t) =

= −δ(t) +H(t)f̃(t), где H(t) — функция Хевисайда, f̃(t) — известная регулярная функция.

Перепишем дополнительное условие (3.3) относительно функции ũ(z, t) :

ũ(z, t)|z=0 = f̃(t), t > 0.

Полагая в уравнении (3.7) z = 0, получим

f̃(t) =

∫ t

0

∫ τ

0

k0(ξ) dξ dτ −

∫ t

0

∫ τ
2

0

∫ τ−2ξ

0

k0(θ)ũ(ξ,−ξ + τ − θ) dθ dξ dτ. (3.8)
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Cледовательно, f̃(+0) = 0. Дифференцируя по t уравнение (3.8), имеем

f̃ ′(t) =

∫ t

0

k0(ξ) dξ −

∫ t
2

0

∫ t−2ξ

0

k0(θ)ũ(ξ,−ξ + t− θ) dθ dξ. (3.9)

Отсюда следует, что f̃ ′(+0) = 0. Дифференцируя уравнение (3.9) ещe раз по t и разре-

шая полученное уравнение относительно k0(t), находим

k0(t) = 2f̃ ′′(t) + 2

∫ t
2

0

∫ t−2ξ

0

k0(θ)ũt(ξ,−ξ + t− θ) dθ dξ. (3.10)

Для получения уравнения относительно функции ũt продифференцируем уравнение (3.7)

по переменной t. При этом предварительно сделаем замену переменных сначала во внеш-

нем интеграле второго слагаемого τ на β по формуле t − τ = β, а потом во внутреннем

интеграле того же слагаемого ξ на η по формуле 2τ − t+ z − 2ξ = η. В итоге получим

ũt(z, t) =
z

2
k0(t− z) +

∫ t−z
2

0

k0(t− z − 2ξ) dξ −

−

∫ t−z
2

0

∫ t−z−2ξ

0

k0(θ)ũ(ξ, t− z − ξ − θ) dθ dξ −

−
1

2

∫ z

0

∫ t−z

0

k0(θ)ũ(z − τ, t− τ − θ) dθ dτ −

−
1

4

∫ z

0

∫ t−z

0

∫ ξ

0

k(θ)ũt

(
t− 2τ + z − ξ

2
,
t− 2τ + z + ξ

2
− θ

)
dθ dξ dτ.

(3.11)

Теорема 1. Пусть выполнены условия

f̃(t) ∈ C2(0, l), f̃(+0) = 0, f̃ ′(+0) = 0.

Тогда для любого фиксированного l > 0 существует единственное решение обратной за-

дачи (3.1)–(3.3) и k0(t) ∈ C(0, 2l).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что уравнения (3.7), (3.10), (3.11) составляют замкну-

тую систему нелинейных интегральных уравнений. Представим эту систему в виде опера-

торного уравнения

Ag = g, (3.12)

где g = {g1, g2, g3} = {ũ(z, t), ũt(z, t)−
1
2
k0(t− z)z, k0(t)} и

A1g = g01 +

∫ t−z

0

∫ τ
2

0

[
g3(τ − 2ξ)−

∫ τ−2ξ

0

g3(θ)g1(ξ, τ − ξ − θ) dθ

]
dξ dτ + (3.13)

+

∫ t

t−z

∫ 2τ−t+z
2

τ−t+z

[
g3(2τ − t+ z − 2ξ)−

∫ 2τ−t+z−2ξ

0

g3(θ)g1(ξ, 2τ − t+ z − ξ − θ) dθ

]
dξ dτ,

A2g = g02 +

∫ t−z
2

0

g3(t− z − 2ξ) dξ −

∫ t−z
2

0

∫ t−z−2ξ

0

g3(θ)g1(ξ, t− z − ξ − θ) dθ dξ −

−
1

2

∫ z

0

∫ t−z

0

g3(θ)g1(x− τ, t− τ − θ) dθ dτ − (3.14)

−
1

4

∫ z

0

∫ t−z

0

∫ ξ

0

g3(θ)

(
g2

(
t− 2τ + z − ξ

2
,
t− 2τ + z + ξ

2
− θ

)
+ g3(ξ − θ)ξ

)
dθ dξ dτ,

A3g = g03 +

∫ t
2

0

∫ t−2ξ

0

g3(θ)

[
g2(ξ,−ξ + t− θ) +

1

2
g3(−2ξ + t− θ)ξ

]
dθ dξ. (3.15)
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Пусть g0(z, t) = (g01, g02, g03), где g01 = 0, g02 = 0, g03 = 2f̃ ′′(t). Обозначим через Cσ

банахово пространство непрерывных функций, порожденных семейством весовых норм

||g||σ = max

{
sup

(z,t)∈D2

|gi(z, t)e
−σt|, i = 1, 2, sup

t∈[0,2l]

|g3(t)e
−σt|

}
, σ > 0.

Очевидно, что при σ = 0 это пространство является пространством непрерывных функций

с обычной нормой. Эту норму будем обозначать далее ‖g‖. В силу неравенства

e−σt‖g‖ 6 ‖g‖σ 6 ‖g‖,

нормы ‖g‖σ и ‖g‖ эквивалентны для любого фиксированного l ∈ (0,∞). Число σ будем

выбирать позже. Пусть Qσ(g0, ‖g0‖) := {g : ‖g − g0‖ 6 ‖g0‖} — шар радиуса ‖g0‖ с центром

в точке g0 некоторого весового пространства Cσ(σ > 0), в котором

‖g0‖ = max (‖g01‖, ‖g02‖, ‖g03‖).

Нетрудно заметить, что для Qσ(g0, ‖g0‖) имеет место оценка

‖g‖σ 6 ‖g0‖σ + ‖g0‖ 6 2‖g0‖.

Пусть g(z, t) ∈ Qσ(g0, ‖g0‖). Покажем, что при подходящем выборе σ > 0 оператор A
переводит шар в шар, т. е. A ∈ Qσ(g0, ‖g0‖). Напомним, что оператор называется сжимаю-

щим на множестве B(g0), если выполнены следующие два условия:

(1) если g ∈ B(g0), то Ag ∈ B(g0);

(2) если g1, g2 — произвольные элементы B(g0), то ||Ag1 − Ag2||T 6 ρ||g1 − g2||T , где

ρ < 1.

Проверим выполнение первого из этих условий. Из формул (3.13)–(3.15) следует, что для

(z, t) ∈ D2 имеют место оценки

‖A1g − g01‖ = sup
(x,t)∈D2

∣∣(A1g − g01)e
−σt

∣∣ =

= sup
(x,t)∈D2

∣∣∣∣
∫ t−x

0

∫ τ
2

0

g3(τ − 2ξ)e−σ(τ−2ξ)e−σ(t−τ+2ξ) dξ dτ −

−

∫ t−x

0

∫ τ
2

0

∫ τ−2ξ

0

g3(θ)e
−σθg1(ξ, τ − ξ − θ)e−σ(τ−θ)e−σ(ξ+t−τ) dθ dξ dτ +

+

∫ t

t−x

∫ 2τ−t+x
2

τ−t+x

g3(2τ − t+ x− 2ξ)e−σ(2τ−t+x−2ξ)e−σ(2t−2τ+ξ−x) dξ dτ −

−

t∫

t−x

2τ−t+x
2∫

τ−t+x

−2ξ+2τ−t+x∫

0

g3(θ)e
−σθg1(ξ,−ξ + 2τ − t + x− θ)e−σ(x+2τ−t−θ)e−σ(2t−2τ−x) dθ dξ dτ

∣∣∣∣6

6 3l
[
1 + 8l‖g0‖

]‖g0‖
σ

=:
‖g0‖

σ
α1,

‖A2g − g02‖ = sup
(x,t)∈D2

∣∣(A2g − g02)e
−σt

∣∣ 6
[
‖g0l(12 + l + l2) + 2

]‖g0‖
σ

:=
‖g0‖

σ
α2,

‖A3g − g03‖ = sup
t∈[0,2l]

∣∣(A3g − g03)e
−σt

∣∣ 6 4‖g0‖l(2 + l)
‖g0‖

σ
:=

‖g0‖

σ
α3.
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Выбирая

σ > α0 := max(α1, α2, α3), (3.16)

получим, что A переводит шар Qσ(g0, ‖g0‖) в шар Qσ(g0, ‖g0‖).

Теперь проверим выполнение второго условия. Пусть gk := (gk1 , g
k
2 , g

k
3) и gk ∈ B(g0),

k = 1, 2. Используя очевидные неравенства

|g1kg
1
s − g2kg

2
s |e

−σt 6 |g1k − g2k||g
1
s |e

−σt + |g2k||g
1
s − g2s |e

−σt,

получим

‖(Ag1 − Ag2)1‖σ = sup
(z,t)∈D2

∣∣(Ag1 −Ag2)1e
−σt

∣∣ 6 3

2
l
[
1 + 16l‖g0‖

]‖g1 − g2‖σ
σ

=: β1
‖g1 − g2‖σ

σ
,

‖(Ag1 − Ag2)2‖σ = sup
(x,t)∈D2

|(Ag1 −Ag2)2e
−σt| 6

6
[
‖g0‖l(12 + l + l2) + 1

]
||g1 − g2||σ

σ
=: β2

||g1 − g2||σ
σ

,

‖(Ag1 − Ag2)3‖σ = sup
t∈[0,2l]

∣∣(Ag1 − Ag2)3e
−σt

∣∣ 6 4‖g0‖l(2 + l)
‖g1 − g2‖σ

σ
=: β3

‖g1 − g2‖σ
σ

.

Следовательно, ‖Ag1 −Ag2‖ 6 ρ‖g1 − g2‖, где ρ < 1, если l > 0 удовлетворяет условию

max
i

βi 6 ρ < 1, i = 1, 2, 3. (3.17)

Пусть β0 := max(β1, β2, β3).

Как следует из проделанных оценок (3.16), (3.17), если число σ выбрано из условия

σ > max(α0, β0), то оператор A является сжимающим на Qσ(g0, ‖g0‖). Тогда, согласно прин-

ципу Банаха [26], уравнение (3.12) имеет решение, и притом единственное, в Qσ(g0, ‖g0‖)
при любом фиксированном l > 0. Теорема доказана. �

Сделаем следующее важное утверждение с точки зрения дальнейших исследований.

Лемма 2. Пусть f̃(t) ∈ C3(0, l), f̃(+0) = 0, f̃ ′(+0) = 0. Тогда для любого фиксирован-

ного l > 0 существует единственное решение обратной задачи (3.1)–(3.3), такое, что

k0(t) ∈ C1(0, 2l), ũ(z, t) ∈ C2 (D2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что в уравнениях (3.7), (3.10), (3.11) для определе-

ния неизвестных функций ũ, k0, ũt входит заданная функция f̃(t) ∈ C2(0, 2l). Предполагая,

что f̃(t) ∈ C3(0, 2l), мы можем из этих уравнений (дифференцированием) получить инте-

гральные уравнения для функций k0t, ũtt, ũtz, ũzz. Далее, рассматривая эти интегральные

уравнения в совокупности с (3.7), (3.10), (3.11) и применяя к этой системе метод, использо-

ванный в доказательстве теоремы 1, доказывается существование и единственность реше-

ния k0(t) ∈ C1(0, 2l), ũ(z, t) ∈ C2 (D2). �

Этим фактом мы воспользуемся в следующем параграфе.

§ 4. Задача определения функций k1, u11

В дальнейшем, функции k0 и u00 будем считать известными. Заметим, что неизвестная

функция k1(t) в уравнение (2.6) входит для n = m = 1. В целом, учитывая дополнительное
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условие (2.13) при n = 1 и прямую задачу (2.11) и (2.12) при n = m = 1, сформули-

руем основную задачу этого раздела как задачу определения пару функций u11(z, t), k1(t)
из следующих равенств:

u11tt − u11zz =

∫ t

0

{
k0(t− θ)u11(z, θ) + k1(t− θ)u02(z, θ)

}
dθ, z ∈ (0, l), t > 0 (4.1)

, u11|t=0 = 0, u11t|t=0 = 0, u11z|z=0 = 0, u11z|z=l = 0. (4.2)

u11

∣∣∣
z=0

= f̃1(t). (4.3)

Относительно решения этой задачи справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполнены условия леммы 2, кроме того, f̃1(t) ∈ CIV [0, 2l] и f̃1(0) =

= f̃ ′
1(0) = f̃ ′′

1 (0) = f̃ ′′′
1 (0) = 0. Тогда для любого фиксированного l > 0 обратная зада-

ча (4.1)–(4.3) имеет единственное решение k1(t) ∈ C [0, 2l] , u11(z, t) ∈ C2 (D2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В уравнение (4.1) входит функция u02, которая, как следует

из (2.11) и (2.12), при n = 0, m = 2 является решением следующей начально-краевой

задачи:

u02tt − v02zz = 2u00(z, t) + 2

∫ t

0

k0(t− θ)u02(z, θ) dθ, z ∈ (0, l), t > 0, (4.4)

u02|t=0 = 0, u02t|t=0 = 0, u02z|z=0 = 0, u02z|z=l = 0. (4.5)

Имеет место следующая лемма.

Лемма 3. Пусть k0(t) ∈ C[0, 2l). Тогда в области D1 :

u02(z, t) ≡ 0; (4.6)

в области D2 функция u02 удовлетворяет интегральному уравнению

u02(z, t) = t− 2z − 2

∫ t−z

0

∫ τ
2

0

[
ũ(ξ, τ − ξ) +

∫ τ−2ξ

0

k0(θ)u02(ξ, τ − ξ − θ) dθ

]
dξ dτ +

+ 2

∫ z

0

∫ ξ+t−z

2ξ+t−z

2

[
ũ(2ξ − z + t− η, η) +

∫ 2η−t+z−2ξ

0

k0(θ)u02(2ξ + t− z − η, η − θ) dθ

]
dη dξ.

(4.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В уравнение (4.4) входит функция u00, определяемая формулой

u00 = ũ(z, t)− δ(t− z), (4.8)

и носитель δ(t − z) не пересекается с характеристическим треугольником лежащим в D0,

данные Коши также равны нулю в этой области. Следовательно, в D0 u02(z, t) ≡ 0. В тре-

тьем параграфе было доказано,что ũ(z, t) ≡ 0 для всех (z, t) ∈ D1\D0. Таким образом,

в области D1\D0 уравнение превращается в однородное уравнение. Так как начальные

и граничные условия при z = l равны нулю, то u02 ≡ 0 в области D1\D0.

В области D2 воспользуемся следующим разложением волнового оператора:
∂2

∂t2
−

∂2

∂z2
=

=

(
∂

∂t
−

∂

∂z

)(
∂

∂t
+

∂

∂z

)
и введем обозначение

w(z, t) :=

(
∂

∂t
+

∂

∂z

)
u02(z, t). (4.9)



392 Задача определения памяти среды

Перепишем уравнение (4.4) с учетом (4.8) и (4.9):
(

∂

∂t
−

∂

∂z

)
w(z, t) = −2δ(t− z) + 2ũ(z, t) + 2

∫ t

0

k0(t− θ)u02(z, θ) dθ, z ∈ (0, l), t > 0.

(4.10)

Возьмем произвольную точку (z, t) ∈ D2 и проинтегрируем уравнение (4.10) по пере-

менной t вдоль характеристики dz/dt = −1:

w(z, t)− w(z + t, 0) = −2

∫ t

0

δ(2τ − t− z) dτ +

+ 2

∫ t

0

[
ũ(z + t− τ, τ) +

∫ 2τ−z−t

0

k0(θ)u02(z + t− τ, τ − θ) dθ

]
dτ.

С учетом начальных условий (4.5), w(z+t, 0) = 0, а
∫ t

0
δ(2τ−t−z)dτ = 1. Следовательно,

(
∂

∂t
+

∂

∂z

)
u02(z, t) = −1 + 2

∫ t

z+t
2

[
ũ(z + t− τ, τ) +

∫ 2τ−z−t

0

k0(θ)u02(z + t− τ, τ − θ) dθ

]
dτ.

Интегрируя полученное уравнение по переменной z, от точки (0, t − z) до точки (z, t)
вдоль характеристики dz/dt = 1, получим

u02(z, t) = u02(0, t− z)− z + 2

z∫

0

∫ ξ+t−z

2ξ−z+t

2

[
ũ(2ξ − z + t− η, η) +

+

∫ 2η−2ξ+z−t

0

k0(θ)u02(2ξ − z + t− η, η − θ) dθ

]
dη dξ.

(4.11)

Далее, для определения u02(0, t− z) проинтегрируем уравнение (4.10) по переменной z,
от точки (0, t + z) до точки (t + z, 0), вдоль характеристики dz/dt = −1; с учетом усло-

вий (4.5) имеем:

∂

∂t
u02(0, t+ z) = 1− 2

∫ z+t
2

0

[
ũ(ξ, z + t− ξ) +

∫ t−z−2ξ

0

k0(θ)u02(ξ, z + t− ξ − θ) dθ

]
dξ.

Переходя к пределу при z → 0 и интегрируя по t полученное уравнение, находим

u02(0, t) = t− 2

∫ t

0

∫ τ
2

0

[
ũ(ξ, τ − ξ) +

∫ τ−2ξ

0

k0(θ)u02(ξ, τ − ξ − θ) dθ

]
dξ dτ, t ∈ (0, 2l).

(4.12)

Подставляя (4.12) в (4.11), получим уравнение (4.7). Лемма 3 доказана. �

Следствие 1. Решение задачи (4.1), (4.2) удовлетворяет условию u11(z, t) = 0 для всех

(z, t) ∈ D1.

В силу u02(z, t) = 0 для (z, t) ∈ D1, уравнение (4.1) в области D1 превращается в одно-

родное уравнение. Тогда ясно, что такое уравнение с нулевыми начальными и граничными

данными (4.2) имеет только нулевое решение. Таким образом, основная задача (4.1)–(4.3)

в области D2 сводится к задаче нахождения функций u11(z, t), k1(t) из следующих уравне-

ний:

u11tt − u11zz =

∫ t−z

0

{
k0(θ)u11(z, t− θ) + k1(θ)u02(z, t− θ)

}
dθ, (z, t) ∈ D2, (4.13)

u11

∣∣∣
z=0

= f̃1(t), u11z|z=0 = 0, (4.14)

u11|t=z+0 = 0. (4.15)
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Лемма 4. Пусть f̃(t) ∈ C3(0, 2l) и f̃(+0) = f̃ ′(+0) = 0. Тогда u02(z, t) ∈ C3 (D2).

Для доказательства этой леммы заметим, что уравнение (4.7) в области D2 является

линейным интегральным уравнением второго рода вольтеровского типа относительно u02.

Согласно лемме 3 для f̃(t) ∈ C3(0, 2l) имеем включения k0(t) ∈ C1(0, 2l), ũ(z, t) ∈ C2 (D2).
В силу этого интегральное уравнение (4.7) в D2 имеет трижды непрерывно-дифференциру-

емый свободный член и непрерывно-дифференцируемое ядро. Тогда, как следует из теории

линейных дифференциальных уравнений, это уравнение имеет единственное решение та-

кое, что u02(z, t) ∈ C3 (D2). Лемма 4 доказана. �

Нетрудно заметить, что из (4.7) следует соотношение

u02(z, t) |t=z+0= −z. (4.16)

Обратимся теперь к задаче (4.13), (4.14) для определения функции u11(z, t). Используя

формулу Даламбера, получим

u11 =
1

2
[f̃1(t+ z) + f̃1(t− z)] +

+
1

2

∫ z

0

∫ t+z−ξ

t−z+ξ

∫ τ−ξ

0

{
k0(α)u11(ξ, τ − α) + k1(α)u02(ξ, τ − α)

}
dα dτ dξ.

(4.17)

Переходим в этом уравнении к пределу при t → z + 0, и учитывая условие (4.15)

и f̃1(0) = 0, находим

f̃1(2z) = −

∫ z

0

∫ 2z−ξ

ξ

∫ τ−ξ

0

{
k0(θ)u11(ξ, τ − θ) + k1(θ)u02(ξ, τ − θ)

}
dθ dτ dξ.

Введем обозначение t = 2z и продифференцируем последнее уравнение по t :

f̃ ′
1(t) = −

∫ t
2

0

∫ t−2ξ

0

{
k0(θ)u11(ξ, t− ξ − θ) + k1(θ)u02(ξ, t− ξ − θ)

}
dθdξ. (4.18)

Отсюда следует, что

f̃ ′
1(+0) = 0.

Продифференцировав eще (4.18) по t, с учетом условий (4.15), (4.16) получим

f̃ ′′
1 (t) =

∫ t
2

0

ξk1(t− 2ξ) dξ −

∫ t
2

0

∫ t−2ξ

0

{
k0(θ)u11t(ξ, t− ξ − θ) + k1(θ)u02t(ξ, t− ξ − θ)

}
dθ dξ.

Сделаем замену переменных по формуле α = t−2ξ в первом интеграле этого уравнения

и продифференцируем его eще раз по t :

f ′′′
1 (t) =

1

4

∫ t

0

k1(α) dα−

∫ t
2

0

{
k0(t− 2ξ)u11t(ξ, ξ) + k1(t− 2ξ)u02t(ξ, ξ)

}
dξ −

−

∫ t
2

0

∫ t−2ξ

0

{
k0(θ)u11tt(ξ, t− ξ − θ) + k1(θ)u02tt(ξ, t− ξ − θ)

}
dθ dξ.

Дифференцируя последнее равенство по t и решая его относительно k1(t), находим

искомое уравнение:
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k1(t) = 4f̃
(IV )
1 (t) + 4

∫ t
2

0

k′
0(t− 2ξ)u11t(ξ, ξ)dξ + 4

∫ t
2

0

∫ t−ξ

ξ

k′
0(t− ξ − θ)u11tt(ξ, θ) dθ dξ +

+ 4

∫ t
2

0

∫ t−2ξ

0

k1(θ)u02ttt(ξ, t− ξ − θ) dθ dξ. (4.19)

В промежуточных вычислениях было использовано равенство (4.16), а также соотношения

ũ|t=z = 0, ũt|t=z = 0, u02t|t=z = 1, u02tt|t=z = 0, вытекающие из уравнений (3.7) и (4.7).

Для получения уравнения относительно функций u11t(z, t) и u11tt(z, t), продифференци-

руем уравнение (4.17) два раз по t :

u11t =
1

2
[f̃ ′

1(t + z) + f̃ ′
1(t− z)] +

+
1

2

∫ z

0

[∫ t+z−2ξ

0

{
k0(θ)u11(ξ, t+ z − ξ − θ) + k1(θ)u02(ξ, t+ z − ξ − θ)

}
dθ −

−

∫ t−z

0

{
k0(θ)u11(ξ, t− z + ξ − θ) + k1(θ)u02(ξ, t− z + ξ − θ)

}
dθ

]
dξ, (4.20)

u11tt =
1

2
[f̃ ′′

1 (t + z) + f̃ ′′
1 (t− z)] +

1

2

∫ z

0

[
k1(t+ z − 2ξ)ξ +

+

∫ t+z−2ξ

0

{
k0(α)u11t(ξ, t+ z − ξ − θ) + k1(θ)u02t(ξ, t+ z − ξ − θ)

}
dθ + k1(t− z)ξ −

−

∫ t−z

0

{
k0(θ)u11t(ξ, t− z + ξ − θ) + k1(θ)u02t(ξ, t− z + ξ − θ)

}
dθ

]
dξ. (4.21)

Система уравнений (4.17), (4.19)–(4.21) образует в области D2 замкнутую систему ли-

нейных интегральных уравнений относительно неизвестных u11, k1(t), u11t, u11tt. Согласно

лемме 3 эта система обладает непрерывным свободным членом и ядром.

Запишем (4.17), (4.19)–(4.21) в виде операторного уравнения

ϕ = Fϕ, (4.22)

где ϕ = [ϕ1(z, t), ϕ2(z, t), ϕ3(z, t), ϕ4(t)] = [u11(z, t), u11t(z, t), u11tt(z, t), k1(t)] — вектор-

ная функция с компонентами ϕi, i = 1, 4, а оператор F определен на множестве функ-

ций ϕ ∈ C[D2] и в соответствии с равенствами (4.17), (4.19)–(4.21) имеет вид F =
= (F1, F2, F3, F4) :

F1ϕ = ϕ01 +
1

2

∫ z

0

∫ t+z−ξ

t−z+ξ

∫ τ−ξ

0

{
k0(θ)ϕ1(ξ, τ − θ) + ϕ4(θ)u02(ξ, τ − θ)

}
dθ dτ dξ, (4.23)

F2ϕ = ϕ02 +
1

2

∫ z

0

[∫ t+z−2ξ

0

{
k0(θ)ϕ1(ξ, t+ z − ξ − θ) + ϕ4(θ)u02(ξ, t+ z − ξ − θ)

}
dθ −

−

∫ t−z

0

{
k0(θ)ϕ1(ξ, t− z + ξ − θ) + ϕ4(θ)u02(ξ, t− z + ξ − θ)

}
dθ

]
dξ, (4.24)
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F3ϕ = ϕ03 +
1

2

∫ z

0

[
ϕ4(t+ z − 2ξ)ξ +

+

t+z−2ξ∫

0

{
k0(θ)ϕ2(ξ, t+ z − ξ − θ) + ϕ4(θ)u02t(ξ, t+ z − ξ − θ)

}
dθ −

−

∫ t−z

0

{
k0(θ)ϕ2(ξ, t− z + ξ − θ) + ϕ4(θ)u02t(ξ, t− z + ξ − θ)

}
dθ

]
dξ,

(4.25)

F4ϕ = ϕ04 + 4

∫ t
2

0

k′
0(t− 2ξ)ϕ2(ξ, ξ)dξ +

+ 4

∫ t
2

0

∫ t−ξ

ξ

k′
0(t− ξ − θ)

[
ϕ3(ξ, θ) +

ξ2

4
ϕ4(θ − ξ)

]
dθ dξ +

+ 4

∫ t
2

0

∫ t−2ξ

0

ϕ4(θ)u02ttt(ξ, t− ξ − θ) dθ dξ.

(4.26)

где введено обозначение:

ϕ0(x, t) = (ϕ01, ϕ02, ϕ03, ϕ04) :=[
1

2

[
f̃1(t+ z) + f̃1(t− z)

]
,
1

2

[
f̃ ′
1(t + z) + f̃ ′

1(t− z)
]
,
1

2

[
f̃ ′′
1 (t+ z) + f̃ ′′

1 (t− z)
]
, 4f

(IV )
1 (t)

]
.

Докажем, что некоторая степень n (n ∈ N) линейного отображения Fϕ является сжати-

ем. Пусть

‖ϕ‖ = max

{
max

(z,t)∈D2

|ϕj(z, t)|, j = 1, 3, max
t∈[0,2l]

|ϕ4(t)|

}
.

Предположим, что ϕ1, ϕ2 — непрерывные вектор-функции в D2, которые удовлетворяют

линейной системе интегральных уравнений (4.23)–(4.26). Положим

△(z, t) = {(ξ, τ) : 0 6 ξ 6 z, t− z + ξ 6 τ 6 t+ z − ξ}, Λ(z, t, ξ) = {τ : (ξ, τ) ∈ △(z, t)}.

Тогда для всех (z, t) ∈ D2 имеем следующие оценки:

|F1ϕ
(1) − F1ϕ

(2)|(z, t) 6 γ1

∫ z

0

max

{
max

(z,t)∈Λ(z,t,ξ)
|ϕ

(1)
1 − ϕ

(2)
1 |(ξ, τ), |ϕ

(1)
4 − ϕ

(2)
4 |(2ξ)

}
dξ 6

6 γ1

∫ z

0

max

{
max

(ξ,τ)∈D2

|ϕ
(1)
1 − ϕ

(2)
1 |(ξ, τ),max

ξ∈[0,l]
|ϕ

(1)
4 − ϕ

(2)
4 |(2ξ)

}
dξ 6 γ1z‖ϕ

(1) − ϕ(2)‖,

|F2ϕ
(1) − F2ϕ

(2)|(z, t) 6

6 γ2

∫ z

0

max

{
max

(ξ,τ)∈D2

|ϕ
(1)
1 − ϕ

(2)
1 |(τ, ξ),max

ξ∈[0,l]
|ϕ

(1)
4 − ϕ

(2)
4 |(2ξ)

}
dξ 6 γ2z‖ϕ

(1) − ϕ(2)‖,

|F3ϕ
(1) − F3ϕ

(2)|(z, t) 6

6 γ3

∫ z

0

max

{
max

(ξ,τ)∈D2

|ϕ
(1)
i − ϕ

(2)
i |(τ, ξ), i = 1, 2, max

ξ∈[0,l]
|ϕ

(1)
4 − ϕ

(2)
4 |(2ξ)

}
dξ 6

6 γ3z‖ϕ
(1) − ϕ(2)‖, |F4ϕ

(1) − F4ϕ
(2)|(2z) 6

6 γ4

∫ z

0

max

{
max
(ξ∈[0,l]

|ϕ
(1)
i − ϕ

(2)
i |(2l − ξ, ξ), i = 2, 3, max

ξ∈[0,l]
|ϕ

(1)
4 − ϕ

(2)
4 |(2ξ)

}
dξ 6

6 γ4z‖ϕ
(1) − ϕ(2)‖,
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где γj = γj(l, λ1, λ2) — положительные постоянные, j = 1, 2, 3, 4,

λ1 = ‖k0(t)‖C1[0,2l], λ2 = max{‖u02(z, t)‖C(D2), ‖u02t(z, t)‖C(D2), ‖u02ttt(z, t)‖C(D2)}.

Полагая M = max{γ1, γ2, γ3, γ4} получаем, что

max
16j64

|Fjϕ
(1) − Fjϕ

(2)|(t, z) 6 Mz‖ϕ(1) − ϕ(2)‖.

Далее,

|F 2
1ϕ

(1) − F 2
1ϕ

(2)|(z, t) 6

6 γ1

∫ z

0

max

{
max
(z,t)∈∆

|F1ϕ
(1)
1 − F1ϕ

(2)
1 |(ξ, τ), |F1ϕ

(1)
4 − F1ϕ

(2)
4 |(2ξ)

}
dξ 6

6 γ1M

∫ z

0

ξ‖ϕ(1) − ϕ(2)‖ dξ 6 γ1M
z2

2!
‖ϕ(1) − ϕ(2)‖,

|F 2
2ϕ

(1) − F 2
2ϕ

(2)|(z, t) 6

6 γ2

∫ z

0

max

{
max
(z,t)∈∆

|F2ϕ
(1)
2 − F2ϕ

(2)
2 |(ξ, τ), |F2ϕ

(1)
4 − F2ϕ

(2)
4 |(2ξ)

}
dξ 6

6 γ2M

∫ z

0

ξ‖ϕ(1) − ϕ(2)‖ dξ 6 γ2M
z2

2!
‖ϕ(1) − ϕ(2)‖,

|F 2
3ϕ

(1) − F 2
3ϕ

(2)|(z, t) 6

6 γ3

∫ z

0

max

{
max
(z,t)∈∆

|F3ϕ
(1)
i − F3ϕ

(2)
i |(ξ, τ), i = 1, 2, |F3ϕ

(1)
4 − F3ϕ

(2)
4 |(2ξ)

}
dξ 6

6 γ3M

∫ z

0

ξ‖ϕ(1) − ϕ(2)‖dξ 6 γ3M
z2

2!
‖ϕ(1) − ϕ(2)‖,

|F 2
4ϕ

(1) − F 2
4ϕ

(2)|(2z) 6

6 γ4

∫ z

0

max

{
max

(τ∈[ξ,2z−ξ]
|F4ϕ

(1)
i − F4ϕ

(2)
i |(2l − ξ, ξ), i = 2, 3, |F4ϕ

(1)
4 − F4ϕ

(2)
4 |(2ξ)

}
dξ 6

6 γ4M
z2

2!
‖ϕ(1) − ϕ(2)‖.

Отсюда

max
16j64

|F 2
j ϕ

(1) − F 2
j ϕ

(2)|(z, t) 6 M2 z
2

2!
‖ϕ(1) − ϕ(2)‖, (z, t) ∈ D2.

Далее, продолжая вычисления аналогичным образом для некоторой степени n линейного

отображения Fϕ, получим

max
16j64

|F n
j ϕ

(1) − F n
j ϕ

(2)|(z, t) 6 Mn z
n

n!
‖ϕ(1) − ϕ(2)‖, (z, t) ∈ D2,

|F nϕ(1) − F nϕ(2)|(z, t) 6 Mn l
n

n!
‖ϕ(1) − ϕ(2)‖.

Так как l — конечное фиксированное число, то число n можно выбрать настолько боль-

шим, что

Mn l
n

n!
< 1.
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Таким образом, отображение F n является сжимающим. Тогда, согласно обобщению

принципа сжимающих отображений, уравнение (4.22) имеет единственное решение, при-

надлежащее C(D2). Данное решение может быть найдено методом последовательных при-

ближений. Лемма 4 доказана. �
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The problem of determining the convolutional kernel k(t, x), t > 0, x ∈ R, included in a hyperbolic

integro-differential equation of the second order, is investigated in a domain bounded by a variable z and

having weakly horizontal heterogeneity. It is assumed that this kernel weakly depends on the variable x

and decomposes into a power series by degrees of a small parameter ε. A method for finding the first

two coefficients k0(t), k1(t) of this expansion is constructed according to the given first two moments in

the variable x of the solution of the direct problem at z = 0.

REFERENCES

1. Romanov V. G. Ustoichivost’ v obratnykh zadachakh (Stability in inverse problems), Moscow: Na-

uchnyi Mir, 2005.

2. Romanov V. G. Obratnye zadachi matematicheskoi fiziki (Inverse problems of mathematical physics),

Moscow: Nauka, 1984.

3. Kabanikhin S. V. Obratnye i nekorrektnye zadachi (Inverse and incorrect problems), Novosibirsk:

Sibirskoe Nauchnoe Izdatel’stvo, 2009.

4. Durdiev D. K. Obratnye zadachi dlya sred s posledeistviyami (Inverse problems for environments

with aftereffects), Tashkent: Turon-Iqbol, 2014.

5. Totieva Zh. D. One-dimensional inverse coefficient problems of anisotropic viscoelasticity, Sibirskie
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