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О КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ КЛАССА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
ДРОБНОГО ПОРЯДКА ТИПА ЛАНЖЕВЕНА В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В настоящей статье рассматривается краевая задача для дифференциальных уравнений типа Лан-

жевена с дробной производной Капуто в банаховом пространстве. Предполагается, что нелинейная

часть уравнения представляет из себя отображение, подчиняющееся условиям типа Каратеодори.

Уравнения такого типа обобщают уравнения движения в различного рода средах, например вяз-

коупругих, или в средах, где сила сопротивления выражается с помощью дробной производной.

Для разрешения поставленной задачи будет использоваться теория дробного математического ана-

лиза, свойства функции Миттаг–Леффлера, а также теория мер некомпактности и уплотняющих

операторов. Идея решения состоит в следующем: исходная задача сводится к задаче о существова-

нии неподвижных точек соответствующего разрешающего интегрального оператора в пространстве

непрерывных функций. Для доказательства существования неподвижных точек разрешающего опе-

ратора используется теорема типа Б. Н. Садовского о неподвижной точке. Для этого мы показываем,

что разрешающий интегральный оператор является уплотняющим относительно векторной меры

некомпактности в пространстве непрерывных функций и преобразует замкнутый шар в этом про-

странстве в себя.
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Введение

В течение последних десятилетий теория дробного интегро–дифференцирования ста-

ла одним из наиболее популярных и важных направлений математической науки. Инте-

рес к этой тематике усилился не случайно, многочисленные современные проблемы науки

и техники находят достаточно адекватное описание в терминах дифференциальных урав-

нений и включений с дробными производными. Многие физические, экономические, био-

логические и инженерные задачи, в первую очередь связанные с протеканиями процессов

в динамических системах, приводят к необходимости исследований краевых задач для диф-

ференциальных уравнений и включений дробного порядка (см. монографии [7, 12, 17, 20],

статью [13]). В последние годы исследование целого комплекса задач, связанных с уравне-

ниями и включениями дробного порядка, очень интенсивно ведется в России и за рубежом

(см. статьи [1–3, 5, 10, 11, 16]).

Большой интерес представляют дифференциальные уравнения дробного порядка типа

Ланжевена (см., например, статьи [4, 14, 18, 19, 21] и ссылки в них). Уравнения такого типа

обобщают уравнения движения в различного рода средах, например вязкоупругих или в

средах, где сила сопротивления выражается с помощью дробной производной. Еще одним

известным частным случаем уравнения Ланжевена является формальная запись второго

закона Ньютона. Опишем кратко некоторые уже полученные результаты в этом направ-

лении исследований. В работе [18] авторы, с помощью теоремы Красносельского–Крейна
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о неподвижной точке, доказывают существование решений краевой задачи для уравнения

Ланжевена следующего вида:

CD
β
0 (

CDα
0 + λ)u(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0, 1],

u(0) = 0, u(1) = 0, CDα
0 u(0) +

CDα
0 u(1) = µ

∫ η

0

u(s) ds,

где CDα
0 и CD

β
0 — дробные производные Капуто порядков α ∈ (0, 1), β ∈ (1, 2), числа

λ, µ ∈ R, η ∈ (0, 1), функция f : [0, T ]× R → R — непрерывная и дифференцируемая.

В статье [19] авторы также на основе теоремы Красносельского–Крейна о неподвижной

точке разрешили следующую краевую задачу

CD
β
0 (

CDα
0 + λ)u(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0, 1],

u(0) = 0 = u(1), CDα
0 u(0) = 0,

m
∑

i=1

aiu(ζi) = µ

∫ η

0

(η − s)γ−1

Γ(γ)
u(s) ds,

для случая дробных порядков α ∈ (0, 1), β ∈ (1, 2), чисел λ, µ, γ ∈ R, 0 < η <

< ζ1 < . . . < ζm < 1, ai ∈ R, i = 1, . . . , m, и непрерывно дифференцируемой функции

f : [0, T ]× R → R.

В работе [14] на основе теории степени Лере–Шаудера исследовалась разрешимость

краевой задачи для дифференциального уравнения Ланжевена смешанного типа:

RLD
q
0(

CDr
0u(t)) = f(t, u(t)), t ∈ [0, T ], r ∈ (0, 1),

u′(ξ) = λCDν
0u(η), u(T ) = µIpu(ζ), ξ, η, ζ ∈ (0, T ),

здесь RLD
q
0 — дробная производная Римана–Лиувилля порядка q ∈ (0, 1), числа λ, µ ∈ R,

r ∈ (0, 1), 0 < ν < q + r, Ip — дробный интеграл порядка p > 0 и f : [0, T ] × R → R —

нелинейное отображение.

В настоящей статье исследуется разрешимость в сепарабельном банаховом простран-

стве E краевой задачи для дифференциальных уравнений дробного порядка типа Ланжеве-

на следующего вида

CD
β
0 (

CDα
0 − λ)x(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, T ], (0.1)

x(0) = x(T ), x′(0) = x′(T ), x(a) = ξ, (0.2)

где CDα
0 и CD

β
0 — дробные производные Капуто порядков α ∈ (1, 2], β ∈ [0, 1], число λ > 0,

f : [0, T ] × E → E — нелинейное отображение типа Каратеодори. Число a ∈ (0, T ) фик-

сировано, также как и элемент ξ ∈ E. Отметим, что в отличие от вышеизложенных типов

уравнений, в данном случае порядок внешней дробной производной меньше порядка внут-

ренней. Такое различие является существенным, как для самих разновидностей уравнений,

так и для решения краевых задач для них. Налагаемые краевые условия являются вполне

естественными для приложений, так как первые два являются периодическими, а третье

фактически означает, что в фиксированный момент времени a функция должна принимать

наперед заданное значение ξ. Для разрешения поставленной задачи будет использоваться

теория дробного математического анализа, свойства функции Миттаг–Леффлера, а также

теория мер некомпактности и уплотняющих операторов. Идея решения состоит в следую-

щем: исходная задача сводится к задаче о существовании неподвижных точек соответству-

ющего разрешающего интегрального оператора в пространстве непрерывных функций. Для

доказательства существования неподвижных точек разрешающего оператора будет исполь-

зоваться теорема типа Б. Н. Садовского о неподвижной точке. Для этого мы показываем,
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что разрешающий интегральный оператор является уплотняющим относительно векторной

меры некомпактности в пространстве непрерывных функций и преобразует замкнутый шар

в этом пространстве в себя.

§ 1. Предварительные сведения

1.1. Дробный анализВначале введем необходимые понятия и обозначения из дробного

математического анализа (более подробные сведения можно найти в монографиях [12,17]).

Пусть E — вещественное банахово пространство.

Определение 1. Дробным интегралом порядка α > 0 функции g : [0, T ] → E называется

функция Iα0 g следующего вида:

Iα0 g(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s) ds,

где Γ — гамма-функция Эйлера

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−x dx.

Отметим, что для гамма-функции Эйлера имеет место свойство (см., например, [17]):

1

Γ(α)
= 0 для α = 0,−1,−2, . . . .

Определение 2. Дробной производной Римана–Лиувилля порядка α > 0 непрерывной

функции g : [0, T ] → E называется функция RLDα
0 g следующего вида:

RLDα
0 g(t) =

1

Γ(n− α)

(

d

dt

)n ∫ t

0

(t− s)n−α−1g(s) ds, n = [α] + 1.

Определение 3. Дробной производной Капуто порядка α > 0 функции g ∈ Cn([0, T ];E)
называется функция CDα

0 g следующего вида:

CDα
0 g(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− s)n−α−1g(n)(s) ds, n = [α] + 1.

Дробная производная Капуто порядка α > 0 для непрерывной функции g : [0, T ] → E

связана с дробной производной Римана–Лиувилля того же порядка α > 0 следующим соот-

ношением:

(

CDα
0 g
)

(t) =

(

RLDα
0

(

g(s)−

n−1
∑

k=0

g(k)(0)

k!
sk

))

(t).

Большим преимуществом дробной производной Капуто, по сравнению с дробной про-

изводной Римана–Лиувилля, является сохранение основных свойств производной целого

порядка, например равенство нулю производной от константы.

Лемма 1 (см. [12, лемма 2.22]). Пусть g ∈ Cn([0, T ];E) и α > 0, тогда

(

Iα0
CDα

0 g
)

(t) = g(t)−
n−1
∑

k=0

g(k)(0)

k!
tk, n = [α] + 1.
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Определение 4. Функция вида

Eα,γ(z) =

∞
∑

n=0

zn

Γ(αn+ γ)
, α > 0, γ ∈ C, z ∈ C,

называется функцией Миттаг–Леффлера.

Функция Миттаг–Леффлера имеет большое значение в дробном исчислении. Например,

рассмотрим задачу Коши для скалярного дифференциального уравнения дробного порядка

CDα
0 x(t) = λx(t) + f(t), t ∈ [0, T ], (1.1)

x(0) = c1, x′(0) = c2, (1.2)

где α ∈ (1, 2), λ ∈ R, f : [0, T ] → R — непрерывная функция. Решением данной задачи яв-

ляется непрерывная функция x : [0, T ] → R, удовлетворяющая условиям (1.2), для которой

дробная производная Капуто CDα
0 x также непрерывна и удовлетворяет уравнению (1.1). Из-

вестно (см. [12, пример 4.9]), что единственным решением данной задачи является функция

x(t) = Eα,1(λt
α)c1 + tEα,2(λt

α)c2 +

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)f(s) ds.

В дальнейшем нам понадобятся следующие соотношения и утверждение (см. [6]):

Eα,γ(z) =
1

Γ(γ)
+ zEα,γ+α(z), (1.3)

( d

dt

)n

(tγ−1Eα,γ(λt
α)) = tγ−n−1Eα,γ−n(λt

α), (1.4)
∫ z

0

tγ−1Eα,γ(λt
α) dt = zγEα,γ+1(λz

α). (1.5)

Лемма 2 (см. [9]). Для функции g ∈ L∞([0, T ];E) и α > 1, γ ∈ R имеет место равенство

(

∫ t

0

(t− s)γ−1Eα,γ(λ(t− s)α)g(s) ds
)′

t
=

∫ t

0

(t− s)γ−2Eα,γ−1(λ(t− s)α)g(s) ds.

1.2. Меры некомпактности и уплотняющие отображенияПусть E — банахово простран-

ство и Pb(E) = {A ⊆ E : A 6= ∅ и ограничено}.

Определение 5 (см., например, [8]). Пусть (A,>) — частично-упорядоченное множество.

Функция β : Pb(E) → A называется мерой некомпактности (мнк) в E , если для каждого

Ω ∈ Pb(E) выполняется:

β(coΩ) = β(Ω),

где coΩ обозначает замыкание выпуклой оболочки Ω.

Мера некомпактности β называется:

(а) монотонной, если для любых Ω0,Ω1 ∈ Pb(E) из Ω0 ⊆ Ω1 следует, что β(Ω0) 6 β(Ω1);

(b) несингулярной, если для любого a ∈ E и любого Ω ∈ Pb(E) выполнено

β({a} ∪ Ω) = β(Ω);
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(c) инвариантный относительно объединения с компактными множествами, если

β(Ω ∪K) = β(Ω)

для любого Ω ∈ Pb(E), K относительно компактного в E ;

(d) вещественной, если A — множество вещественных чисел R с естественным упорядо-

чением.

Если A — конус в банаховом пространстве, то β называется:

(e) алгебраически полуаддитивной, если β(Ω0 + Ω1) 6 β(Ω0) + β(Ω1) для любых Ω0,

Ω1 ∈ Pb(E);

(f) правильной (регулярной), если β(Ω) = 0 равносильно относительной компактности Ω.

Примером вещественной меры некомпактности в пространстве E , обладающей всеми выше

перечисленными свойствами, является мера некомпактности Хаусдорфа:

χE(Ω) = inf{ε > 0 | Ω имеет конечную ε-сеть}.

Отметим, что мнк Хаусдорфа удовлетворяет также свойству полуоднородности:

χ(λΩ) = |λ|χ(Ω),

для всех λ ∈ R и Ω ∈ P (E).

Определение 6 (см., например, [8, 15]). Пусть X — замкнутое подмножество E , β — мнк

в E . Отображение f : X → E называется уплотняющим относительно мнк β (или β-уп-

лотняющим), если для каждого Ω ∈ Pb(X), не являющегося относительно компактным,

выполняется:

β(f(Ω)) 6> β(Ω).

Теорема 1 (см. [8]). Пусть M — ограниченное выпуклое замкнутое подмножество E ,

f : M → M — непрерывное, β-уплотняющее отображение, где β — несингулярная мнк

в E . Тогда множество неподвижных точек Fix f = {x : x = f(x)} суть непустое множе-

ство.

§ 2. Основные результаты

Рассмотрим в сепарабельном банаховом пространстве E следующую задачу Коши:

CDα
0 x(t) = λx(t) + g(t), t ∈ [0, T ], α ∈ (1, 2], (2.1)

x(0) = c1, x′(0) = c2, (2.2)

где g : [0, T ] → E и c1, c2 ∈ E.

Определение 7. Решением задачи Коши (2.1), (2.2) называется функция x ∈ C([0, T ];E),
удовлетворяющая равенству

x(t) = c1Eα,1(λt
α) + c2tEα,2(λt

α) +

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s) ds.
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Лемма 3. Пусть f ∈ L∞([0, T ];E) и

∆ =
1

λ

(

(Eα,1(λT
α)− 1)2 − Eα,0(λT

α)Eα,2(λT
α)
)

6= 0. (2.3)

Тогда краевая задача

CD
β
0 (

CDα
0 − λ)x(t) = f(t), t ∈ [0, T ], α ∈ (1, 2], β ∈ [0, 1], (2.4)

x(0) = x(T ), x′(0) = x′(T ), x(a) = ξ, (2.5)

имеет единственное решение

x(t) = ξ −

∫ a

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)(Iβ0 f)(s) ds+

+
1

λ∆

[

TEα,2(λT
α)

∫ T

0

(T − s)α−2Eα,α−1(λ(T − s)α)(Iβ0 f)(s) ds−

− (Eα,1(λT
α)− 1)

∫ T

0

(T − s)α−1Eα,α(λ(T − s)α)(Iβ0 f)(s) ds

]

(Eα,1(λt
α)− Eα,1(λa

α)) +

+
1

λ∆

[

T−1Eα,0(λT
α)

∫ T

0

(T − s)α−1Eα,α(λ(T − s)α)(Iβ0 f)(s) ds−

− (Eα,1(λT
α)− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2Eα,α−1(λ(T − s)α)(Iβ0 f)(s) ds

]

(tEα,2(λt
α)− aEα,2(λa

α)) +

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)(Iβ0 f)(s) ds.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вначале отметим следующие известные факты (см. [12, п. 2.1]).

Для функции f ∈ Lp([0, T ];E), p > 1, при 0 < β < 1
p

дробный интеграл I
β
0 f ∈ Lq([0, T ];E)

с q > p, а при β > 1
p

функция I
β
0 f оказывается непрерывной (даже гёльдеровской). Поэтому

в нашем случае можно утверждать, что I
β
0 f ∈ C([0, T ];E).

Действуя оператором дробного интегрирования I
β
0 к обеим частям уравнения (2.4)

и применяя лемму 1, мы имеем

CDα
0 x(t) = λx(t) + (Iβ0 f)(t) + c0. (2.6)

Теперь, воспользовавшись определением 7, мы получаем следующий вид решения для

начально-краевой задачи (2.6), (2.2):

x(t) = c1Eα,1(λt
α) + c2tEα,2(λt

α) +

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)(Iβ0 f)(s) ds+

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)c0 ds.

Преобразуем последнее, для этого в четвертом слагаемом вычислим интеграл с помо-

щью формулы (1.5):

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α) ds = −

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α) d(t− s) =

=

∫ t

0

yα−1Eα,α(λy
α) dy = tαEα,α+1(λt

α).
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Теперь заметим, что если мы возьмем γ = 1 в формуле (1.3), мы получим

Eα,1(λt
α) =

1

Γ(1)
+ λtαEα,α+1(λt

α) = 1 + λtαEα,α+1(λt
α),

поэтому

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α) ds =
1

λ
(Eα,1(λt

α)− 1) .

Подставляя вычисленный интеграл в формулу решения, мы имеем

x(t) =
1

λ
(Eα,1(λt

α)− 1) c0 + c1Eα,1(λt
α) + c2tEα,2(λt

α) + (2.7)

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)(Iβ0 f)(s) ds.

Используя формулу (1.4), а также лемму 2, мы можем найти производную

x′(t) =
1

λ
t−1Eα,0(λt

α)c0 + c1t
−1Eα,0(λt

α) + c2Eα,1(λt
α) +

+

∫ t

0

(t− s)α−2Eα,α−1(λ(t− s)α)(Iβ0 f)(s) ds.

Так как
1

Γ(0)
= 0, то для функции Eα,0(λt

α) мы имеем

Eα,0(λt
α) =

∞
∑

n=0

(λtα)n

Γ(αn)
=

1

Γ(0)
+

∞
∑

n=1

(λtα)n

Γ(αn)
=

∞
∑

n=1

(λtα)n

Γ(αn)
,

следовательно,

t−1Eα,0(λt
α) =

∞
∑

n=1

λntαn−1

Γ(αn)
.

Используя последнее и определение функции Миттаг–Леффлера, имеем

x(0) = c1, x′(0) = c2.

В силу краевых условий (2.5), мы получаем систему уравнений



















































































1

λ
(Eα,1(λT

α)− 1) c0 + (Eα,1(λT
α)− 1)c1 + TEα,2(λT

α)c2 =

= −

∫ T

0

(T − s)α−1Eα,α(λ(T − s)α)(Iβ0 f)(s) ds,

1

λ
(Eα,1(λa

α)− 1) c0 + Eα,1(λa
α)c1 + aEα,2(λa

α)c2 =

= ξ −

∫ a

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)(Iβ0 f)(s) ds,

1

λ
T−1Eα,0(λT

α)c0 + T−1Eα,0(λT
α)c1 + (Eα,1(λT

α)− 1)c2 =

= −

∫ T

0

(T − s)α−2Eα,α−1(λ(T − s)α)(Iβ0 f)(s) ds.
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Разрешать последнюю систему будем с помощью правила Крамера. Вычислив соответ-

ствующие определители, мы получаем

∆ =
1

λ

(

(Eα,1(λT
α)− 1)2 − Eα,0(λT

α)Eα,2(λT
α)
)

,

∆0 = (I2 − ξ)
(

(Eα,1(λT
α)− 1)2 − Eα,0(λT

α)Eα,2(λT
α)
)

+

+ Eα,1(λa
α) (I3TEα,2(λT

α)− I1 (Eα,1(λT
α)− 1)) +

+ aEα,2(λa
α)
(

I1T
−1Eα,0(λT

α)− I3 (Eα,1(λT
α)− 1)

)

,

∆1 =
1

λ

[

(Eα,1(λa
α)− 1) (I1 (Eα,1(λT

α)− 1)− I3TEα,2(λT
α)) +

+ (ξ − I2)
(

(Eα,1(λT
α)− 1)2 − Eα,0(λT

α)Eα,2(λT
α)
)

+

+ aEα,2(λa
α)
(

I3 (Eα,1(λT
α)− 1)− I1T

−1Eα,0(λT
α)
)

]

,

∆2 =
1

λ

[

I1T
−1Eα,0(λT

α)− I3 (Eα,1(λT
α)− 1)

]

,

где

I1 =

∫ T

0

(T − s)α−1Eα,α(λ(T − s)α)(Iβ0 f)(s) ds,

I2 =

∫ a

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)(Iβ0 f)(s) ds,

I3 =

∫ T

0

(T − s)α−2Eα,α−1(λ(T − s)α)(Iβ0 f)(s) ds.

Далее, находим неизвестные

c0 =
∆0

∆
, c1 =

∆1

∆
, c2 =

∆2

∆
,

и подставляем в уравнение (2.7), в результате чего получаем, что

x(t) =
1

λ∆

[

I3TEα,2(λT
α)− I1 (Eα,1(λT

α)− 1)
]

Eα,1(λt
α)−

−
1

λ∆

[

(I2 − ξ)
(

(Eα,1(λT
α)− 1)2 −Eα,0(λT

α)Eα,2(λT
α)
)

+

+ Eα,1(λa
α) (I3TEα,2(λT

α)− I1 (Eα,1(λT
α)− 1)) +

+ aEα,2(λa
α)
(

I1T
−1Eα,0(λT

α)− I3 (Eα,1(λT
α)− 1)

)

]

+

+
1

λ∆

[

I1T
−1Eα,0(λT

α)− I3 (Eα,1(λT
α)− 1)

]

tEα,2(λt
α) +

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)(Iβ0 f)(s) ds,

преобразовав последнее, имеем

x(t) = ξ −

∫ a

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)(Iβ0 f)(s) ds+

+
1

λ∆

[

TEα,2(λT
α)

∫ T

0

(T − s)α−2Eα,α−1(λ(T − s)α)(Iβ0 f)(s) ds−

− (Eα,1(λT
α)− 1)

∫ T

0

(T − s)α−1Eα,α(λ(T − s)α)(Iβ0 f)(s) ds

]

(Eα,1(λt
α)− Eα,1(λa

α)) +
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+
1

λ∆

[

T−1Eα,0(λT
α)

∫ T

0

(T − s)α−1Eα,α(λ(T − s)α)(Iβ0 f)(s) ds−

− (Eα,1(λT
α)− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2Eα,α−1(λ(T − s)α)(Iβ0 f)(s) ds

]

(tEα,2(λt
α)− aEα,2(λa

α)) +

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)(Iβ0 f)(s) ds.

�

Введем в рассмотрение функцию L : [0, T ]× [0, T ] → R :

L(t, s) =
1

λ∆

[

TEα,2(λT
α) · (T − s)α−2Eα,α−1(λ(T − s)α)−

− (Eα,1(λT
α)− 1) · (T − s)α−1Eα,α(λ(T − s)α)

]

(Eα,1(λt
α)− Eα,1(λa

α)) +

+
1

λ∆

[

T−1Eα,0(λT
α) · (T − s)α−1Eα,α(λ(T − s)α)−

− (Eα,1(λT
α)− 1) · (T − s)α−2Eα,α−1(λ(T − s)α)

]

(tEα,2(λt
α)− aEα,2(λa

α)),

где

∆ =
1

λ

(

(Eα,1(λT
α)− 1)2 − Eα,0(λT

α)Eα,2(λT
α)
)

.

Тогда решение задачи (2.4)–(2.5) примет вид:

x(t) = ξ −

∫ a

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)(Iβ0 f)(s) ds+

∫ T

0

L(t, s)(Iβ0 f)(s) ds+

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)(Iβ0 f)(s) ds.

Лемма 4. Для функции L справедлива оценка

∫ T

0

|L(t, s)| ds 6
γ3
1 + 5γ1γ2
λ|γ2

1 − γ2|
,

где

γ1 = Eα,1(λT
α)− 1, γ2 = Eα,0(λT

α)Eα,2(λT
α). (2.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставив в формулу для функции L выражение ∆, мы полу-

чим

∫ T

0

|L(t, s)| ds 6

[

TEα,2(λT
α)
∫ T

0
(T − s)α−2Eα,α−1(λ(T − s)α) ds

| (Eα,1(λT α)− 1)2 −Eα,0(λT α)Eα,2(λT α)|
+

+
(Eα,1(λT

α)− 1)
∫ T

0
(T − s)α−1Eα,α(λ(T − s)α) ds

| (Eα,1(λT α)− 1)2 − Eα,0(λT α)Eα,2(λT α)|

]

|Eα,1(λt
α)−Eα,1(λa

α)|+

+

[

T−1Eα,0(λT
α)
∫ T

0
(T − s)α−1Eα,α(λ(T − s)α) ds

| (Eα,1(λT α)− 1)2 −Eα,0(λT α)Eα,2(λT α)|
+
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+
(Eα,1(λT

α)− 1)
∫ T

0
(T − s)α−2Eα,α−1(λ(T − s)α) ds

| (Eα,1(λT α)− 1)2 − Eα,0(λT α)Eα,2(λT α)|

]

|tEα,2(λt
α)− aEα,2(λa

α)|.

Аналогичным образом, как и в доказательстве леммы 3, мы можем вычислить интегралы

из правой части последнего выражения:
∫ T

0

(T − s)α−1Eα,α(λ(T − s)α) ds =
1

λ
(Eα,1(λT

α)− 1),

∫ T

0

(T − s)α−2Eα,α−1(λ(T − s)α) ds =
1

λ
T−1Eα,0(λT

α).

Используя найденные значения интегралов, продолжим оценку

∫ T

0

|L(t, s)| ds 6

[

TEα,2(λT
α) 1

λ
T−1Eα,0(λT

α)

| (Eα,1(λT α)− 1)2 − Eα,0(λT α)Eα,2(λT α)|
+

+
(Eα,1(λT

α)− 1) 1
λ
(Eα,1(λT

α)− 1)

| (Eα,1(λT α)− 1)2 −Eα,0(λT α)Eα,2(λT α)|

]

|Eα,1(λt
α)− Eα,1(λa

α)|+

+

[

T−1Eα,0(λT
α) 1

λ
(Eα,1(λT

α)− 1)

| (Eα,1(λT α)− 1)2 − Eα,0(λT α)Eα,2(λT α)|
+

+
(Eα,1(λT

α)− 1) 1
λ
T−1Eα,0(λT

α)

| (Eα,1(λT α)− 1)2 − Eα,0(λT α)Eα,2(λT α)|

]

|tEα,2(λt
α)− aEα,2(λa

α)| 6

6
1

λ

Eα,2(λT
α)Eα,0(λT

α) + (Eα,1(λT
α)− 1)2

| (Eα,1(λT α)− 1)2 −Eα,0(λT α)Eα,2(λT α)|
(Eα,1(λT

α)− 1) +

+
1

λ

2T−1Eα,0(λT
α) (Eα,1(λT

α)− 1)

| (Eα,1(λT α)− 1)2 − Eα,0(λT α)Eα,2(λT α)|
2TEα,2(λT

α) =
γ3
1 + 5γ1γ2
λ|γ2

1 − γ2|
.

�

Будем полагать, что оператор f : [0, T ]×E → E подчиняется следующим условиям:

(f1) для любого ξ ∈ E функция f (·, ξ) : [0, T ] → E измерима;

(f2) для п. в. t ∈ [0, T ] оператор f(t, ·) : E → E непрерывен;

(f3) существует функция ω ∈ L∞
+ ([0, T ]) такая, что для каждого ξ ∈ E мы имеем неравен-

ство

‖f(t, ξ)‖E 6 ω(t)(1 + ‖ξ‖E) для п. в. t ∈ [0, T ].

(f4) существует функция µ ∈ L∞
+ ([0, T ]) такая, что для каждого ограниченного множества

Ω ⊂ E выполняется неравенство

χ(f(t,Ω)) 6 µ(t)χ(Ω),

для п. в. t ∈ [0, T ], где χ — мнк Хаусдорфа в E.

Введем в рассмотрение оператор F заданный следующим образом

Fx(t) = ξ −

∫ a

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)(Iβ0 f)(s, x(s)) ds+

∫ T

0

L(t, s)(Iβ0 f)(s, x(s)) ds+

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)(Iβ0 f)(s, x(s)) ds.
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Из определения функции L следует, что для любого t ∈ [0, T ] и 1 < α < 2,
L(·, s) ∈ Lp([0, T ]), p > 1, и функция L теряет непрерывность только в точке s = T ,

поэтому F : C([0, T ];E) → C([0, T ];E).
Если функция x ∈ C([0, T ];E) является решением задачи (0.1)–(0.2), то она является

неподвижной точкой оператора F . Поэтому мы в дальнейшем будем доказывать существо-

вание неподвижных точек оператора F .

Для доказательства существования неподвижных точек оператора F введем в рассмот-

рение оператор S : L∞([0, T ];E) → C([0, T ];E) вида

S(f)(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s) ds.

Лемма 5 (см. [9]). Для каждого компактного множества K ⊂ E и ограниченной после-

довательности {ξn} ⊂ L∞([0, T ];E) такой, что {ξn(t)} ⊂ K для п. в. t ∈ [0, T ], слабая

сходимость ξn ⇀ ξ0 в L1([0, T ];E) влечет сходимость S(ξn) → S(ξ0) в C([0, T ];E).

Лемма 6 (см. [9]). Пусть Ω ⊂ C([0, T ];E) — непустое ограниченное множество, Ω(t) —

относительно компактное подмножество E для каждого t ∈ [0, T ] и функция g подчиня-

ется условиям (f1)–(f4), тогда

M =

{

S(f)(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)g(s, x(s)) ds : x ∈ Ω

}

является равностепенно непрерывным множеством.

Для доказательства того, что оператор F уплотняющий, рассмотрим конус

R
2
+ = {ζ = (ζ1, ζ2) : ζ1 > 0, ζ2 > 0}

с естественным частичным порядком и введем в пространстве C([0, T ];E) следующую век-

торную меру некомпактности

ν : Pb(C([0, T ];E)) → R
2
+,

определенную как

ν(Ω) = (ϕ(Ω), mod C(Ω)),

где ϕ(Ω) есть модуль послойной некомпактности

ϕ(Ω) = sup
t∈[0,T ]

χ({y(t) : y ∈ Ω}),

а вторая компонента — модуль равностепенной непрерывности

mod C(Ω) = lim
δ→0

sup
y∈Ω

max
|t1−t2|6δ

‖y(t1)− y(t2)‖.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (f1)–(f4), (2.3). Предположим, что дополнитель-

но выполняется условие

‖µ‖∞T β

λΓ(β + 1)

(

2γ1 +
γ3
1 + 5γ1γ2
|γ2

1 − γ2|

)

< 1, (2.9)

где µ(·) — функция из условия (f4), а γ1, γ2 — константы из формул (2.8). Тогда оператор F

является ν-уплотняющим.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ω ⊂ C([0, T ];E) — непустое ограниченное множество

такое, что

ν(F (Ω)) > ν(Ω). (2.10)

Покажем, что Ω — относительно компактно.

Из (2.10), следует, что

ϕ(F (Ω)) > ϕ(Ω). (2.11)

Используя свойство (f4), мы для s ∈ [0, T ] имеем

χ
(

(Iβ0 f)(s, x(s)) : x ∈ Ω
)

= χ

(

1

Γ(β)

∫ s

0

(s− τ)β−1f(τ, x(τ)) dτ : x ∈ Ω

)

6

6
1

Γ(β)

∫ s

0

(s− τ)β−1‖µ‖∞χ(Ω(τ)) dτ 6
1

Γ(β)

∫ s

0

(s− τ)β−1 dτ · ‖µ‖∞ϕ(Ω) =

=
sβ

Γ(β)β
· ‖µ‖∞ϕ(Ω) 6

T β

Γ(β + 1)
· ‖µ‖∞ϕ(Ω).

Теперь применяя лемму 4, а также уже известные результаты вычислений интегралов,

мы получаем оценку

χ (F (Ω)(t)) 6 χ

(
∫ a

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)(Iβ0 f)(s, x(s))ds : x ∈ Ω

)

+

+ χ

(
∫ T

0

L(t, s)(Iβ0 f)(s, x(s)) ds : x ∈ Ω

)

+

+ χ

(
∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)(Iβ0 f)(s, x(s)) ds : x ∈ Ω

)

6

6

∫ a

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)χ
(

(Iβ0 f)(s, x(s)) : x ∈ Ω
)

ds+

+

∫ T

0

|L(t, s)|χ
(

(Iβ0 f)(s, x(s)) : x ∈ Ω
)

ds+

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)χ
(

(Iβ0 f)(s, x(s)) : x ∈ Ω
)

ds 6

+

∫ a

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)ds ·
T β

Γ(β + 1)
‖µ‖∞ϕ(Ω) +

+

∫ T

0

|L(t, s)| ds ·
T β

Γ(β + 1)
‖µ‖∞ϕ(Ω) +

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)ds ·
T β

Γ(β + 1)
‖µ‖∞ϕ(Ω) 6

6
1

λ
(Eα,1(λa

α)− 1) ·
T β

Γ(β + 1)
‖µ‖∞ϕ(Ω) +

+
γ3
1 + 5γ1γ2
λ|γ2

1 − γ2|
·

T β

Γ(β + 1)
‖µ‖∞ϕ(Ω) +

1

λ
(Eα,1(λt

α)− 1) ·
T β

Γ(β + 1)
‖µ‖∞ϕ(Ω) =

=
‖µ‖∞T β

λΓ(β + 1)

(

2γ1 +
γ3
1 + 5γ1γ2
|γ2

1 − γ2|

)

· ϕ(Ω).
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Из последней оценки мы имеем

sup
t∈[0,T ]

χ (F (Ω)(t)) 6
‖µ‖∞T β

λΓ(β + 1)

(

2γ1 +
γ3
1 + 5γ1γ2
|γ2

1 − γ2|

)

· ϕ(Ω),

или что то же самое

ϕ (F (Ω)) 6
‖µ‖∞T β

λΓ(β + 1)

(

2γ1 +
γ3
1 + 5γ1γ2
|γ2

1 − γ2|

)

· ϕ(Ω).

Условия (2.9) и (2.11) вместе с последним влекут за собой равенство

ϕ(Ω) = 0.

Теперь покажем, что

mod C(F (Ω)) = 0.

Неравенство (2.10) влечет за собой следующее

mod C(F (Ω)) > mod C(Ω).

В тоже время из леммы 6 известно, что множество функций

M =

{

S(f)(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)(Iβ0 f)(s, x(s)) ds : x ∈ Ω

}

является равностепенно непрерывным, поэтому

mod C(F (Ω)) = 0,

следовательно, и mod C (Ω) = 0, поэтому ν(Ω) = (0, 0), что доказывает относительную

компактность множества Ω. �

Перейдем к доказательству главного утверждения работы.

Теорема 3. При выполнении условий (f1)–(f4), (2.3) предположим, что

l =
kT β

λΓ(β + 1)

(

2γ1 +
γ3
1 + 5γ1γ2
|γ2

1 − γ2|

)

< 1,

где k = max {‖ω‖∞, ‖µ‖∞}, функции ω и µ из условий (f3) и (f4) соответственно. Тогда

задача (0.1)–(0.2) имеет решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольную функцию x ∈ C([0, T ];E). Благодаря

свойству (f3), мы для нормы дробного интеграла имеем:

‖(Iβ0 f)(s, x(s))‖E =
1

Γ(β)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ s

0

(s− τ)β−1f(τ, x(τ)) dτ
∣

∣

∣

∣

∣

∣

E
6

6
1

Γ(β)

∫ s

0

(s− τ)β−1ω(s)(1 + ‖x(s)‖E) dτ 6

6
1

Γ(β)

∫ s

0

(s− τ)β−1 dτ · ‖ω‖∞(1 + ‖x‖C([0,T ];E)) =

=
sβ

Γ(β)β
· ‖ω‖∞(1 + ‖x‖C([0,T ];E)) 6

T β

Γ(β + 1)
· ‖ω‖∞(1 + ‖x‖C([0,T ];E)).
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Применяя лемму 4, для каждого t ∈ [0, T ] мы получаем оценку

‖F (x)(t)‖E 6 ‖ξ‖E +
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ a

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)(Iβ0 f)(s, x(s)) ds
∣

∣

∣

∣

∣

∣

E
+

+
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ T

0

L(t, s)(Iβ0 f)(s, x(s)) ds
∣

∣

∣

∣

∣

∣

E
+
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)(Iβ0 f)(s, x(s)) ds
∣

∣

∣

∣

∣

∣

E
6

6 ‖ξ‖E +

∫ a

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)‖(Iβ0 f)(s, x(s))‖E ds+

+

∫ T

0

|L(t, s)|‖(Iβ0 f)(s, x(s))‖E ds+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)‖(Iβ0 f)(s, x(s))‖E ds 6

6 ‖ξ‖E +

∫ a

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α) ds ·
T β

Γ(β + 1)
‖ω‖∞(1 + ‖x‖C([0,T ];E)) +

+

∫ T

0

|L(t, s)| ds ·
T β

Γ(β + 1)
‖ω‖∞(1 + ‖x‖C([0,T ];E)) +

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α) ds ·
T β

Γ(β + 1)
‖ω‖∞(1 + ‖x‖C([0,T ];E)) 6

6 ‖ξ‖E +
1

λ
(Eα,1(λa

α)− 1) ·
T β

Γ(β + 1)
‖ω‖∞(1 + ‖x‖C([0,T ];E)) +

+
γ3
1 + 5γ1γ2
λ|γ2

1 − γ2|
·

T β

Γ(β + 1)
‖ω‖∞(1 + ‖x‖C([0,T ];E)) +

+
1

λ
(Eα,1(λt

α)− 1) ·
T β

Γ(β + 1)
‖ω‖∞(1 + ‖x‖C([0,T ];E)) 6

6 ‖ξ‖E +
kT β

λΓ(β + 1)

(

2γ1 +
γ3
1 + 5γ1γ2
|γ2

1 − γ2|

)

· (1 + ‖x‖C([0,T ];E)) = ‖ξ‖E + l(1 + ‖x‖C([0,T ];E)).

Если мы возьмем

R >
‖ξ‖E + l

1− l
,

тогда неравенство ‖x‖C([0,T ];E) 6 R влечет, что ‖Fx‖C([0,T ];E) 6 R. Таким образом, опе-

ратор F преобразует замкнутый шар BR(0) ⊂ C([0, T ];E) в себя. Поскольку оператор F

уплотняющий, по теореме 1 он имеет неподвижную точку, которая дает решение зада-

чи (0.1)–(0.2). �
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In this paper, we consider a boundary value problem for differential equations of Langevin type with the

Caputo fractional derivative in a Banach space. It is assumed that the nonlinear part of the equation is a

Caratheodory type map. Equations of this type generalize equations of motion in various kinds of media,

for example, viscoelastic media or in media where a drag force is expressed using a fractional derivative.

We will use the theory of fractional mathematical analysis, the properties of the Mittag–Leffler function,

as well as the theory of measures of non-compactness and condensing operators to solve the problem. The

initial problem is reduced to the problem of the existence of fixed points of the corresponding resolving

integral operator in the space of continuous functions. We will use Sadovskii type fixed point theorem

to prove the existence of fixed points of the resolving operator. We will show that the resolving integral

operator is condensing with respect to the vector measure of non-compactness in the space of continuous

functions and transforms a closed ball in this space into itself.
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