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Введение

В современном мире практически во всех сферах деятельности требуется организация
эффективного обслуживания поступающих запросов. Будь то клиенты в торговых точках,
звонки в службы поддержки или заявки на техническое обслуживание — все эти процессы
можно рассматривать как системы массового обслуживания (СМО), где ограниченные ре-
сурсы направлены на обработку непрерывного удовлетворения требований. Теория массо-
вого обслуживания обеспечивает математический аппарат и аппарат теории вероятностей
для анализа таких систем, что позволяет выявить причины возникновения очередей, за-
держек и повторных обращений, а также разработать методы повышения эффективности
обслуживания.

Тем не менее, в реальности функционирование таких систем часто оказывается далеким
от идеала. На процесс обслуживания влияют различные внешние факторы и помехи, кото-
рые могут существенно нарушить привычный порядок работы. Внешние помехи в СМО
могут проявляться через технические сбои, ошибки сотрудников, неожиданные задержки
и другие специфические воздействия, которые в теории массового обслуживания обознача-
ются как «отрицательные заявки». Эти отрицательные заявки не просто добавляют нагруз-
ку, но и могут искажать или прерывать процесс обслуживания положительных заявок, что
требует дополнительных усилий для восстановления и повторной обработки.

Понятие отрицательных заявок была введена Э. Геленбе в рамках разработки G-сетей —
обобщения классических моделей массового обслуживания, включающего как положитель-
ные, так и отрицательные потоки [1]. Существенный вклад в развитие G-сетей с отрица-
тельными заявками внёс Жан-Мишель Фурно, расширив классы положительных и отри-
цательных заявок [2]. Дж. Ван и П. Чжан [3] рассмотрели систему с повторными вызо-
вами типа Geo/Geo/1 с отрицательными клиентами и ненадежным прибором. И. Атенсия
и П. Морено [4] изучили систему Geo/Geo/1 с отрицательными заявками и различными
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процедурами удаления, вызванные отрицательными клиентами. В [5] рассматривается мно-
голинейная СМО с неограниченным накопителем, марковским входящим потоком и мар-
ковским потоком отрицательных заявок, при этом поступившая отрицательная заявка уни-
чтожает одну положительную заявку в конце очереди. Получен рекуррентный алгоритм
для вычисления стационарных вероятностей состояний системы. В [6] исследована много-
линейная СМО с отрицательными заявками и дополнительной очередью для вытесненных
заявок.

В нынешних условиях модели систем массового обслуживания с отрицательными за-
явками становятся особенно актуальными для учёта прерываний и вытеснений, вызван-
ных сбоями, ошибками и внешними факторами. Такие модели востребованы в телеком-
муникациях, производстве и банковской сфере. Они позволяют точнее описывать пове-
дение сложных сервисных систем, где стандартные подходы не учитывают негативные
воздействия и необходимость восстановления. Исследуемая в данной работе модель бес-
конечнолинейной СМО с отрицательными заявками и блоком восстановления позволяет
анализировать устойчивость и эффективность процессов с учётом реальных условий, что
делает её перспективной для применения в высоконагруженных и критичных к надёжно-
сти системах. В первом параграфе описывается математическая и функциональная модель.
Во втором параграфе модель исследуется методом асимптотически-диффузионного анали-
за. В третьем параграфе модель исследуется методом имитационного моделирования. В чет-
вертом параграфе выполняются численные эксперименты и сравнительный анализ метода
асимптотически-диффузионного анализа и метода имитационного моделирования. Заклю-
чение включает в себя основные выводы по данной работе.

§ 1. Функциональная и математическая модели, постановка задачи

1.1. Функциональная модель

Рассмотрим функциональную модель (рис. 1) системы обработки банковских операций
как систему, включающую блок восстановления.

Рис. 1. Функциональная модель СМО с отрицательными заяками и блоком восстановления

Транзакции клиентов проходят через центральный блок обработки, где выполняются
ключевые финансовые операции такие, как переводы, платежи. В обычных условиях все
операции завершаются успешно и покидают систему. Однако в случае кибератак, напри-
мер, при наличии вредоносного ПО или DDoS-атак, система безопасности принимает меры,
переводя затронутые операции в блок восстановления. В этом блоке антивирусные реше-
ния осуществляют обнаружение, изоляцию и устранение угроз, а также восстанавливают
целостность данных. После успешного завершения этих действий операции возвращаются
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в основной блок для повторной попытки обработки. Такая структура системы гарантиру-
ет высокую степень надежности и устойчивости банковского программного обеспечения,
позволяя эффективно реагировать на различные сбои и угрозы.

1.2. Математическая модель

Рассмотрим бесконечнолинейную систему массового обслуживания на вход которой по-
ступает два простейших потока заявок: поток положительных заявок и поток отрицатель-
ных заявок (рис. 2).

µ1

µ1

µ2

µ2

. . .

. . .
Блок обслуживания

Блок восстановления

+ λ

− γ

Рис. 2. Математическая модель СМО с отрицательными заяками и блоком восстановления

Поток положительных заявок поступает с интенсивностью λ, а поток отрицательных за-
явок поступает с интенсивностью γ. Поступившая положительная заявка переходит в блок
обслуживания и встает на прибор. Время обслуживания имеет экспоненциальное распре-
деление с параметром µ1. Если в момент обслуживания положительных заявок в систему
приходит отрицательная заявка, то она искажает обслуживание одной из положительных,
искаженная положительная заявка переходит в блок восстановления, а отрицательная заяв-
ка покидает систему. В блоке восстановления положительная заявка находится случайное
время, распределенное по экспоненциальному закону с параметром µ2, после чего перехо-
дит вновь на обслуживание. Если в момент обслуживания положительных заявок в систему
не приходит отрицательная заявка, то после обслуживания положительные заявки покида-
ют систему. Если отрицательная заявка приходит и обнаруживает все приборы свободными,
то она не влияет на состояние блока обслуживания и покидает его.

Обозначим

• i(t) — число обслуживаемых положительных заявок,

• n(t) — число восстанавливающихся заявок.

Рассмотрим марковский двумерный процесс {i(t), n(t)}.
Тогда P{i(t) = i, n(t) = n} = P (i, n, t) — вероятность того, что в момент времени t

число обслуживаемых положительных заявок равно i и в блоке восстановления находится
n заявок.
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Запишем систему дифференциальных уравнений Колмогорова:

для i = 0 :
∂P (0, n, t)

∂t
= −(λ+ nµ2)P (0, n, t) + µ1P (1, n, t) + γP (1, n− 1, t);

для i > 0 :
∂P (i, n, t)

∂t
= −(λ+ γ + iµ1 + nµ2)P (i, n, t) + (i+ 1)µ1P (i+ 1, n, t) +

+ λP (i− 1, n, t) + γP (i+ 1, n− 1, t) + (n+ 1)µ2P (i− 1, n+ 1, t).

(1.1)

В системе (1.1) предполагается, что P (i,−1, t) = 0.
Введем функцию вида

H(x, u, t) =
∞∑
i=0

xi

∞∑
n=0

ejunP (i, n, t),

которая по первому аргументу является производящей, а по второму — характеристической
функцией. Тогда система уравнений (1.1) запишется в виде

∂H(x, u, t)

∂t
= (1− x)µ1

∂H(x, u, t)

∂x
+ jµ2(1− e−jux)

∂H(x, u, t)

∂u
+

+

(
λ(x− 1) + γ

(
eju

x
− 1

))
H(x, u, t) +

(
1− eju

x

)
γH(0, u, t).

(1.2)

Обозначим H(1, u, t) = H(u, t) и запишем добавочное уравнение, полученное из (1.2),
положив x = 1:

∂H(u, t)

∂t
= (eju − 1)

(
−γH(0, u, t) + γH(u, t) + jµ2e

−ju∂H(u, t)

∂u

)
. (1.3)

Асимптотически-диффузионный анализ будем проводить в предельном условии дли-
тельного времени восстановления заявок, то есть при µ2 → 0.

§ 2. Асимптотически-диффузионный анализ

Исследование методом асимптотически-диффузионного анализа проводится в несколько
этапов.

1. Находим коэффициент переноса предельного диффузионного процесса, который будет
получен позже.

2. Находим коэффициент диффузии (получаем уравнение для распределения вероятно-
стей некоторого диффузионного процесса авторегрессии).

3. Выполняем модификацию полученного диффузионного процесса (модификация за-
ключается в том, что переходим от процесса авторегрессии к процессу нормирован-
ному и центрированному).

4. Для построенного диффузионного процесса выписываем уравнение Фоккера–Планка
в стационарном режиме и решаем его.

5. От полученной в п. 4 предельной плотности переходим к аппроксимации дискретного
распределения вероятностей числа заявок в блоке восстановления.
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2.1. Первый этап асимптотически-диффузионного анализа

Обозначим µ2 = ϵ. Сделаем замены в уравнениях (1.2), (1.3):

τ = ϵt, u = ϵw, H(x, u, t) = F (1)(x,w, τ, ϵ).

Получим

ϵ
∂F (1)(x,w, τ, ϵ)

∂τ
= (1− x)µ1

∂F (1)(x,w, τ, ϵ)

∂x
+ j(1− e−jϵwx)

∂F (1)(x,w, τ, ϵ)

∂w
+

+

(
1− ejϵw

x

)
γF (1)(0, w, τ, ϵ) +

(
λ(x− 1) + γ

(
ejϵw

x
− 1

))
F (1)(x,w, τ, ϵ),

(2.1)

ϵ
∂F (1)(w, τ, ϵ)

∂τ
= (ejϵw − 1)

(
−γF (1)(0, w, τ, ϵ) + γF (1)(w, τ, ϵ) + je−jϵw ∂F

(1)(w, τ, ϵ)

∂w

)
. (2.2)

Обозначим lim
ϵ→0

F (1)(x,w, τ, ϵ) = F (1)(x,w, τ). Сформулируем и докажем следующую тео-
рему.

Теорема 2.1. В бесконечнолинейной СМО с отрицательными заявками и блоком восста-
новления производящая функция распределения вероятностей числа заявок в блоке обслу-
живания имеет вид

G(x) = x
− γ

µ1 e
−λ+s

µ1
(1−x)

(
1− γ

µ1

G(0)

∫ 1

x

y
γ
µ1

−1
e

λ+s
µ1

(1−y)
dy

)
, (2.3)

где s = s(τ) является решением уравнения

s′(τ) = γ − γG(0)− s. (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В (2.1) выполним предельный переход при ϵ → 0, получим

(1− x)µ1
∂F (1)(x,w, τ)

∂x
+ j(1− x)

∂F (1)(x,w, τ)

∂w
+

(
1− 1

x

)
γF (1)(0, w, τ) +

+

(
λ(x− 1) + γ

(
1

x
− 1

))
F (1)(x,w, τ) = 0.

После преобразований имеем

(1− x)

(
µ1

∂F (1)(x,w, τ)

∂x
+ j

∂F (1)(x,w, τ)

∂w
− γ

x
F (1)(0, w, τ) +

(
γ

x
− λ

)
F (1)(x,w, τ)

)
= 0.

Решение получившегося уравнения будем искать в виде

F (1)(x,w, τ) = G(x)ejws(τ), (2.5)

где G(x) — производящая функция распределения вероятностей числа заявок в блоке об-
служивания.

Подставим (2.5) в получившееся выше уравнение и после несложных преобразований,
получим

µ1
∂G(x)

∂x
=

(
λ− γ

x
+ s

)
G(x) +

γ

x
G(0). (2.6)
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Таким образом, получили линейное неоднородное дифференциальное уравнение перво-
го порядка, решение которого имеет вид

G(x) = x
− γ

µ1 e
−λ+s

µ1
(1−x)

(
1− γ

µ1

G(0)

∫ 1

x

y
γ
µ1

−1
e

λ+s
µ1

(1−y)
dy

)
и совпадает с (2.3).

Найдем G(0). Чтобы результат для G(0) был корректным и конечным, требуется выпол-
нение условия, при котором выражение в скобках в (2.3) обращается в ноль при x → 0.
Это позволит избежать возникновения бесконечных значений и гарантирует корректность
вычислений. Тогда

G(0) =
µ1

γ

1∫ 1

0

y
γ
µ1

−1
e

λ+s
µ1

(1−y)
dy

.

Запишем уравнение (2.2) с точностью до O(ϵ2)

ϵ
∂F (1)(w, τ, ϵ)

∂τ
= jϵw

(
−γF (1)(0, w, τ, ϵ) + γF (1)(w, τ, ϵ) + j(1− jϵw)

∂F (1)(w, τ, ϵ)

∂w

)
+O(ϵ2).

Разделим на ϵ и выполним предельный переход при ϵ → 0

∂F (1)(w, τ)

∂τ
= jw

(
−γF (1)(0, w, τ) + γF (1)(w, τ) + j

∂F (1)(w, τ)

∂w

)
.

Подставим (2.5), получим
s′(τ) = γ − γG(0)− s. □

Обозначим правую часть уравнения (2.4) через a(s):

a(s) = s′(τ) = γ − γG(0)− s. (2.7)

Функция a(s) имеет смысл коэффициента переноса некоторого нормированного диффу-
зионного процесса, с помощью которого получим аппроксимацию распределения вероят-
ностей числа заявок в блоке восстановления.

2.2. Второй этап асимптотически-диффузионного анализа

В уравнениях (1.2), (1.3) сделаем замену:

H(x, u, t) = H(2)(x, u, t)e
j u
µ2

s(µ2t),

получим уравнения для нахождения характеристической функции H(2)(x, u, t) случайного

процесса n(t)− s(µ2t)

µ2

, в которых обозначив µ2 = ϵ2 и сделав замены

τ = ϵ2t, u = ϵw, H(2)(x, u, t) = F (2)(x,w, τ, ϵ),

получим уравнение для нахождения функции F (2)(x,w, τ, ϵ)

ϵ2
∂F (2)(x,w, τ, ϵ)

∂τ
+ jϵwa(s)F (2)(x,w, τ, ϵ) = (1− x)µ1

∂F (2)(x,w, τ, ϵ)

∂x
+

+ jϵ(1− e−jϵwx)
∂F (2)(x,w, τ, ϵ)

∂w
+

(
1− ejϵw

x

)
γF (2)(0, w, τ, ϵ) +

+

(
λ(x− 1) + γ

(
ejϵw

x
− 1

)
− (1− e−jϵwx)s

)
F (2)(x,w, τ, ϵ)

(2.8)
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и добавочное уравнение

ϵ2
∂F (2)(w, τ, ϵ)

∂τ
+ jϵwa(s)F (2)(w, τ, ϵ) = (ejϵw − 1)

(
−γF (2)(0, w, τ, ϵ) +

+ (γ − se−jϵw)F (2)(w, τ, ϵ) + jϵe−jϵw ∂F
(2)(w, τ, ϵ)

∂w

)
. (2.9)

Обозначим lim
ϵ→0

F (2)(x,w, τ, ϵ) = F (2)(x,w, τ). Сформулируем и докажем следующую тео-
рему.

Теорема 2.2. Функция F (2)(x,w, τ) имеет вид

F (2)(x,w, τ) = Φ(w, τ)G(x),

где G(x) имеет вид (2.3), функция Φ(w, τ) является характеристической функцией случай-

ного процесса y(τ) = lim
µ2→0

√
µ2

(
n( τ

µ2
)− s(τ)

µ2

)
и удовлетворяет дифференциальному уравне-

нию
∂Φ(w, τ)

∂τ
= a′(s)w

∂Φ(w, τ)

∂w
− w2

2
b(s)Φ(w, τ), (2.10)

где a(s) имеет вид (2.7), b(s) определяется равенством

b(s) = a(s) + 2(s− γg(0)).

Здесь

g(0) =

∫ 1

0

(
1

y − 1

((
a(s)− γ

y
+ ys

)
G(y) +

γ

y
G(0)

))
y

γ
µ1 e

λ+s
µ1

(1−y)
dy

γ

∫ 1

0

y
γ
µ1

−1
e

λ+s
µ1

(1−y)
dy

. (2.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Решение F (2)(x,w, τ, ϵ) будем искать в виде разложения

F (2)(x,w, τ, ϵ) = Φ(w, τ)(G(x) + jϵwf(x)) +O(ϵ2).

Подставив его в (2.8), получим

jϵwa(s)
(
G(x) + jϵwf(x)

)
=

(
1− 1

x
− jϵw

x

)(
G(0) + jϵwf(0)

)
+

+

(
(λ+ s)(x− 1) + γ

(
1

x
+

jϵw

x
− 1

)
− jϵwxs

)(
G(x) + jϵwf(x)

)
+

+ (1− x)

(
µ1

∂G(x)

∂x
+ jϵwµ1

∂f(x)

∂x
+ jϵG(x)

∂Φ(w, τ)

Φ(w, τ)∂w

)
+O(ϵ2).

После несложных преобразований, устремив ϵ → 0, получим(
1− 1

x

)
γf(0) +

(
(λ+ s)(x− 1) + γ

(
1

x
− 1

))
f(x) + (1− x)µ1

∂f(x)

∂x
=

= a(s)G(x) +
γ

x
G(0)−

(
γ

x
− xs

)
G(x)− (1− x)G(x)

∂Φ(w, τ)

Φ(w, τ)∂w
. (2.12)
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Решение уравнения (2.12) будем искать в виде

f(x) = CG(x) + g(x)− ϕ(x)
∂Φ(w, τ)

Φ(w, τ)∂w
. (2.13)

Подставим его в (2.12) и выпишем слагаемые с
∂Φ(w, τ)

Φ(w, τ)∂w
, с C и без них. Таким образом

получим уравнения для нахождения функций ϕ(x) и g(x):

γ

x
ϕ(0) +

(
(λ+ s)− γ

x

)
ϕ(x)− µ1

∂ϕ(x)

∂x
= −G(x), (2.14)

∂g(x)

∂x
− 1

µ1

(
(λ+ s)− γ

x

)
g(x) =

1

µ1

γ

x
g(0)− 1

µ1(x− 1)
a(s)G(x)−

− 1

µ1(x− 1)

γ

x
G(0) +

1

µ1(x− 1)

(
γ

x
− xs

)
G(x).

(2.15)

Продифференцировав уравнение (2.6) по s, нетрудно убедиться, что оно совпадает с (2.14).

Откуда получаем, что ϕ(x) = ϕ(x, s) =
∂G(x, s)

∂s
=

∂G(x)

∂s
.

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное неоднородное уравнение (2.15) совмест-
но с дополнительным условием g(1) = 0, запишем его решение

g(x) = exp

(
−
∫ 1

x

α(ν) dν

)(
−
∫ 1

x

β(y) exp

(∫ 1

y

α(ν) dν

)
dy

)
,

где

α(ν) =
1

µ1

(
(λ+ s)− γ

ν

)
,

β(y) =
1

µ1

γ

y
g(0)− 1

µ1(y − 1)

(
a(s)G(y) +

γ

y
G(0)−

(
γ

y
− ys

)
G(y)

)
.

Откуда нетрудно получить значение g(0), совпадающее с (2.11).
Рассмотрим уравнение (2.9). Подставим в него разложение

F (2)(w, τ, ϵ) = Φ(w, τ)(1 + jϵwf(1)) +O(ϵ2).

Тогда, с учетом (2.7), разделив на jϵ2 и устремив ϵ → 0, имеем

∂Φ(w, τ)

∂τ
+ (jw)2a(s)Φ(w, τ)f(1) = (jw)2Φ(w, τ) ·

·
(
γ
(
f(1)− f(0)

)
+

∂Φ(w, τ)

wΦ(w, τ)∂w
+ s
(
1− f(1)

))
+

(jw)2

2
a(s)Φ(w, τ).

Подставим (2.13) и с учетом f(1) = C, получим

∂Φ(w, τ)

∂τ
=
(
−1− γϕ(0)

)
w
∂Φ(w, τ)

∂w
− w2

2

(
a(s) + 2

(
s− γg(0)

))
Φ(w, τ).

Рассмотрим
da(s)

ds
:

da(s)

ds
=
(
γG(1)− γG(0)− s

)′
= −γ

∂G(0, s)

∂s
− 1 = −γϕ(0)− 1.

Окончательно получаем

∂Φ(w, τ)

∂τ
= a′(s)w

∂Φ(w, τ)

∂w
− w2

2
b(s)Φ(w, τ). □
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Функция b(s) имеет смысл коэффициента диффузии некоторого нормированного диф-
фузионного процесса, с помощью которого получим аппроксимацию распределения веро-
ятностей числа заявок в блоке восстановления.

2.3. Третий этап асимптотически-диффузионного анализа

К уравнению (2.10) применим обратное преобразование Фурье по переменной w. Тогда
для плотности распределения вероятностей

P (y, τ) =
∂P
{
y(τ) < y

}
∂y

предельного процесса y(τ) запишем уравнение

∂P (y, τ)

∂τ
=

∂
{
a′(s)yP (y, τ)

}
∂y

+
1

2

∂2
{
b(s)P (y, τ)

}
∂y2

,

которое является уравнением Фоккера–Планка для плотности распределения вероятно-
стей P (y, τ) значений центрированного и нормированного предельного числа заявок в блоке
восстановления, а предельный случайный процесс y(τ) является диффузионным с коэффи-
циентом переноса a′(s)y и коэффициентом диффузии b(s).

Рассмотрим процесс z(τ) = s(τ) +
√
µ2y(τ). Так как ϵ =

√
µ2, то можем записать

z(τ) = s(τ) + ϵy(τ). Случайный процесс z(τ) является решением стохастического диф-
ференциального уравнения

dz(τ) = a(z) dτ +
√

µ2b(z) dw(τ),

где w(τ) — винеровский случайный процесс.

2.4. Четвертый этап асимптотически-диффузионного анализа

Рассмотрим стационарную плотность распределения вероятностей для процесса z(τ),
то есть будем полагать, что система функционирует в стационарном режиме

p(z, τ) =
∂P
{
z(τ) < z

}
∂z

= p(z).

Так как z(τ) является решением стохастического дифференциального уравнения, сле-
довательно, процесс является диффузионным с коэффициентом переноса a(z) и коэффи-
циентом диффузии b(z), поэтому его стационарная плотность распределения вероятностей
является решением уравнения Фоккера–Планка

−
(
a(z)p(z)

)′
+

µ2

2

(
b(z)p(z)

)′′
= 0,

которое имеет вид

p(z) =
C

b(z)
exp

{
2

µ2

∫ z

0

a(s)

b(s)
ds

}
,

где C — нормирующая константа. Таким образом, получаем плотность распределения ве-
роятностей нормированного числа заявок в блоке восстановления.
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2.5. Пятый этап асимптотически-диффузионного анализа

На пятом этапе находим дискретную аппроксимацию распределения вероятностей числа
заявок в блоке восстановления. Перейдем от плотности распределения p(z) непрерывного
случайного процесса z(τ) к дискретному распределению P (n) дискретного случайного про-
цесса n(τ). Запишем неотрицательную функцию дискретного аргумента в виде

P1(n) =
C

b(µ2n)
exp

{
2

µ2

∫ µ2n

0

a(s)

b(s)
ds

}
.

Принимая во внимание условие нормировки, запишем следующее дискретное распределе-
ние вероятностей

P
(2)
dif (n) =

P1(n)
∞∑
n=0

P1(n)
,

которое и будем называть диффузионной аппроксимацией распределения вероятностей чис-
ла заявок в блоке восстановления.

Более подробное описание построения диффузионной аппроксимации можно найти
в работах [7, 8].

§ 3. Имитационное моделирование

3.1. Модельное время и события системы

В рамках данного исследования используется дискретно-событийный подход к модели-
рованию, при котором система определена как последовательность событий, происходящих
во времени. Каждое событие происходит в определенный момент и приводит к изменению
состояния системы. Такой подход позволяет учитывать временные зависимости и порядок
наступления событий, которые важны для точного описания моделируемых процессов.

Введём обозначения для моментов наступления основных событий, которыми являются:

• Tλ — поступление положительной заявки;

• Tγ — поступление отрицательной заявки;

• Tµ1 — завершение обслуживания;

• Tµ2 — завершение восстановления.

Вектор состояния системы состоит из:

• i(t) — число обслуживаемых положительных заявок в момент времени t;

• n(t) — число восстанавливающихся заявок в момент времени t.

Чтобы учесть моменты наступления всех событий, введем таймер модального време-
ни Tмод., который на каждой итерации моделирования сдвигается к моменту ближайшего
события.

Корректировку модального времени на каждой итерации можно описать таким образом:

Tмод. = min(Tλ, Tγ, Tµ1 , Tµ2).
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3.2. Алгоритм имитационной модели

Время обслуживания и восстановления — экспоненциальное. Это означает, что случай-
ное время определяется формулой:

− ln
(
R(0, 1)

)
y

,

где y — задаваемый параметр распределения.
Алгоритм имитационной модели можно описать следующим образом.

1. Инициализируем параметры модели, включая параметры поступающих потоков, па-
раметры обслуживания и восстановления, а также начальное состояние системы, на-
чальное и максимальное время моделирования.

2. На каждом этапе генерируются случайные моменты наступления следующих собы-
тий: поступления положительных и отрицательных заявок, окончания обслуживания
и окончания восстановления.

3. Определяем ближайшее событие — минимальный из сгенерированных моментов на-
ступления событий.

4. Обновляем текущее время моделирования до момента этого события.

5. Обновляем состояние системы в зависимости от типа произошедшего события (уве-
личение или уменьшение количества заявок в обслуживании и восстановлении).

6. Фиксируем время, состояние системы и сохраняем информацию о событиях.

7. Повторяем шаги 2–6 до достижения максимального времени моделирования.

8. По результатам всех итераций определяем двумерное распределение вероятностей
числа заявок в системе на основе накопленного времени пребывания в каждом состо-
янии.

9. Определяем одномерные распределения вероятностей числа заявок в блоке обслужи-
вания и в блоке восстановления.

Полное описание алгоритма представлено в работе [9], где подробно изложены все этапы
и особенности реализации.

§ 4. Численные эксперименты и область применимости результатов

Учитывая (2.3), нетрудно с помощью замен и обратного преобразования Фурье полу-
чить распределение вероятностей P

(1)
dif числа заявок в блоке обслуживания. Обозначим че-

рез P (1)
sim и P

(2)
sim распределения вероятностей числа заявок в блоке обслуживания и в блоке

восстановления, соответственно, как результат работы имитационной модели. Для оценки
точности диффузионной аппроксимации будем принимать величины

∆1 = max
0⩽n⩽∞

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(
P

(1)
sim − P

(1)
dif

)∣∣∣∣∣, ∆2 = max
0⩽n⩽∞

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(
P

(2)
sim − P

(2)
dif

)∣∣∣∣∣,
равные расстоянию Колмогорова между функциями распределения вероятностей, получен-
ными методом асимптотически-диффузионного анализа и методом имитационного модели-
рования. Для блока обслуживания — ∆1, для блока восстановления — ∆2.
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Таблица 1. Расстояния Колмогорова ∆1 и ∆2 для различных значений интенсивностей
входящих потоков при указанных интенсивностях µ2 (µ1 = 1).

µ2 1 0,5 0,1 0,01

λ = 0,5; γ = 0,5
∆1 0,005 0,003 4,75 · 10−4 6,25 · 10−4

∆2 0,103 0,098 0,014 0,011

λ = 0,5; γ = 15
∆1 0,006 0,002 8,09 · 10−4 4,70 · 10−4

∆2 0,076 0,050 0,030 0,031

λ = 15; γ = 0,5
∆1 0,002 0,001 9,18 · 10−4 6,22 · 10−4

∆2 0,052 0,011 0,003 0,006

λ = 15; γ = 15
∆1 0,037 0,024 0,006 6,03 · 10−4

∆2 0,010 0,007 0,007 –

Допустимое значение погрешности расстояния Колмогорова будем считать 0,03. Таким
образом, анализируя таблицу 1, начиная с µ2 < 0,1 асимптотически-диффузионная аппрок-
симация является применимой.

§ 5. Заключение

В работе исследована СМО с отрицательными заявками и блоком восстановления мето-
дами асимптотически-диффузионного анализа и имитационного моделирования, получены
распределения вероятностей числа заявок в блоке обслуживания и числа заявок в блоке
восстановления. Установлена область применимости асимптотических результатов.

Теоретические результаты, полученные в работе, расширяют класс математических мо-
делей СМО с отрицательными заявками и их исследований. Практические результаты могут
помочь при анализе проектирования банковских систем на случай учета кибератак.
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In this paper, we consider an infinite-linear queuing system with positive and negative calls and a recovery
unit for distorted positive ones. The main research method is the method of asymptotic diffusion analysis,
which consists in constructing a diffusion approximation of the probability distribution of the number
of calls in the recovery block. One-dimensional probability distributions of the number of calls in the
service block and the number of calls in the recovery block are obtained. The simulation model of the
queuing system functioning is built. The field of applicability of the obtained asymptotic results has been
established.
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