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Для нестационарной линейной управляемой гибридной дискретно-непрерывной системы

{
ẋ(t) = A11(t)x(t) +A12(k)y(k) +B11(t)u(t) +B12(k)v(k),

y(k + 1) = A21(k)x(k) +A22(k)y(k) +B21(k)u(k) +B22(k)v(k)

введены определения равномерной полной управляемости и матрицы Калмана. Доказано, что если

найдется такое ϑ ∈ N, что при всех l ∈ N0 матрица Калмана удовлетворяет неравенству W (l, l+ϑ) >
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Введение

Понятие равномерной полной управляемости линейной нестационарной системы с не-

прерывным временем

ẋ = A(t)x+B(t)u, (t, x, u) ∈ R× R
n × R

m, (1)

было введено Р. Калманом в работе [15] в связи с классической задачей математической тео-

рии управления: минимизировать энергию перевода произвольного начального состояния

системы в начало координат на отрезке фиксированной длины. Оказалось, что управление,

осуществляющее этот перевод, имеет вид

u(t) = −B∗(t)X∗(t, t0)W
−1(t0, t0 + ϑ)x0, t ∈ [t0, t0 + ϑ],

где t0 ∈ R — произвольный начальный момент времени, x0 ∈ R
n — произвольное начальное

состояние системы, X(t, s) — матрица Коши системы (1) с нулевым управлением,

W (t0, t0 + ϑ)
.
=

∫ t0+ϑ

t0

X(t0, s)B(s)B∗(s)X∗(t0, s) ds

— матрица управляемости системы (1), которую позднее стали называть матрицей Калмана.

Согласно определению Калмана, система (1) называется равномерно вполне управляе-

мой, если существуют такие ϑ > 0 и γ > 0, что при всех t0 ∈ R выполнено неравенство

W (t0, t0 + ϑ) > γE,

которое понимается в смысле квадратичных форм, то есть ξ∗W (t0, t0 + ϑ)ξ > γ‖ξ‖2 для

каждого вектора ξ ∈ R
n.

Е. Л. Тонковым в [6] (см. также [7]) было установлено, что система (1) равномерно

вполне управляема тогда и только тогда, когда существуют такие ϑ > 0 и L > 0, что

https://doi.org/10.35634/vm250304


396 Равномерная полная управляемость линейных гибридных систем

при всех t0 ∈ R и x0 ∈ R
n найдется управление u : [t0, t0+ϑ] → R

m, переводящее начальное

состояние x(t0) = x0 системы (1) в конечное состояние x(t0 + ϑ) = 0 и удовлетворяющее

оценке sup
t∈[t0,t0+ϑ]

‖u(t)‖ 6 L‖x0‖. Отметим, что в некоторых случаях этот критерий удоб-

но считать определением равномерной полной управляемости, например, если условия на

коэффициенты системы (1) не обеспечивают существования матрицы Калмана.

Для линейных нестационарных управляемых систем с дискретным временем

x(k + 1) = A(k)x(k) +B(k)u(k), (k, x, u) ∈ Z× R
n × R

m, (2)

понятие равномерной полной управляемости изучалось, в частности, в работах [1, 4, 14].

Оказалось, что при определенных условиях на коэффициенты системы (2) справедливы те

же результаты, что и для систем с непрерывным временем.

В этой статье изучается понятие равномерной полной управляемости нестационарной

линейной гибридной дискретно-непрерывной системы вида

{
ẋ(t) = A11(t)x(t) + A12(k)y(k) +B11(t)u(t) +B12(k)v(k),

y(k + 1) = A21(k)x(k) + A22(k)y(k) +B21(k)u(k) +B22(k)v(k).
(3)

В качестве определения равномерной полной управляемости этой системы выбрано усло-

вие, аналогичное критерию Тонкова. По системе (3) построена система с дискретным вре-

менем, в некотором смысле эквивалентная гибридной системе. В качестве матрицы Калмана

гибридной системы (3) выбрана матрица Калмана эквивалентной дискретной системы. До-

казано, что если найдутся такие ϑ ∈ N и γ > 0, что при всех l ∈ N0 для матрицы Калмана

выполнено неравенство W (l, l + ϑ) > γE, то система (3) равномерно вполне управляема.

В заключение введения отметим, что понятие равномерной полной управляемости ока-

залось очень удобным для решения задач управления асимптотикой решений линейных

систем как с непрерывным [5], так и с дискретным временем [1, 9–11]. Предполагается

применить условие равномерной полной управляемости гибридной системы для решения

аналогичных задач. С этой целью в работе доказана теорема 2 о разрешимости матричной

задачи управления.

§ 1. Основные определения

Пусть e1, . . . , en — канонический ортонормированный базис евклидова пространства R
n

с нормой ‖ · ‖, определяемой равенством ‖x‖ =
√
x∗x (звездочка означает транспонирова-

ние); Z — множество целых чисел, N0 = {0, 1, 2, . . . } — множество целых неотрицатель-

ных чисел. Через R
n×m будем обозначать пространство вещественных матриц размерно-

сти n × m со спектральной нормой, то есть операторной нормой, индуцируемой в R
n×m

евклидовыми нормами в R
m и R

n. Для любого набора векторов ηi ∈ R
n, i = 1, . . . , m,

запись [η1, . . . , ηm] будет обозначать матрицу из R
n×m, имеющую своими столбцами векто-

ры η1, . . . , ηm; E = [e1, . . . , en] ∈ R
n×n — единичная матрица.

Рассмотрим нестационарную линейную управляемую гибридную систему (3), где t ∈
[k, k + 1), k ∈ N0, x ∈ R

n1, y ∈ R
n2 , u ∈ R

m1 , v ∈ R
m2 ; функции A11 : [0,+∞) → R

n1×n1

и B11 : [0,+∞) → R
n1×m1 кусочно непрерывны, могут иметь лишь разрывы первого рода

и непрерывны справа в точках разрыва; управление u : [0,+∞) → R
m1 кусочно непре-

рывно, может иметь лишь разрывы первого рода и непрерывно справа в точках раз-

рыва; функции Aj2 : N0 → R
nj×n2 , Bj2 : N0 → R

nj×m2 (j = 1, 2), A21 : N0 → R
n2×n1,

и B21 : N0 → R
n2×m1 произвольны; управление v : N0 → R

m2 произвольно. Предполагаем,

что нормы всех матриц ограничены положительной величиной a на области определения.

Обозначим n = n1 + n2, m = m1 +m2.
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Допустимыми управлениями называем функции u(·) и v(·), удовлетворяющие постав-

ленным выше условиям. Под решением системы (3) при выбранных допустимых управле-

ниях u(·) и v(·) понимаем функцию

z = z(t) =

(
x(t)
y(k)

)
∈ R

n, t ∈ [k, k + 1), k ∈ N0, (4)

такую, что x(t) и y(k) удовлетворяют системе (3) при t ∈ (k, k + 1), при этом функция x(t)
непрерывна на [0,+∞).

Выберем в системе (3) управления u(t) ≡ 0 ∈ R
m1 и v(k) ≡ 0 ∈ R

m2 , получим свобод-

ную систему {
ẋ(t) = A11(t)x(t) + A12(k)y(k),

y(k + 1) = A21(k)x(k) + A22(k)y(k).
(5)

Множество всех систем вида (5), удовлетворяющих поставленным условиям, обозна-

чим Mn. Пусть X(t, s) — матрица Коши системы

ẋ(t) = A11(t)x(t).

Положим

Z(k + 1, k) =


X(k + 1, k)

∫ k+1

k

X(k + 1, s) ds · A12(k)

A21(k) A22(k)


, k ∈ N0, (6)

Z(k, l) = Z(k, k − 1)Z(k − 1, k − 2) . . . Z(l + 1, l), k, l ∈ N0, k > l. (7)

Лемма 1. Для произвольного решения z(·) системы (5) имеет место равенство

z(k) = Z(k, l)z(l) (8)

при всех k, l ∈ N0, k > l.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем любое l ∈ N0. По формуле Коши для систем с непре-

рывным временем для t ∈ [l, l + 1) имеем равенство

x(t) = X(t, l)x(l) +

∫ t

l

X(t, s) ds · A12(l)y(l).

Переходя к пределу при t → (l + 1)− 0, получим

x(l + 1) = X(l + 1, l)x(l) +

∫ l+1

l

X(l + 1, s) ds · A12(l)y(l).

Из (6) следует, что равенство (8) выполнено для k = l + 1. Справедливость этого равенства

для k > l + 1 вытекает из (7). �

Определение 1. Будем называть матрицу Z(k, l), k, l ∈ N0, k > l, определенную равенства-

ми (6), (7), матрицей Коши гибридной системы (5) в целочисленные моменты времени.
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Обозначим через M0
n подмножество множества Mn, состоящее из систем вида (5), для

которых последовательность
(
Z(k + 1, k)

)
k∈N0

вполне ограничена [3], то есть при каждом

k ∈ N0 существует Z−1(k + 1, k), и найдется такое b > 0, что при всех k ∈ N0 выполнены

неравенства

‖Z(k + 1, k)‖ 6 b, ‖Z−1(k + 1, k)‖ 6 b.

Отметим, что если система (5) принадлежит множеству M0
n, то ее матрица Коши Z(k, l)

может быть доопределена и для k < l равенством

Z(k, l) = Z−1(l, k), l, k ∈ N0, l > k. (9)

Кроме того, положим Z(k, k) = E для каждого k ∈ N0. Тогда равенство (8) выполнено для

всех l, k ∈ N0.

Замечание 1. Всюду ниже будем рассматривать управляемые системы вида (3), для которых

соответствующие свободные системы вида (5) принадлежат множеству M0
n.

§ 2. Равномерная полная управляемость

Следуя Е. Л. Тонкову [6, 7], введем следующее определение.

Определение 2. Система (3) называется равномерно вполне управляемой, если существуют

такие ϑ ∈ N и L > 0, что для каждого l ∈ N0 и любых x0 ∈ R
n1 , y0 ∈ R

n2 найдутся

допустимые управления u : [l, l+ ϑ) → R
m1 , v : [l, l+ϑ− 1]∩N0 → R

m2 такие, что решение(
x(·), y(·)

)
системы (3) с начальными условиями x(l) = x0, y(l) = y0 и с выбранными u(·),

v(·) удовлетворяет равенствам x(l + ϑ) = 0, y(l + ϑ) = 0, при этом

sup
t∈[l,l+ϑ)

‖u(t)‖ 6 Lmax
{
‖x0‖, ‖y0‖

}
,

max
k∈[l,l+ϑ−1]∩N0

‖v(k)‖ 6 Lmax
{
‖x0‖, ‖y0‖

}
.

Рассмотрим подмножество допустимых управлений, состоящее из кусочно-постоянных

функций специального вида.

Определение 3. Классом дискретных управлений назовем множество управлений u(·) вида

u(t) = u(k), k ∈ N0, t ∈ [k, k + 1).

Определение 4. Система (3) называется равномерно вполне управляемой в классе дискрет-

ных управлений, если существуют такие ϑ ∈ N и L > 0, что для каждого l ∈ N0 и любых

x0 ∈ R
n1 , y0 ∈ R

n2 найдутся допустимые управления: дискретное u : [l, l + ϑ) → R
m1 ,

и v : [l, l+ϑ−1]∩N0 → R
m2 такие, что решение

(
x(·), y(·)

)
системы (3) с начальными усло-

виями x(l) = x0, y(l) = y0 и с выбранными u(·), v(·) удовлетворяет равенствам x(l+ϑ) = 0,
y(l + ϑ) = 0, при этом

max
k∈[l,l+ϑ−1]∩N0

‖u(k)‖ 6 Lmax
{
‖x0‖, ‖y0‖

}
,

max
k∈[l,l+ϑ−1]∩N0

‖v(k)‖ 6 Lmax
{
‖x0‖, ‖y0‖

}
.

Замечание 2. В случае, когда условия определений 2 и 4 выполнены для фиксированного

ϑ ∈ N, будем говорить, что система (3) является ϑ-равномерно вполне управляемой.

Очевидно, что выполнено следующее утверждение.
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Утверждение 1. Если система (3) ϑ-равномерно вполне управляема в классе дискретных

управлений, то она является ϑ-равномерно вполне управляемой.

Пусть заданы допустимые управления u(·) и v(·). Рассмотрим произвольное реше-

ние z(·) вида (4) системы (3). Тогда по формуле Коши для систем с непрерывным временем

для t ∈ [k, k + 1), k ∈ N0 получим равенство

x(t) = X(t, k)x(k) +

∫ t

k

X(t, τ) dτA12(k)y(k) +

∫ t

k

X(t, τ)B11(τ)u(τ) dτ +

+

∫ t

k

X(t, τ) dτB12(k)v(k).

Рассмотрим дискретное управление u(t) = u(k), t ∈ [k, k+1), k ∈ N0. Тогда из предыдущего

равенства получим

x(t) = X(t, k)x(k) +

∫ t

k

X(t, τ) dτA12(k)y(k) +

∫ t

k

X(t, τ)B11(τ) dτu(k) +

+

∫ t

k

X(t, τ) dτB12(k)v(k), t ∈ [k, k + 1), k ∈ N0. (10)

При t = k + 1 решение примет вид

x(k + 1) = lim
t→k+1−0

x(t) = X(k + 1, k)x(k) +

∫ k+1

k

X(k + 1, τ) dτA12(k)y(k) +

+

∫ k+1

k

X(k + 1, τ)B11(τ) dτu(k) +

∫ k+1

k

X(k + 1, τ) dτB12(k)v(k).

Следовательно, решение системы (3) в момент времени k + 1 может быть представлено

в виде

z(k + 1) = Z(k + 1, k)z(k) +

(∫ k+1

k
X(k + 1, τ)B11(τ) dτ

B21(k)

)
u(k) +

+

(∫ k+1

k
X(k + 1, τ) dτB12(k)

B22(k)

)
v(k), k ∈ N0.

Обозначим

B(k) =

(∫ k+1

k
X(k + 1, τ)B11(τ) dτ

∫ k+1

k
X(k + 1, τ) dτB12(k)

B21(k) B22(k)

)
, k ∈ N0, (11)

w(k) =

(
u(k)
v(k)

)
, k ∈ N0. (12)

Тогда получим, что решение z(·) системы (3) удовлетворяет линейной управляемой системе

с дискретным временем

z(k + 1) = Z(k + 1, k)z(k) +B(k)w(k), (k, z, w) ∈ N0 × R
n × R

m. (13)

Обратно, пусть задано управление w(·) вида (12), а z = z(k) =

(
x(k)
y(k)

)
, k ∈ N0, — произ-

вольное решение системы (13). Тогда, доопределяя x(t) равенством (10) при t ∈ (k, k + 1),
k ∈ N0, получим, что функция (4) является решением системы (3) с дискретным управле-

нием u(·) и допустимым управлением v(·).
Таким образом, доказано
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Утверждение 2. Система (3) в классе дискретных управлений и система с дискретным

временем (13) эквивалентны в следующем смысле: для любых управлений u = u(k):
N0 → R

m1 и v = v(k) : N0 → R
m2 , для всех l ∈ N0 и z0 ∈ R

n, решения этих систем

с выбранными u(·), v(·) и с начальным условием z(l) = z0 совпадают в моменты времени

t = k для каждого k ∈ N0.

Пусть ϑ ∈ N. Напомним (см. [1,4,14]), что система (13) называется ϑ-равномерно вполне

управляемой, если найдется такое L > 0, что для каждых l ∈ N0 и z0 ∈ R
n существует

управление w = w(k), k = l, l+1, . . . , l+ϑ− 1, переводящее начальное состояние z(l) = z0
системы (13) в конечное состояние z(l + ϑ) = 0 и удовлетворяющее оценке

max
k∈[l,l+ϑ−1]∩N0

‖w(k)‖ 6 L‖z0‖. (14)

Тогда из утверждения 2 получаем следующее утверждение.

Утверждение 3. Система (3) ϑ-равномерно вполне управляема в классе дискретных управ-

лений тогда и только тогда, когда система с дискретным временем (13) ϑ-равномерно

вполне управляема.

Следствие 1. Если система с дискретным временем (13) ϑ-равномерно вполне управляема,

то система (3) ϑ-равномерно вполне управляема.

§ 3. Матрица Калмана

Определение 5. Матрицей управляемости (матрицей Калмана) системы (3) будем называть

матрицу вида

W (l, k) =

k−1∑

j=l

Z(l, j + 1)B(j)B∗(j)Z∗(l, j + 1), k, l ∈ N0, k > l,

где матрица Z(k, l) определяется равенствами (6), (7), (9), а матрица B(k) — равенством (11).

Теорема 1. Система (3) является ϑ-равномерно вполне управляемой в классе дискретных

управлений тогда и только тогда, когда существует γ > 0 такое, что для каждого l ∈ N0

выполнено неравенство

W (l, l + ϑ) > γE. (15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Система (3) ϑ-равномерно вполне управляема в классе дискрет-

ных управлений тогда и только тогда, когда система с дискретным временем (13) ϑ-равно-

мерно вполне управляема, а это, в свою очередь, равносильно [1, теорема 7.1] справедли-

вости неравенства (15) для каждого l ∈ N0. �

Следствие 2. Если существует γ > 0 такое, что неравенство (15) выполнено для каждого

l ∈ N0, то система (3) ϑ-равномерно вполне управляема.

Замечание 3. В доказательстве теоремы 7.1 [1] использовано так называемое калманов-

ское управление, переводящее начальное состояние z(l) = z0 системы с дискретным време-

нем (13) в конечное состояние z(l + ϑ) = 0, имеющее вид

w(k) = −B∗(k)Z∗(l, k + 1)W−1(l, l + ϑ)z0, k ∈ [l, l + ϑ− 1] ∩ N0,

и удовлетворяющее оценке (14), где положительная величина L не зависит от l ∈ N0

и от z0 ∈ R
n.
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Пример 1. Рассмотрим 2-периодическую систему
{
ẋ(t) = a(t)x(t) + u(t) + v(k),

y(k + 1) = y(k) + u(k) + v(k),
(16)

где a(t) =

{
1, t ∈ [2k, 2k + 1),

2, t ∈ [2k + 1, 2k + 2),
k ∈ Z.

Пользуясь определением 5, найдем матрицу Калмана W (l, l + ϑ) системы (16) при про-

извольных l ∈ N0 и ϑ = 2.
Для матрицы Коши свободной системы

{
ẋ(t) = a(t)x(t),

y(k + 1) = y(k),

выполнены равенства

Z(2k + 1, 2k) =

(
e 0
0 1

)
, Z(2k + 2, 2k + 1) =

(
e2 0
0 1

)
, k ∈ Z.

Пользуясь формулой (11), находим матрицы

B(2k) =

(
e− 1 e− 1
1 1

)
, B(2k + 1) =

(
(e2 − 1)/2 (e2 − 1)/2

1 1

)
, k ∈ N0.

1. Рассмотрим четные значения l, то есть возьмем l = 2k, где k ∈ N0. Непосредственные

вычисления приводят к результату

W (2k, 2k + 2) =

(
2(1− e−1)2 + (e−1 − e−3)2/2 2(1− e−1) + (e−1 − e−3)
2(1− e−1) + (e−1 − e−3) 4

)
.

Главные миноры этой матрицы

W11(2k, 2k + 2) = 2(1− e−1)2 + (e−1 − e−3)2/2,

detW (2k, 2k + 2) = (e−3 − 3e−1 + 2)2

положительны, что влечет [8, теорема 7.2.5] положительную определенность матрицы

W (2k, 2k + 2), то есть существует такое γ1 > 0, что при всех k ∈ N0 выполнено нера-

венство W (2k, 2k + 2) > γ1E.

2. Теперь рассмотрим нечетные значения l, то есть возьмем l = 2k+1, где k ∈ N0. Тогда

W (2k + 1, 2k + 3) =

(
(1− e−2)2/2 + 2(e−2 − e−3)2 (1− e−2) + 2(e−2 + e−3)
(1− e−2) + 2(e−2 + e−3) 4

)
.

Главные миноры этой матрицы

W11(2k + 1, 2k + 3) = (1− e−2)2/2 + 2(e−2 − e−3)2,

detW (2k + 1, 2k + 3) = (2e−3 − 3e−1 + 1)2

также положительны, поэтому W (2k + 1, 2k + 3) положительно определена, и существует

такое γ2 > 0, что при всех k ∈ N0 выполнено неравенство W (2k + 1, 2k + 3) > γ2E.

Возьмем γ = min{γ1, γ2}. Тогда для каждого l ∈ N0 выполняется неравенство W (l, l +
+ 2) > γE. Таким образом, в рассмотренном примере 2-периодическая система (16) рав-

номерно вполне управляема на отрезках длины ϑ = 2, то есть длины, равной периоду

системы. Отметим [12,13], что в общем случае для линейных периодических систем с дис-

кретным временем равномерная полная управляемость гарантируется на отрезках длины

ϑ = nω, где n — размерность системы, а ω — период системы.
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§ 4. Матричная задача управления

По формуле Коши для систем с дискретным временем [2, с. 20] получаем, что для

каждого решения системы (13) имеет место равенство

z(k) = Z(k, l)z(l) +

k−1∑

j=l

Z(k, j + 1)B(j)w(j), k, l ∈ N0, k > l. (17)

Теорема 2. Система (3) является ϑ-равномерно вполне управляемой в классе дискретных

управлений тогда и только тогда, когда существует L̂ > 0 такое, что для любого l ∈ N0

и каждой матрицы H ∈ R
n×n существует последовательность

(
D(k)

)
k∈[l,l+ϑ−1]∩N0

⊂
⊂ R

m×n, удовлетворяющая оценке

max
k∈[l,l+ϑ−1]∩N0

‖D(k)‖ 6 L̂‖H − E‖ (18)

и разрешающая матричную задачу управления

C(k + 1) = C(k) + Z(l, k + 1)B(k)D(k), (19)

C(l) = E, (20)

C(l + ϑ) = H. (21)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть система (3) является ϑ-равномерно

вполне управляемой в классе дискретных управлений. Возьмем произвольные l ∈ N0,

H ∈ R
n×n и выберем z0i = (E − H)ei ∈ R

n, i = 1, . . . , n. В соответствии с определени-

ем 4 построим управление wi(k) =

(
ui(k)
vi(k)

)
, k ∈ {l, l + 1, . . . , l + ϑ − 1}, переводящее

начальное состояние z(l) = z0i в конечное состояние z(l + ϑ) = 0 ∈ R
n и такое, что

max
k∈[l,l+ϑ−1]∩N0

‖wi(k)‖ 6 L‖z0i‖.

Тогда из (17) получим

z(l + ϑ) = Z(l + ϑ, l)z0i +

l+ϑ−1∑

j=l

Z(l + ϑ, j + 1)B(j)wi(j) = 0,

поэтому

Z(l + ϑ, l)

(
z0i +

l+ϑ−1∑

j=l

Z(l, j + 1)B(j)wi(j)

)
= 0.

Поскольку матрица Коши невырожденная, то

(E −H)ei +
l+ϑ−1∑

j=l

Z(l, j + 1)B(j)wi(j) = 0.

Положим D(k) = [w1(k), . . . , wn(k)]. Тогда из предыдущего равенства

(E −H)ei +
l+ϑ−1∑

j=l

Z(l, j + 1)B(j)D(j)ei = 0
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для каждого i ∈ {1, . . . , n}. Следовательно,

(E −H) +

l+ϑ−1∑

j=l

Z(l, j + 1)B(j)D(j) = 0,

то есть

H = E +
l+ϑ−1∑

j=l

Z(l, j + 1)B(j)D(j).

Но решение уравнения (19) в совокупности с начальным условием (20) имеет вид

C(k) = E +

k−1∑

j=l

Z(l, j + 1)B(j)D(j),

поэтому C(l + ϑ) = H. Кроме того, для всех k ∈ [l, l + ϑ− 1] ∩ N0 и ξ =
n∑

i=1

ξiei ∈ R
n будут

выполняться оценки

‖D(k)ξ‖ = ‖
n∑

i=1

ξiD(k)ei‖ = ‖
n∑

i=1

ξiwi(k)‖ 6

n∑

i=1

|ξi|‖wi(k)‖ 6 ‖ξ‖
n∑

i=1

‖wi(k)‖ 6

6 ‖ξ‖
n∑

i=1

L‖z0i‖ = ‖ξ‖
n∑

i=1

L‖(E −H)ei‖ 6 nL‖ξ‖‖E −H‖.

Определяя L̂ = nL, получаем

‖D(k)‖ = max
‖ξ‖6=0

‖D(k)ξ‖
‖ξ‖ 6 L̂‖E −H‖, k ∈ [l, l + ϑ− 1] ∩ N0,

поэтому оценка (18) выполнена.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Предположим, что для произвольных l ∈ N0 и H ∈ R
n×n существу-

ет последовательность D(k) ∈ R
m×n, k = l, l + 1 . . . , l + ϑ − 1, такая, что последователь-

ность C(k), k = l, . . . , l + ϑ − 1, заданная уравнением (19), и начальным условием (20),

удовлетворяет конечному условию (21), и неравенство (18) выполняется для некоторого

положительного L̂.

Рассмотрим любые l ∈ N0 и z0 ∈ R
n. Суммируя (19) от k = l до k = l+ ϑ− 1, получаем

l+ϑ−1∑

j=l

Z(l, j + 1)B(j)D(j) = H − E.

Пусть H = E + [−z0, 0, . . . , 0]. Определим управление w(k) = D(k)e1. Тогда

z(l + ϑ) = Z(l + ϑ, l)

(
z0 +

l+ϑ−1∑

j=l

Z(l, j + 1)B(j)D(j)e1

)
=

= Z(l + ϑ, l)

(
(E −H)e1 +

l+ϑ−1∑

j=l

Z(l, j + 1)B(j)D(j)e1

)
=

= Z(l + ϑ, l)

(
E −H +

l+ϑ−1∑

j=l

Z(l, j + 1)B(j)D(j)

)
e1 = Z(l + ϑ, l)(E −H +H −E)e1 = 0.
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Кроме того,

max
k∈[l,l+ϑ−1]∩N0

‖w(k)‖ 6 sup
k∈[l,l+ϑ−1]∩N0

‖D(k)‖ 6 L̂‖H − E‖ = L̂‖(H − E)e1‖ = L̂‖z0‖.

Это означает, что система (3) является ϑ-равномерно вполне управляемой в классе дискрет-

ных управлений. �

Следствие 3. Условие теоремы 2 достаточно для ϑ-равномерной полной управляемости

системы (3).
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We consider a non-stationary linear hybrid discrete-continuous control system

{
ẋ(t) = A11(t)x(t) +A12(k)y(k) +B11(t)u(t) +B12(k)v(k),

y(k + 1) = A21(k)x(k) +A22(k)y(k) +B21(k)u(k) +B22(k)v(k).

The concepts of uniform complete controllability and the Kalman matrix for this system are introduced.

It is proved that if there exist ϑ ∈ N and γ > 0 such that, for all l ∈ N0, for the Kalman matrix, an

inequality W (l, l + ϑ) > γI is valid, then the hybrid system is uniformly completely controllable.
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