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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ СТЕПЕННОЙ ЖИДКОСТИ
В АППАРАТЕ С ЛОПАСТНОЙ МЕШАЛКОЙ

Представлены результаты математического моделирования течения степенной жидкости в смеси-

тельном аппарате лопастного типа. Численное решение задачи основано на методе контрольного

объема и процедуре SIMPLE, реализованных на неравномерной ортогональной сетке. Исследована

картина распределения кинематических характеристик в объеме и изучена структура потока с вы-

делением характерных циркуляционных зон для псевдопластичной, ньютоновской и дилатантной

реологий. Для оценки процесса смешения во времени решена задача о перераспределении ансам-

бля маркерных частиц, в начальный момент расположенных в выделенной области и движущихся

со скоростью среды. Проведены параметрические исследования двух технологических критериев:

интеграла от диссипативной функции, показывающего энергетические затраты на организацию те-

чения; оригинальной характеристики, рассчитываемой по текущему распределению маркерных ча-

стиц, позволяющей оценить однородность перемешивания.
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Введение

Процессы механического перемешивания жидких масс в специализированных аппара-

тах, направленные на достижения требуемого уровня однородности, часто встречаются

в химической, пищевой, металлургической и других индустриях. Математическое описа-

ние течений, реализующихся при смешении, осложнено необходимостью учета неньюто-

новских свойств и неканонической областью течения. Так же в некоторых процессах среда

является многофазной, например, в процессе диспергирования твердых частиц или газо-

вых пузырьков по объему жидкости. Эффективная организация технологического процесса

требует детальных знаний о характеристиках потока в смесителях [1]. Такие знания мож-

но успешно получать с использованием аппарата вычислительной гидродинамики [2, 3].

Аналитические решения удается получить для узкого круга задач с большим числом допу-

щений.

Результаты численных исследований течений ньютоновской и степенной жидкостей

в смесительных аппаратах представлены в [4–7]. Отмечается, что для псевдопластичной

жидкости характерным является наличие зон с высокими значениями эффективной вязко-

сти, которые могут приводить к снижению качества смешения. В работе [8] введена ха-

рактеристика однородности для оценки качества смешения на основе расчета уравнения

конвективной диффузии для концентрации трассеров. Исследования влияние геометриче-

ских особенностей якорных мешалок на процесс течения степенной жидкости в аппарате

описаны в [9]. Экспериментальные исследования течений псевдопластичной жидкости опи-

саны в [10, 11].

В отдельный класс выделяется задача исследования процесса диспергирования твердых

частиц и газовых пузырьков по объему жидкости. При ее численном решении используются

смешанные лагранже-эйлеровые методы. Результаты исследования процесса диспергирова-

ния с использованием смесительных аппаратов с мешалками представлены в [12, 13].

https://doi.org/10.35634/vm250307
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Тем не менее исследования в области численного моделирования течений высоковязких

неньютоновских сред в смесительных аппаратах требуют дальнейшего развития, с точки

зрения более глубокого понимания структуры потока и механизмов перемешивания. Це-

лью настоящей работы было численное исследование течения степенной жидкости в сме-

сительном аппарате с вращающейся с постоянной скоростью однолопастной мешалкой,

анализ структуры потока и оценка качества процесса смешения с помощью ансамбля мар-

керных частиц. Количественно перемешивание оценивалось с помощью распространенного

в технологии числа мощности и оригинального параметра неоднородности. Рассмотренная

однолопастная конфигурация аппарата интересна с точки зрения качества смешения ненью-

тоновских сред, так как, например, двухлопастная мешалка может создавать большие зоны

неоднородного смешения [7, 14], а для псевдопластичной реологии характерно формирова-

ние областей с низкой интенсивностью течения [15] и, как следствие, с низкой скоростью

перемешивания.

§ 1. Постановка задачи

Рассматривается плоское течение реологически сложной жидкости в смесительном ап-

парате с однолопастной мешалкой, которая вращается с постоянной угловой скоростью ω
(рис. 1). Математическую основу образуют уравнение движения и неразрывности, записан-

ные в полярной системе координат, связанной с мешалкой в безразмерной, дивергентной

форме:
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Здесь U , V — угловая и радиальная составляющие скорости соответственно, t — время,

r и ǫ — радиальная и угловая координата, ω = 1 — безразмерное значение угловой скорости

вращения мешалки, Re = ρω2−nR2/k — число Рейнольдса, R — радиус смесительного ап-

парата, k — коэффициент консистенции, n — степень нелинейности среды, ρ — плотность

жидкости.

Система замыкается реологическим уравнением Оствальда–де Виля, согласно которому

эффективная вязкость µ определяется следующей формулой:

µ = (I2)
n−1

2 ,

где I2 — второй инвариант тензора скоростей деформации. При обезразмеривании дли-

ны использовался масштаб R, времени — ω−1, скорости — ωR, давления — ρω2R, вязкос-

ти — kωn−1. При n < 1 жидкость ведет себя как псевдопластичная жидкость, при n > 1 —

как дилатантная, при n = 1 — как ньютоновская.
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Рис. 1. Расчетная область

В качестве граничных условий на твердых стенках используются условия прилипания.

В начальный момент времени скорость жидкости в области течения равна нулю. Решение

задачи заключается в отыскании установившихся полей скорости и давления.

С целью оценки качества процесса смешения в начальный момент времени в выде-

ленные области случайным образом располагаются маркерные частицы двух видов, как

показано на рис. 1. Их движение рассчитывается в предположении, что скорость совпадает

со скоростью жидкой фазы, и частицы не оказывают на поток никого влияния:

drp
dt

= V (rp, ǫp),
dǫp
dt

= U(rp, ǫp), (4)

где rp, ǫp — координаты маркерной частицы. Такая математическая модель адекватно описы-

вает процесс перераспределения твердых частиц субмиллиметровых размеров и небольшой

концентрации в высоковязких средах [16].

Используемые в работе значения безразмерного критерия Re и реологического парамет-

ра n соответствуют случаям ламинарных течений многих полимерных жидкостей в про-

мышленных и лабораторных смесительных аппаратах с умеренными скоростями вращения

мешалки. При этом движение среды в аппарате можно разложить на три составляющие: ра-

диальную, тангенциальную и осевую, количественное соотношение которых зависит от гео-

метрических, реологических и технологических параметров. При низких значениях числа

Рейнольдса в исследуемой области превалируют радиальная и тангенциальная составляю-

щие [14, 17], что оправдывает допущение о двумерной постановке.

§ 2. Метод решения

Поставленная задача решается численно. Область решения дискретизируется с помо-

щью ортогональной разнесенной сетки с неравномерным шагом, для сохранения пропор-

ции размеров контрольного объема по мере роста радиальной координаты (рис. 1). Диффе-

ренциальные уравнения движения и неразрывности (1)–(3) дискретизируются с помощью

метода контрольного объема. Уравнение неразрывности удовлетворяется с использованием



Е. И. Борзенко, Д. Н. Гарбузов, М. А. Ефремов 441

алгоритма SIMPLE [18]. Для обеспечения устойчивости расчетов используется нижняя ре-

лаксация для поправки давления. Так как математическая постановка записана в системе

координат, движущейся вместе с лопастной мешалкой, то в этой системе внешняя стен-

ка вращается с угловой скоростью −ω, а мешалка неподвижна, что значительно упрощает

реализацию численного метода.

Интегрирование уравнений (4) выполняется с использованием схемы Рунге–Кутты вто-

рого порядка точности.

Проверка аппроксимационной сходимости разработанного алгоритма проведена для за-

дачи течения псевдопластичной жидкости (Re = 1, n = 0.7) в коаксиальном зазоре, на по-

следовательности сеток. Количественно порядок сходимости оценивался с помощью инте-

грала по области от диссипативной функции (таблица 1).

Таблица 1. Результаты численного эксперимента

Количество узлов в сетке N = 10× 39 N = 20× 78 N = 40× 156

Φ 0.564793 0.561203 0.560447

Порядок сходимости можно оценить по следующей формуле:
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)

= 2.248,

где индексы соответствуют количеству разбиений области течения по радиусу. Все даль-

нейшие расчеты проведены на сетка с 40 разбиениями.

§ 3. Результаты

Кинематика потока степенной жидкости в аппарате с однолопастной мешалкой харак-

теризуется формированием циркуляционных зон в ее окрестности, которые оказывают зна-

чимое влияние на качество смешения. На рис. 2 представлены распределения модуля век-

тора скорости и линии тока после установления течения в системе координат, движущейся

вместе с мешалкой. Для псевдопластичной жидкости (рис. 2, а) реализуются две изолиро-

ванные зоны C1 и C2, расположенные перед и после лопасти по ходу ее движения. С ро-

стом параметра нелинейности их размеры уменьшаются и возникает новая циркуляцион-

ная зона C0 (рис. 1, б), огибающая центральное тело. Для дилатантной среды при n = 1.5
(рис. 1, в) реализуется одна зона C0. В области потока с радиальной координатой больше

радиуса мешалки линии тока для всех рассмотренных случаев практически не отличаются

от окружностей, то есть отсутствует радиальная составляющая вектора скорости. В этой

зоне течение имеет сдвиговой характер.

Анализ распределения магнитуды скорости по области течения показывает, что для

псевдопластичной жидкости интенсивное движение наблюдается только в окрестности ло-

патки, в остальной части потока скорости невысокие. Для дилатантной среды в области,

ограниченной радиусом лопатки, реализуется достаточно интенсивное движение. Макси-

мальные скорости наблюдаются в окрестности внешней кромки лопасти для всех рассмот-

ренных значений параметра нелинейности, при этом для псевдопластичной жидкости здесь

расположена область низких значений эффективной вязкости, а для дилатантной — наобо-

рот, высоких, что иллюстрирует рис. 3. Характерным является формирование двух зон ло-

кальных экстремумов вязкости на внешней стенке.

Эффективность перемешивания определяется макроструктурой потока в рабочем объе-

ме аппарата, которая для рассматриваемого типа смесителя включает сдвиговой поток, при-

мыкающий к внешней стенке, и циркуляционные зоны в окрестности лопасти. Размеры
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Рис. 2. Распределение магнитуды вектора скорости и линии тока при Re = 1: (а) n = 0.5
(псевдопластичная жидкость); (б) n = 1 (ньютоновская жидкость); (в) n = 1.5 (дилатантная

жидкость)
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Рис. 3. Распределение эффективной вязкости при Re = 1: (а) n = 0.7 (псевдопластичная

жидкость); (б) n = 1.3 (дилатантная жидкость)

и конфигурация последних зависят от параметров среды и скорости вращения мешалки

и, во многом, определяют качество смешения, что иллюстрируется с помощью маркерных

частиц.

Процесс перераспределения частиц по объему смесителя с течением времени представ-

лен на рис. 4, 5, 6 для псевдопластичной, ньютоновской и дилатантной жидкостей. Здесь

и на последующих рисунках синими линиями отмечены циркуляционные зоны. После од-

ного оборота картины распределения частиц практически одинаковы. После пяти оборотов

основные отличия наблюдаются в окрестности лопасти. Наличие одной циркуляционной

зоны C0 для дилатантной жидкости (рис. 6, д), огибающей центральное тело, заставляет

частицы перераспределятся по ее объему. Видно, что после 10 оборотов мешалки практи-

чески все частицы переместились с одной стороны мешалки на другую. Напротив, наличие

двух изолированных циркуляционных зон C1 и C2 около лопасти для псевдопластичной сре-

ды (рис. 4, д) ограничивает процесс смешения: маркерные частицы не попадают в область

зоны C1, которая в начальный момент времени не содержала их. Течение ньютоновской

жидкости (рис. 5, д) характеризуется наличием зоны C0, которая обеспечивает частичное

перераспределение маркеров в «пустые» области, и зон C1 и C2, ограничивающих пере-

движение частиц. Течение вне этих зон носит сдвиговой характер с формированием слоис-
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Рис. 4. Распределение маркеров для псевдопластичной жидкости при Re = 1 и n = 0.7
в момент времени: (а) 0 оборотов; (б) 1 оборот; (в) 5 оборотов; (г) 10 оборотов; (д) 80 обо-

ротов
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Рис. 5. Распределение маркеров для ньютоновской жидкости при Re = 1 и n = 1 в момент

времени: (а) 0 оборотов; (б) 1 оборот; (в) 5 оборотов; (г) 10 оборотов; (д) 80 оборотов

той структуры из маркерных частиц, масштаб которой со временем уменьшается и после

80 оборотов практически не наблюдается. Анализ движения частиц двух видов, отмеченных

на рисунках зеленым и красным цветом, показывает, что вне зависимости от реологической

модели не происходит перемешивания частиц двух видов между собой.

В качестве количественной характеристики процесса смешения применяется безразмер-

ное число мощности [19]

Np =
P

ρω3(2R)5
=

Φ

32Re
,

где P и Φ — размерное и безразмерное значения интеграла от диссипативной функции

N1

N2

−ω

(а) (б) (в) (г) (д)

Рис. 6. Распределение маркеров для дилатантной жидкости при Re = 1 и n = 1.3 в момент

времени: (а) 0 оборотов; (б) 1 оборот; (в) 5 оборотов; (г) 10 оборотов; (д) 80 оборотов
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по области течения Ω:

Φ =

∫∫

Ω

µ(I2)

{
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}

r dr dǫ.

Таблица 2. Значение характеристики Φ в зависимости от определяющих параметров

NP n = 0.5 n = 0.7 n = 1 n = 1.3 n = 1.5

Re = 1 62.59 69.22 81.28 95.87 107.19

Re = 10 0.6297 0.6956 0.8156 0.9612 1.0744

Re = 40 0.04112 0.04537 0.05293 0.06199 0.06885

Величина NP в стационарном режиме показывает потери на вязкое трение и характери-

зует энергетические затраты на организацию течения. В таблицe 2 приведены значения NP

в зависимости от степени нелинейности и числа Рейнольдса для случая установившего-

ся течения. В рассматриваемом диапазоне изменения наблюдается практически линейный

рост характеристики с увеличением n при постоянном значении Re. Наиболее интенсивное

движение с высокими градиентами компонент вектора скорости реализуется в окрестности

внешней кромки мешалки для всех случаев (рис. 2). Для дилатантной жидкости эта область

соответствует высоким значениям вязкости, чем объясняются более высокие значения NP

по сравнению с псевдопластичной реологией. Увеличение числа Рейнольдса соответствует

уменьшению вязких слагаемых по отношению к конвективным, а следовательно, и вязкой

диссипации, что приводит к снижению параметра NP и проявлению инерциальных эф-

фектов. В частности, изменяются границы циркуляционных зон, и они теряют симметрию

относительно лопатки.

На рис. 7 представлены картины распределения маркеров после 80 оборотов для раз-

личных значений чисел Re при прочих равных для псевдопластичной реологии. Видно, что

с ростом Re циркуляционная зона C1 увеличивается в размерах, а C2 — уменьшается, что

приводит к формированию «пустой» области (без маркерных частиц) достаточно больших

размеров. В области, примыкающей к внешней стенке, качественно картина не изменяется,

течение носит сдвиговой характер со слоистой структурой распределения маркеров. Слу-

чай дилатантной реологии проиллюстрирован на рис. 8. Увеличение параметра Re приводит

к формированию изолированной циркуляционной зоны C1, которая ограничивает процесс

перераспределения маркеров по области и ухудшает качество смешения. Таким образом,

при больших числах Рейнольдса (Re > 40) доминирующую роль в перераспределении мар-

керов играет зона C1 как при n = 0.7, так и при n = 1.3, и макроструктуры потоков схожи.

А в случае низких значений чисел Рейнольдса (Re < 1) макроструктура определяется сте-

пенью нелинейности.

На основе распределения маркеров был рассчитан параметр неоднородности, который

позволяет оценить качество смешения с течением времени. Область течения разбивается

на четыре четверти, как показано на рис. 4, а (t = 0), и в каждый момент времени вычисля-

ется количество маркеров N1 и N2 в первой и третьей четверти соответственно. Значение

параметра неоднородности определяется по следующей формуле:

ν(t) =
N1(t)−N2(t)

N1(t) +N2(t)
.

Поведения характеристик ν с течением времени для трех реологий проиллюстрированы

на рис. 9 при Re = 1. Хотя распределения полей вектора скорости и давления устанавлива-

ются со временем, значение ν имеет нестационарный характер вследствие неравномерного
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(а) (б) (в) (г)

Рис. 7. Распределение маркеров для псевдопластичной жидкости в момент времени после

80 оборотов для n = 0.7: (а) Re = 1; (б) Re = 20; (в) Re = 40; (г) Re = 100

(а) (б) (в) (г)

Рис. 8. Распределение маркеров для дилатантной жидкости в момент времени после 80 обо-

ротов для n = 1.3: (а) Re = 1; (б) Re = 20; (в) Re = 40; (г) Re = 100

начального положения маркерных частиц по области и их перераспределения со временем.

Во всех случаях наблюдается колебательная составляющая с частотой, соответствующей

частоте вращения мешалки. Для псевдопластичной жидкости амплитуда колебаний изме-

няется слабо из-за наличия изолированных циркуляционных зон C1 и C2. Для дилатант-

ной жидкости можно выделить еще одну низкочастотную моду (относительно частоты вра-

щения мешалки), которая связана с периодическим движением частиц в циркуляционной

зоне C0. Амплитуда колебаний при этом со временем уменьшается, так как распределение

частиц в циркуляционной зоне становится однороднее. Ньютоновскому случаю свойствен-

ны обе тенденции, так как в нем реализуются зоны обоих типов.

На рис. 10, 11 представлены зависимости характеристики неоднородности ν от времени

для псевдопластичной и дилатантной жидкости при различных числах Re. В случае псевдо-

пластической жидкости (рис. 10) рост Re приводит к увеличению изолированной зоны C1,

при этом зона C2 значительно уменьшается в размерах и формируется огибающая зона C0

(рис. 7). Как следствие, амплитуда колебаний характеристики ν увеличивается приблизи-

тельно в два раза при увеличении Re с 10 до 40, а при Re = 100 реализуется низкочастотная

мода. Для дилатантной жидкости (рис. 11) огибающая зона C0 (рис. 7) реализуется во всем

рассмотренном диапазоне чисел Re, что приводит к наличию низкочастотной моды даже

при малых Re (рис. 11, а).

В таблице 3 представлены осредненные абсолютные значения характеристики ν по

20 оборотам. С ростом n ее уменьшение объясняется увеличением интенсивности оги-

бающей зоны C0, обеспечивающей перераспределение маркеров в областях, примыкающих

к мешалке, и уменьшением изолированных зон. Увеличение числе Re от 1 до 100 приводит

к росту неоднородности в связи с увеличением зоны C1.
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Рис. 9. Зависимость характеристики неоднородности от числа оборотов M для Re = 1:
(а) n = 0.5; (б) n = 1; (в) n = 1.5
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Рис. 10. Зависимость характеристики неоднородности от числа оборотов M для псевдопла-

стичной жидкости при n = 0.7: (а) Re = 10; (б) Re = 40; (в) Re = 100

ν

M0 8 16 24 32

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

(а)

ν

M0 8 16 24 32
−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

(б)

ν

M0 8 16 24 32

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

(в)

Рис. 11. Зависимость характеристики неоднородности от числа оборотов M для дилатант-

ной жидкости при n = 1.3: (а) Re = 10; (б) Re = 40; (в) Re = 100
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Таблица 3. Значение характеристики Φ в зависимости от определяющих параметров

ν n = 0.5 n = 0.7 n = 1 n = 1.3 n = 1.5

Re = 1 0.0272658 0.0354808 0.0297292 0.0210561 0.0141081

Re = 10 0.031032 0.0423515 0.0316751 0.0252839 0.0165773

Re = 40 0.0663916 0.067812 0.0543761 0.0376333 0.0267969

Re = 100 0.097038 0.0908906 0.0722198 0.0639671 0.0545119

Заключение

Выполнены параметрические исследования плоских течений степенной жидкости в од-

нолопастной мешалке с использованием оригинальной программы расчета в диапазоне из-

менения чисел Re от 1 до 100 и степени нелинейности от 0.5 до 1.5. Представлены рас-

пределения компонент скорости, вязкости и линий тока, иллюстрирующие структуру по-

тока. Характерным является формирование в окрестности мешалки циркуляционных зон

двух типов: изолированные зоны C1 и C2, расположенные перед и после лопасти по ходу

ее движения; зона C0, огибающая центральное тело. Качество смешения проанализиро-

вано с помощью распределенного по области потока ансамбля маркерных частиц. На его

основе вычислен критерий неоднородности. Для псевдопласичной жидкости при низких

значениях Re реализуются изолированные зоны. Наличие последних ограничивает процесс

смешения, так как маркеры не попадают в зону C1 и не покидают зону C2. Случай дила-

тантной реологии характеризуется зоной C0, которая огибает центральное тело мешалки

и, как следствие, не ограничивает перераспределение маркеров. В области, примыкающей

к внешней стенке смесителя, кинематика потока имеет сдвиговой характер, а маркерные

частицы образуют слоистые структуры, масштаб которых уменьшается со временем. При

числах Re порядка 100 во всем исследуемом диапазоне степеней нелинейности картина те-

чения характеризуется наличием зоны C1 достаточно больших размеров, которая снижает

качество смешения. Так же процесс перемешивания исследован с помощью числа мощно-

сти и параметра неоднородности, которые позволяют количественно описать выявленные

качественные закономерности.

Финансирование. Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда

(проект № 24–29–00594).
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The article presents the results of mathematical modeling of a power-law fluid flow in a blade stirrer

mixing apparatus. The numerical solution of the problem is based on the control volume method and the

SIMPLE procedure implemented on a non-uniform orthogonal grid. The distribution pattern of kinematic

characteristics in the volume is investigated, and the flow structure is studied with the allocation of

characteristic circulation zones for pseudoplastic, Newtonian and dilatant rheologies. To assess the mixing

process over time, the problem of redistribution of an ensemble of marker particles initially located in

the selected region and moving with the velocity of the medium is solved. Parametric studies of two

technological criteria are carried out: the integral of the dissipative function showing the energy costs of

organizing the flow; the original characteristic calculated from the current distribution of marker particles,

allowing one to estimate the homogeneity of mixing.
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