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АНАЛИЗ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ УСЕЧЕННЫХ КОНИЧЕСКИХ
ОБОЛОЧЕК ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ, ЗАПОЛНЕННЫХ ЖИДКОСТЬЮ

Представлены результаты численных исследований собственных колебаний усеченных прямых ко-

нических оболочек вращения, полностью заполненных идеальной сжимаемой жидкостью. Толщина

оболочек непостоянна вдоль образующей и изменяется по различным законам. Поведение упру-

гой конструкции и жидкой среды описывается в рамках классической теории оболочек, основан-

ной на гипотезах Кирхгофа–Лява, и уравнений Эйлера. Уравнения движения оболочки совместно

с соответствующими геометрическими и физическими соотношениями сводятся к системе обык-

новенных дифференциальных уравнений относительно новых неизвестных. Акустическое волновое

уравнение, записанное относительно гидродинамического давления, преобразуется к системе диф-

ференциальных уравнений с помощью метода обобщенных дифференциальных квадратур. Реше-

ние сформулированной краевой задачи осуществляется методом ортогональной прогонки Годунова

и сводится к вычислению собственных частот колебаний. Для этой цели используется сочетание

пошаговой процедуры с последующим уточнением найденных значений в полученном диапазоне

методом Мюллера. Достоверность получаемых результатов подтверждена сравнением с известными

численными решениями. Для оболочек с различными углами конусности и комбинациями гранич-

ных условий (свободное опирание, жесткое и консольное закрепления) исследованы зависимости

низших частот колебаний, полученных при степенном (линейном и квадратичном, имеющих сим-

метричную и несимметричную формы) и гармоническом (с положительной и отрицательной кри-

визной) изменении толщины. Оценено влияние граничных условий на возможность существования

конфигураций (угол конусности, закон изменения толщины, отношение максимальной и минималь-

ной толщины профиля), обеспечивавших повышение фундаментальной частоты по сравнению с обо-

лочками постоянной толщины при ограничениях на вес конструкции.
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Введение

Известно [1–3], что переменная толщина является одним из инструментов оптимизации

конструкций. Она позволяет не только уменьшать массу изделий при соблюдении накла-

дываемых на них эксплуатационных требований, но и изменять их прочностные харак-

теристики за счет перераспределения материала в критических областях без увеличения

общей массы. Использование неоднородной толщины способствует улучшению механиче-

ских свойств тонкостенных тел, увеличивая их жесткость в зонах с высокими напряже-

ниями и уменьшая количество материала в менее нагруженных частях. Поскольку даже

незначительная неоднородность конструкции оказывает влияние на ее частотный спектр,

анализ влияния различных законов изменения толщины на динамические характеристики

стал предметом исследований многочисленных публикаций.

Тонкостенные оболочки вращения c гладко-переменным или ступенчато-переменным

изменением толщины находят широкое применение в авиационно-космической технике,

машиностроении, строительной индустрии в виде основных или вспомогательных эле-

ментов сложных конструкций. Наиболее интенсивно исследованы пустые цилиндрические
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и конические оболочки, толщина которых переменна в меридиональном или окружном на-

правлениях [4–7]. В этих работах, выполненных с использованием различных численных

методов, изучено влияние неоднородной толщины на напряженно-деформированное состо-

яние, частоты собственных или вынужденных колебаний, границы упругой, аэроупругой

или термоупругой устойчивости. В значительно меньшей степени представлены исследова-

ния оболочек вращения, взаимодействующих с жидкостью.

Аналитическое решение задачи о собственных колебаниях содержащей жидкость ци-

линдрической оболочки с линейным изменением толщины представлено в [8]. Конструкция,

рассматриваемая в рамках теории оболочек Флюгге, разбивается на участки с постоянной

толщиной, объединение которых осуществляется с помощью метода передаточных матриц.

В работах [9, 10] с помощью методов передаточной матрицы и степенных рядов исследу-

ются подкрепленные конические оболочки, описываемые уравнениями Флюгге. Проанали-

зировано влияние граничных условий на частоты колебаний оболочек, толщина которых

изменяется линейно, параболически, ступенчато или остается неизменной. Теория оболо-

чек типа Тимошенко, учитывающая деформации поперечного сдвига, и метод передаточных

матриц используются в [11] для анализа собственных колебаний конических оболочек с тра-

пециевидным продольным сечением при различных геометрических параметрах и вариан-

тах граничных условий. В перечисленных выше работах учет сжимаемой жидкой среды

осуществляется по предложенному в [12] алгоритму, согласно которому тело конической

формы разбивается по длине на ряд цилиндрических сегментов с постоянным радиусом,

в пределах которых гидродинамическое давление вычисляется по аналитической формуле

с использованием функций Ганкеля. Свободные колебания полностью заполненной жидко-

стью двухслойной жестко закрепленной цилиндрической оболочки переменной толщины

исследованы в [13] с использованием сплайнов Бикли для аппроксимации перемещений

и углов поворота. Толщина одного из слоев меняется по линейному, экспоненциальному

или синусоидальному закону. Гибридный метод конечных элементов (МКЭ), в котором

точные функции перемещений определяются непосредственно из уравнений теорий обо-

лочек Сандерса, используется в [14] для анализа гидроупругого взаимодействия подкреп-

ленной конической оболочки с линейным распределением толщины. В работе [15] в рамках

классической теории оболочек исследованы собственные колебания жестко закрепленных

и консольных двухслойных конических оболочек с линейным, экспоненциальным и сину-

соидальным изменением толщины слоев. Для аппроксимации перемещений применяются

сплайны Бикли третьего и пятого порядков. В двух последних работах гидродинамическое

давление несжимаемой жидкости вычисляется с помощью предложенного в [16] аналити-

ческого выражения, записанного относительно угла при вершине и окружной гармоники,

которое методом разделения переменных получено из волнового уравнения, записанного

в сферической системе координат. Влияние различных законов изменения толщины на низ-

шие частоты колебаний частично заполненной сжимаемой жидкостью цилиндрической обо-

лочки с разными вариантами граничных условий исследовано в работе [17] с помощью

комбинации методов ортогональной прогонки (ОПГ) и обобщенных дифференциальных

квадратур (ОДК). Частотный и динамический анализ погруженной в жидкость комбини-

рованной конструкции, состоящей из подкрепленной цилиндрической оболочки со ступен-

чатым изменением толщины и торцевых пластин, осуществлен в [18]. Решение основано

на совместном использовании методов конечных и граничных элементов, применяемых

для моделирования упругих тел, описываемых теорией оболочек Доннела, и несжимаемой

жидкости соответственно.

Из представленного обзора следует, что анализ конических оболочек переменной тол-

щины, содержащих жидкость, ограничен только отдельными сочетаниями некоторых па-

раметров. Детальное исследование различных комбинаций углов конусности и законов из-
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менения толщины, направленное на выявление оптимальных конфигураций, обеспечиваю-

щих, например, максимизацию низшей частоты колебаний, в литературе не представлено.

Выполнение такого анализа является целью данной работы. Также отметим, что в отличие

от процитированных публикаций в качестве объекта исследования рассматривается кониче-

ская оболочка прямой формы. У таких конструкций радиус нижнего (левого) края больше

верхнего (правого). Как продемонстрировано в недавней статье [19], различие в частотах

между прямой и перевернутой формами может быть весьма значительным в случае несим-

метричных граничных условий, что требует детального изучения динамического поведения

каждой из них.

Как и в упомянутой работе [17] численное решение задачи основано на совместном ис-

пользовании методов ОДК [20] и ОПГ, предложенной Годуновым [21]. Для конической обо-

лочки эта комбинация более предпочтительна из-за невозможности получения аналитиче-

ского выражения для гидродинамического давления. Наряду с методами конечных или гра-

ничных элементов она позволяют достаточно точно описывать поведение жидкости на смо-

ченной поверхности. Однако в отличие от более универсальных методов предлагаемый

подход в случае осесимметричных тел обладает большей точностью и эффективностью, что

продемонстрировано при исследовании изотропных или слоистых цилиндрических и кони-

ческих оболочек [22–25].

§ 1. Постановка задачи

Рассматривается прямая вертикально ориентированная усеченная коническая оболочка

вращения (рис. 1) высотой L, длиной образующей l = L/ cosA, радиусами R1, R2 и углом

при вершине A, полностью заполненная идеальной сжимаемой жидкостью объемом Vf .
Толщина оболочки h = h(ξ) переменна по образующей и математически описывается как

h = he (1 + g(ξ)). Здесь ξ = s/l — безразмерная координата, g(ξ) — функция ξ, определя-

ющая закон изменения толщины, he — толщина, вычисляемая из условия эквивалентности

масс относительно референсной h0. Рассматриваемые в работе законы изменения толщи-

ны определяют следующие профили: 1–2 — линейный несимметричный и симметричный;

3–4 — квадратичный несимметричный и симметричный; 5–6 — гармонический выпуклый

и вогнутый; 7–8 — несимметричные линейный и квадратичный, толщина которых меняет-

ся от минимального значения к максимальному. Схематичное изображение перечисленных

профилей и соответствующие им значения параметров приведены на рис. 2 и в таблице 1.

Указанный в таблице 1 параметр k характеризует переменность толщины. При его значе-

нии k = 0 толщина оболочки постоянна и равна h = h0. Вместо параметра переменности

толщины k более удобно использовать безразмерный параметр β = k + 1 = hmax/hmin, ко-

торый имеет явный физический смысл. Здесь hmax и hmin — максимальная и минимальная

толщина профиля соответственно. Примеры профилей эквивалентной массы при различ-

ных значениях параметра β и разных законах изменения толщины приведены в [4]. Исхо-

дя из условия эквивалентности масс ставится задача исследования влияния переменности

толщины, определяемой по разным законам, на низшую частоту колебаний усеченной ко-

нической оболочки, полностью заполненной жидкостью, при различных углах конусности

и кинематических граничных условиях, задаваемых на краях.

§ 2. Основные соотношения

Малые колебания сжимаемой жидкости описываются линеаризованными уравнениями

Эйлера, которые в акустическом приближении сводятся к волновому уравнению относи-
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Рис. 1. Расчетная схема усеченной прямой конической оболочки, заполненной жидкостью

тельно гидродинамического давления p [26]
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где (x, α, θ) — сферическая система координат, cf — скорость звука в жидкости.

Гидродинамическое давление p должно удовлетворять следующим условиям:
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• верхней и нижней поверхностях жидкости

x = a/cosα :
∂p

∂x
= 0, x = (a+ L)/cosα :
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= 0, (4)

 Профиль 1 Профиль 3 Профиль 5 Профиль 7

Профиль 2 Профиль 4 Профиль 6 Профиль 8

Рис. 2. Схематичные изображения продольных сечений оболочки c различными вариантами

изменения толщины

где ρf — плотность жидкости, w — нормальная компонента вектора перемещений оболочки.

Условия (4) характеризуют взаимодействие жидкости с недеформируемыми поверхностями.
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Таблица 1. Параметры законов изменения толщины

Профиль 1 Профиль 2 Профиль 3 Профиль 4

g(ξ) = k |ξ − 1| g(ξ) = k |2ξ − 1| g(ξ) = k(ξ − 1)2 g(ξ) = k(2ξ − 1)2

he =
2h0

2+k
he =

2h0

2+k
he =

3h0

3+k
he =

3h0

3+k

Профиль 5 Профиль 6 Профиль 7 Профиль 8

g(ξ) = k sin (πξ) g(ξ) = k [1− sin (πξ)] g(ξ) = kξ g(ξ) = kξ2

he =
πh0

2k+π
he =

πh0

πk+π−2k
he =

2h0

2+k
he =

3h0

3+k

Применение метода ОПГ требует преобразования волнового уравнения (1) к системе

обыкновенных дифференциальных уравнений. Для аппроксимации по координате α ис-

пользуется метод ОДК [20]. Область жидкости разбивается на n равных углов αi, в любом

из которых производные l-го порядка функции p(x, α, θ) заменяются взвешенной суммой

значений функции во всех углах

∂lp(x, αi, θ)

∂αl
=

n
∑

k=1

c
(l)
ik p(x, αk, θ), i = 1, n, l = 1, m, (5)

где m = n − 1, а весовые коэффициенты c
(l)
ik вычисляются по известным рекуррентным

формулам [20]. С учетом (5) и граничных условий (2)–(3) получим вместо (1) следующую

систему уравнений [27]

∂2pi
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+
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1
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−
1

c2f

∂2pi
∂t2

= 0, i = 2, m. (6)

Выражения для производных p
(1)
i (x, θ) и p

(2)
i (x, θ) приведены в [27].

Для классической теории оболочек, основанной на гипотезах Кирхгофа–Лява, компо-

ненты вектора деформации Eij записываются в виде [28]

E11 = ε11 + zκ11, E22 = ε22 + zκ22, E12 = ε12 + 2zκ12, (7)

где

ε11 = u′ + r1w, ε22 = v• + γu+ r2w, ε12 = v′ + u• − γv,

κ11 = θ′1, κ22 = θ•

2 + γθ1, κ12 = θ•

1 − γθ2 + r2v
′,

θ1 = −w′ + r1u, θ2 = −w• + r2v,

(· · · )′ =
1

A1

∂ (· · · )

∂s
, (· · · )

•
=

1

A2

∂ (· · · )

∂θ
, γ =

1

A2

A′

2.

Здесь: (s, θ, z) — криволинейная система координат; A1 и A2 — коэффициенты Ламе;

r1 и r2 — кривизны; u, v — меридиональная и окружная составляющие вектора перемещений

оболочки; θ1 и θ2 — углы поворота недеформируемой нормали.

Физические соотношения, устанавливающие связь между вектором усилий и момен-

тов T и вектором обобщенных деформаций ε = {ε11, ε22, ε12, κ11, κ22, 2κ12}
T
, в матричном

виде записываются как

T = {T11, T22, S,M11,M22, H}T = Dε =

[

a b

b c

]

ε, (8)
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где коэффициенты, входящие в матрицу жесткостей D, являются функциями координаты ξ
и определяются известным образом [28].

Уравнения движения оболочки имеют вид [28]

T ′

11 + γ (T11 − T22) + S• + r1 (Q11 −H •)− ρ0
∂2u

∂t2
= 0,

S ′ + 2γ (S + r1H) + T •

22 + r2 (Q22 +H ′)− ρ0
∂2v

∂t2
= 0, (9)

Q′

11 + γQ11 +Q•

22 − r1T11 − r2T22 − ρ0
∂2w

∂t2
+ pn = 0,

M ′

11 + γ (M11 −M22) +H • −Q11 = 0, H ′ + 2γH +M •

22 −Q22 = 0,

где Qii — поперечные силы, ρ0 =

∫ h(ξ)/2

−h(ξ)/2

ρ dz , ρ — плотность материала оболочки.

Раскладывая все компоненты (6), (7), (8) в ряды Фурье по координате θ

X(s, θ) =
∑

j=0
Xj(s) cos(jθ), Y (s, θ) =

∑

j=0
Yj(s) sin(jθ),

X = {u, w, θ1, E11, E22, K11, K22, T11, T22,M11,M22, Q11, p},

Y = {v, θ2, E12, K12, S,H,Q22},

сводим геометрические (7) и физические (8) соотношения, а также уравнения движения (9)

к системе восьми обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка относи-

тельно новых неизвестных [28]

y1 = T11, y2 = S + 2r2H, y3 =M11, y4 = Q11 + jH,

y5 = u, y6 = v, y7 = w, y8 = θ1.

Здесь j — номер гармоники при разложении в ряд Фурье, j = j/A2. С учетом этого и ис-

пользуя представление для движения в виде y(t) = y exp(iωt), запишем искомую систему

следующим образом

y′ = f (j, ω,y) , (10)

где

f1 = j (2r2H − y2)− ψ (y1 − T22)− r1y4 − ω2ρ0y5,

f2 = jT22 − 2ψy2 − r2Q22 − ω2ρ0y6,

f3 = y4 − ψ (y3 −M22)− 2jH, (11)

f4 = r1y1 − ψy4 + r2T22 − j (Q22 + 2ψH)− pn − ω2ρ0y7,

f5 = ε11 − r1y7, f6 = ε12 + ψy6 + jy5, f7 = −y8 + r1y5, f8 = κ11.

Здесь ω — характеристический показатель, i2 = −1. Входящие в выражения (11) величины

приведены в работе [27].

С учетом разложения в ряд Фурье система уравнений (6) в нормальном виде Коши

может быть записана как

dy7+2(i−1)

dx
= y8+2(i−1),

dy8+2(i−1)

dx
= −

p
(2)
i (x)

x2
+
y7+2(i−1)

x2

(

j2

sin2αi

−
p
(1)
i (x)

tgαi

−
x2ω2

c2f

)

−
2y8+2(i−1)

x
, (12)

где y7+2(i−1) = pi(x), i = 2, m.
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§ 3. Метод решения

Объединенная система уравнений (10), (12), совокупное число неизвестных которой

составляет N = 8 + 2m, c соответствующими однородными граничными условиями, зада-

ваемыми на краях оболочки и столба жидкости

yi|s=0δi + yi+4|s=0 (1− δi) = 0, i = 1 . . . 4, yi|x=(a+L)/cosα = 0, i = 10, 12 . . .N/2, (13)

yi|s=lδi+4 + yi+4|s=l (1− δi+4) = 0, i = 1 . . . 4, yi|x=a/cosα = 0, i = 10, 12 . . .N/2, (14)

решается методом ОПГ [21] с численным интегрированием дифференциальных уравнений

методом Рунге–Кутты четвертого порядка точности. В уравнениях (13)–(14) δi = 0, если

заданы кинематические, и δi = 1, если заданы статические граничные условия.

Общее решение систем представляется в виде

y =

N/2
∑

k=1

Ckyk,

где Ck — некоторые константы и yk — совокупность линейно независимых решений объеди-

ненных систем, удовлетворяющих граничным условиям (13). После интегрирования по за-

данному интервалу и удовлетворения граничных условий (14) для определения постоян-

ных Ck получим следующую алгебраическую систему

N/2
∑

k=1

Ckfik = 0, i = 1, . . . , N/2. (15)

Искомая задача сводится к вычислению таких значений ω, при которых существует нетри-

виальное решение системы (15), необходимым условием которого является равенство ну-

лю определителя матрицы |fik (ω)| = 0. Значения ω, при которых происходит смена знака

определителя |fik|, вычисляются с использованием шаговой процедуры и уточняются в по-

лученном диапазоне методом Мюллера [29, 30].

§ 4. Численные результаты

В численных примерах рассматриваются свободно опертые (v = w = T11 = M11 = 0,
SS), жестко защемленные (u = v = w = θ1 = 0, CC) на обоих краях или консольно за-

крепленные (T11 = 0, S + 2r2H = 0,M11 = 0, Q11 + jH = 0, CF) конические оболочки

(L = 0.9144 м, Rm = 0.876 м, h = 0.0015 м, модуль упругости E = 200 ГПа, коэффи-

циент Пуассона ν = 0.3, ρ = 7800 кг/м3), полностью заполненные сжимаемой жидкостью

(ρf = 1000 кг/м3, cf = 1500 м/с). При варьировании геометрических параметров высота

оболочки L и средний радиус Rm = 0.5(R1 + R2) остаются неизменными при различных

углах конусности. Их предельные значения подчиняются условию tg A < 2Rm/L и соот-

ветствуют размерам эквивалентной по объему цилиндрической оболочки.

Верификация описанного выше алгоритма в случае конических оболочек, взаимодей-

ствующих с жидкостью, осуществлена в работах [19, 24, 27]. Достоверность результатов,

получаемых для оболочек переменной толщины оценена на следующем примере. Рассмат-

ривается пустая перевернутая коническая оболочка (ν = 0.3, R2/R1 = 0.5, hmin/hmax = 0.5,
hmax/R2 = 0.01), толщина которой изменяется согласно линейному закону в симметрич-

ной конфигурации (Профиль 7). На рис. 3 приведены зависимости параметра частоты

λ4 = 12ρR4
2ω

2(1 − ν2)/(Eh2max) от номера окружной гармоники j, полученные для обо-

лочек с разными вариантами граничных условий и углов конусности для трех первых по-

луволн в меридиональном направлении ι. Здесь представлено сравнение с результатами
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работы [31], где данная задача решалась методом передаточной матрицы в рамках теории

оболочек Флюгге. Из представленных данных следует, что имеет место хорошее согласова-

ние с известным решением.

jj

λλ

ι = 1ι = 1

ι = 2
ι = 2

ι = 3
ι = 3

а б
00 44 88

3

9

7

12

17 15

Рис. 3. Сравнение параметра частоты λ для пустой конической оболочки с линейным из-

менением толщины (Профиль 7) для разных комбинаций граничных условий: линии —

работа [31], символы — расчет; а — SS, A = 45◦; б — CF, A = 30◦

На рис. 4 показаны зависимости низшей частоты ω от угла конусности A. Они получены

для пустых и полностью заполненных жидкостью конических оболочек постоянной толщи-

ны (β = 1), имеющих различные граничные условия. В случае симметричного закрепления

(CC и SS) повышение угла при вершине оболочек приводит к снижению фундаментальной

частоты, что обусловлено ростом образующей поверхности. Однако для консольно закреп-

ленных оболочек наблюдается противоположная картина. Повышение частоты имеет место

вплоть до определенного значения A. При фиксированном среднем радиусе Rm увеличение

угла при вершине A приводит к росту одного радиуса и уменьшению другого. Закрепление

большего из них повышает жесткость системы и, следовательно, приводит к росту частоты

до тех пор, пока эффекты на свободном крае не становятся доминирующими. Аналогичная

особенность в поведении собственных частот в зависимости от угла конусности была выяв-

лена ранее как для пустых, так и заполненных жидкостью перевернутых оболочек [32, 33].

Рост низшей частоты пустой жестко закрепленной только по большему радиусу оболочки

продемонстрирован в работе [34]. В случае перевернутых оболочек поведение частоты с ро-

стом угла конусности является идентичным для любого варианта граничных условий [19].

Продемонстрированное на рис. 4 поведение фундаментальной частоты при симметричных

и несимметричных граничных условиях не является обязательным, а в большей мере опре-

деляется соответствующим выбором геометрических параметров. Например, в работе [35]

при варьировании размеров пустой оболочки, исходя из условия lsin A/R2 = const, рост

низшей частоты осуществляется на широком диапазоне углов при вершине не только при

свободном опирании или жестком закреплении обоих краев, но и при сочетании этих усло-

вий. Аналогичные зависимости представлены в [36] и для консольно закрепленных оболо-

чек как в случае заделки края с меньшим радиусом, так и с большим. В указанных публика-

циях сопоставление с эквивалентными цилиндрическими оболочками не осуществляется.

При выбранном способе пересчета геометрических параметров с ростом угла при вер-

шине происходит изменение жесткости в осевом и окружном направлениях. Вследствие

этого меняется не только спектр собственных частот колебаний, но и окружная мода, соот-

ветствующая низшей частоте. На кривых, представленных на рис. 4, символами обозначены

места смены формы колебаний. Волновое число для низшей моды возрастает с увеличе-

нием ограничений на краях конструкции и уменьшается с ростом угла конусности [37].
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В частности, в случае жесткого закрепления пустой оболочки (рис. 4, a) окружная мода по-

следовательно снижается с j = 13 до j = 9, для SS — 11 . . . 7. При консольном закреплении

снижение j сменяется скачкообразным повышением при изменении тренда роста частоты

на ее снижение: 9 . . . 6, 8, 9. Жидкость, заполняющая внутренний объем оболочки, за счет

своей присоединенной массы способствует снижению частот колебаний и волновых чисел

для низших мод (рис. 4, б), не оказывая качественного влияния на их зависимости от угла:

CC — 12 . . . 8; SS — 10 . . . 6; CF — 8 . . . 5, 7, 8.
На рис. 5 представлены результаты, полученные для оболочек переменной толщины,

полностью заполненных жидкостью. Здесь приведены зависимости параметра частоты Ω
от угла конусности, вычисленные для оболочек с разными граничными условиями и пара-

метром переменности толщины β равным 2, 5 и 8. Параметр частоты Ω представляет собой

отношение частот ωi/ω0, соответствующих оболочкам с неравномерной ωi и равномерной

толщиной ω0, вычисленных при одном и том же угле конусности. Цифры на графиках

соответствуют номеру профиля. Здесь же приведена пунктирная линия (Ω = 1), которая

наглядно позволяет оценить наличие профилей с неравномерной толщиной, частота кото-

рых выше равномерной. Символами на кривых, как и ранее, показано изменение гармоник

с низшей частотой. Переменная по длине жесткость конструкции также оказывает на них

влияние, незначительно расширяя диапазон как в область меньших, так и больших значе-

ний, по сравнению с постоянной. Для некоторых профилей последовательности чередова-

ний минимальных гармоник остаются неизменными. Однако углы конусности, при которых

осуществляются переходы от одной формы к другой, различаются.

Для всех вариантов граничных условий изменение кривых в области значений, близких

к максимальным, демонстрирует существенное различие в поведении оболочек с равно-

мерной и неравномерной толщиной. Резкий рост у одних кривых, как и падение у других

отражает, возможно, особенности рассматриваемой геометрии. Повышение угла конусности

приводит к значительному уменьшению минимального радиуса, при котором нивелирует-

ся различие в граничных условиях (рис. 4), а с вычислительной точки зрения появляются

дополнительные требования к качеству дискретизации этой области.

Из представленных на рис. 5 данных можно заключить, что в случае оболочек, полно-

стью заполненных жидкостью, можно подобрать такой профиль с неравномерным распре-

делением толщины, который будет обеспечивать более высокую фундаментальную частоту

колебаний системы оболочка–жидкость. Этот вывод справедлив как для конической обо-

лочки, так и цилиндрической, что согласуется с результатами работы [17], где аналогичные
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Рис. 4. Зависимости низших частот ω (Гц) от угла конусности A, полученные для прямых

пустых (а) и заполненных жидкостью (б) оболочек постоянной толщины (β = 1) с разными

комбинациями граничных условий
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Рис. 5. Зависимости параметра частоты Ω от угла конусности A, полученные для оболочек

переменной толщины β = 2 (а, г, ж), β = 5 (б, д, з) и β = 8 (в, е, и) при различных

комбинациях граничных условий: а, б, в — CC; г, д, е — SS; ж, з, и — CF

вычисления осуществлялись при других геометрических размерах. При этом выбор подхо-

дящего профиля строго зависит от заданного варианта граничных условий, что совпадает

с данными, полученными для пустых оболочек [4]. В частности, для жестко закреплен-

ных оболочек, с учетом высказанного замечания относительно поведения частот при высо-

ких углах конусности, невозможно подобрать профиль с неравномерным распределением

толщины, обеспечивающий повышение частоты при любом угле при вершине. В случае

свободно опертых оболочек гармонически выпуклый профиль (Профиль 5) оказывается

просто идеальным для данного типа граничных условий, обеспечивая повышение частоты

фактически на всем диапазоне варьируемого параметра. Наоборот, профили с симметрич-

ным изменением толщины (2, 4 и 6) не рекомендуется использовать в случае симметрич-

ных граничных условий (SS или CC), поскольку в этом случае снижение частоты может

быть значительным. При консольном закреплении несколько законов изменения толщины,

а именно тех, у которых толщина, приходящаяся на свободный край, является наиболь-
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шей, способствуют значительному росту частоты, особенно при малых значениях парамет-

ра переменности толщины β. Среди всех рассмотренных вариантов наибольшая максими-

зация фундаментальной частоты достигается при β = 5. В случае консольного закрепления

неравномерный квадратичный симметричный профиль (Профиль 4) обеспечивает повыше-

ние более чем на 21% для угла A = 36◦. При свободном опирании рост в пределах 10%

достигается для гармонически выпуклого профиля (Профиль 5) при A = 29◦.
Среди исследуемых профилей можно отметить те, толщина которых меняется от мини-

мального значения к максимальному (Профили 7 и 8), которые в некотором роде оказывают-

ся универсальными, так как обеспечивают повышение частоты для двух типов граничных

условий на достаточно широком диапазоне углов конусности. При более высоких значени-

ях переменности толщины (β = 5 или β = 8), эти преимущества исчезают. Отметим, что

с повышением параметра β поведение кривых для всех законов изменения толщины ка-

чественно не меняется. При этом повышение отношения максимальной толщины профиля

к минимальной, за некоторым исключением, уменьшает значение параметры частоты Ω.

§ 5. Заключение

Представлены результаты численного исследования собственных частот колебаний вер-

тикальных прямых усеченных конических оболочек, полностью заполненных идеальной

сжимаемой жидкостью, толщина которых меняется вдоль образующей по степенному или

гармоническому законам. Решение краевой задачи выполнено методом ортогональной про-

гонки Годунова, в котором осуществлено интегрирование связанных систем обыкновенных

дифференциальных уравнений для оболочки и жидкости. Проанализировано влияние угла

конусности, граничных условий и отношения максимальной толщины профиля к мини-

мальной на фундаментальные частоты колебаний и соответствующие им окружные моды.

Осуществлено сравнение частот, получаемых для оболочек с переменной и постоянной тол-

щиной, при одинаковых углах конусности и условии эквивалентности масс. Выявлено, что

для оболочек, толщина которых неравномерно распределена вдоль образующей, существо-

вание конфигураций, при которых возможно повышение частоты по сравнению с оболочкой

постоянной толщины, определяется заданной комбинацией граничных условий. Продемон-

стрировано, что для конкретного угла конусности и определенных граничных условий под-

бором закона изменения толщины и параметра переменности толщины можно добиться

максимизации низшей частоты колебаний при сохранении массы оболочки неизменной.

Финансирование. Работа выполнена в рамках государственного задания (регистрационный

номер темы 124020700047-3) и реализации программы создания и развития научного центра

мирового уровня «Сверхзвук» на 2020–2025 гг (расчеты оболочек постоянной толщины).
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The article presents the results of numerical studies of natural vibrations of truncated straight conical shells

of revolution completely filled with an ideal compressible fluid. The shell thickness is not constant along

the generatrix and changes according to various laws. The behavior of the elastic structure and liquid

medium is described in the framework of the classical shell theory, which is based on the Kirchhoff–

Love hypotheses and the Euler equations. The equations of shell motion together with the corresponding

geometric and physical relations are reduced to a system of ordinary differential equations with respect

to new unknowns. The acoustic wave equation written with respect to the hydrodynamic pressure is

transformed to a system of differential equations using the method of generalized differential quadrature.

The solution of the formulated boundary value problem is developed by the Godunov orthogonal sweep

method and is reduced to the calculation of natural vibrational frequencies. To this end, a step-by

step computational procedure is applied in combination with the subsequent refinement of the found

values in the obtained range by the Muller method. The validity of the results obtained is verified by

comparison with the known numerical solutions. For shells with different cone angles and combinations of

boundary conditions (free support, rigid clamping and cantilevered support), the dependence of the lowest

vibration frequencies obtained with a power (linear and quadratic, having symmetric and asymmetric

forms) and harmonic (with positive and negative curvature) thickness change were investigated. The

influence of boundary conditions on the possibility of the existence of configurations (cone angle, law of

thickness variation, ratio of maximum or minimum cross-section thickness) that ensured an increase in

the fundamental frequency compared to shells of constant thickness with restrictions on the weight of the

structure was estimated.
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