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Для произвольного твёрдого тела строится семейство равномоментных ему систем Рауса, определя-

емое семью независимыми параметрами. Каждому решению из семейства отвечает система из пяти

точечных масс — четыре точки образуют невырожденный тетраэдр, а пятая точка располагается в его

центре масс. Найденное решение является самым широким обобщением ранее полученных резуль-

татов и содержит их как частные случаи. Решение не допускает дальнейшего обобщения без уве-

личения числа точечных масс. У твёрдого тела и равномоментной ему системы Рауса совпадают

моменты распределения масс вплоть до второго порядка. Неединственность равномоментных си-

стем позволяет ставить задачу нахождения такой системы, которая наилучшим образом приближает

моменты распределения масс старших порядков.
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Введение

Как известно, для произвольного тяжёлого твёрдого тела можно указать эквивалентные

распределения масс, для которых свойства динамики тела остаются одинаковыми при оди-

наковых начальных условиях. Такие динамически неразличимые системы называются рав-

номоментными или динамически эквивалентными. Общие требования к равномоментным

системам изложены Э.Дж. Раусом в [1]: две материальные системы будут равномоментны-

ми, если они обладают одинаковой массой, их центры масс совпадают, а также совпадают

матрицы тензоров инерции относительно совпадающих систем координат.

При описании движения твёрдого тела в центральном ньютоновском поле сил сформу-

лированная Э. Дж. Раусом концепция равномоментных систем также остаётся справедли-

вой, а получающиеся при этом результаты будут точными в рамках так называемого спут-

никового приближения, то есть случая, когда в разложении гравитационного потенциала

в виде ряда по естественному малому параметру — отношению характерного размера тела

к расстоянию до притягивающего центра — сохраняются слагаемые вплоть до второго по-

рядка малости включительно. Такое приближение зачастую оказывается достаточным для

предсказания и описания основных динамических эффектов, обуславливающих движение

тела, см., например, [2].

Для твёрдого тела можно указать несколько равномоментных систем, и некоторые из них

могут оказаться более удобными для вычислений, чем другие. Э. Дж. Раус [1] предложил

строить для тел равномоментные им системы материальных точек. Так, для описания пере-

мещения тела в пространстве требуется равномоментная система из, по меньшей мере, че-

тырёх жёстко связанных между собой точечных масс [3–5]. В работе [3] также обсуждается

вопрос о количестве свободных параметров — степеней свободы системы — в зависимости

от числа точек, формирующих систему. Доказывается ряд утверждений общего характера,

например, что образы равномоментных систем при аффинных преобразованиях также бу-

дут равномоментными системами, или, что аффинное преобразование преобразует данную

систему в равномоментную ей систему тогда и только тогда, когда оно не меняет эллипсоид

https://doi.org/10.35634/vm250310


486 О применении равномоментных систем Рауса

инерции. В работе [5] обсуждаются различные необходимые условия равномоментности си-

стем точечных масс и доказывается их эквивалентность. При построении равномоментной

системы для твёрдого тела ограничиваются рассмотрением системы четырёх материаль-

ных точек равных масс, имеющей шесть степеней свободы [1, 3–5], см. также [6]. Попытка

систематизации таких систем точечных масс для наперёд заданного тела предпринимает-

ся в [7]. В [7] для произвольного задаваемого твёрдого тела построено семейство систем

четырёх материальных точек равных масс, имеющее три степени свободы, и указана её

явная параметризация. Системы будут равномоменты телу при любых значениях парамет-

ров семейства. Трём степеням свободы отвечает три поворота порождающего семейство

правильного тетраэдра около его барицентра.

Цель настоящего исследования — обобщить результаты работ [6, 7]. Будем рассматри-

вать системы из пяти материальных точек различных масс, четыре из которых образуют

невырожденный тетраэдр, а пятая точка помещается в его центре масс. Такая система масс

имеет семь степеней свободы. Ставится задача выполнить параметризацию такого семей-

ства явно.

Принимая во внимание, что у твёрдого тела и равномоментной ему системы совпадают

моменты распределения масс вплоть до второго порядка, имеющие место степени свобо-

ды позволяют ставить задачу нахождения такой системы, которая бы наилучшим образом

приближала моменты распределения масс старших порядков.

§ 1. Постановка задачи

Э. Дж. Раус (см. [1, пример 10, с. 39; пример 3, с. 41; замечание к п. 44, с. 451]) пред-

ложил ставить в соответствие телу B массы I000 =
∫∫∫

B
dm равномоментную ему систему

из четырёх материальных точек с равными массами, каждая из которых равна 3I000/20n
2,

n ∈ R \ {0}, и пятой точки (вводимой для дополнения массы всей системы точек до массы

тела I000), помещённой в центре масс тела.

Обобщим постановку задачи и будем полагать массы всех пяти точек различными: mi,

i = 1, . . . , 5. Система масс будет динамически эквивалентна телу B при выполнении условия

SMST = Σ, (1.1)

S =









1 1 1 1
x1 x2 x3 x4

y1 y2 y3 y4
z1 z2 z3 z4









, M =









m1 0 0 0
0 m2 0 0
0 0 m3 0
0 0 0 m4









, Σ =

(

I000 −m5 RT

R I

)

,

где qi = (xi, yi, zi)
T — радиус-вектор точечной массы mi, i = 1, 2, 3, 4, в системе отсчё-

та Oxyz, жёстко связанной с телом B, q = (x, y, z)T — радиус-вектор элементарной мас-

сы dm тела B, R =
∫∫∫

B
q dm — вектор-столбец, характеризующий положение центра масс

тела B, I =
∫∫∫

B
q⊗ q dm — 3× 3-матрица моментов распределения масс второго порядка,

⊗ — символ диадного произведения.

Выражение (1.1) — это система из десяти алгебраических уравнений на семнадцать

неизвестных {xi, yi, zi, mi}, i = 1, 2, 3, 4, и m5. Каждому её решению отвечает система пяти

точечных масс, равномоментная телу B. Наличие свободных неизвестных (семи) позволяет

ставить задачу поиска такого решения системы (1.1), чтобы у тела B и равномоментной ему

системы точечных масс были бы наиболее близкие моменты инерции третьего порядка.

§ 2. Частные решения системы (1.1)

Построение общего решения начнём с рассмотрения частных решений. Ограничим-

ся рассмотрением четырёх материальных точек равных масс, то есть будем полагать



Е. А. Никонова 487

m1 = m2 = m3 = m4 = I000/4, m5 = 0. С телом B жёстко свяжем систему отсчета Oxyz,
начало которой совпадает с центром масс тела, а оси сонаправлены с его главными ося-

ми инерции. Это приводит к тождествам I100 = I010 = I001 ≡ 0, I110 = I101 = I011 ≡ 0,
а матрица I принимает диагональный вид I = diag (I200, I020, I002).

2.1. Простое частное решение

Под простым частным решением системы (1.1) будем понимать решение системы,

не имеющее каких-либо свободных неизвестных. Рассмотрим, например, правильный тет-

раэдр с ребром 2
√
2, барицентр которого совпадает с началом отсчета — точкой O, а одна

из его вершин располагается на оси Oz. Умножив каждую компоненту радиусов-векторов

на множители ρx =
√

I200/I000, ρy =
√

I020/I000, ρz =
√

I002/I000, соответственно, приходим

к выражениям:

P1 : P2 : P3 : P4 :

x1 = 0, x2 = 2

√
6

3
ρx, x3 = −

√
6

3
ρx, x4 = −

√
6

3
ρx,

y1 = 0, y2 = 0, y3 =
√
2ρy, y4 = −

√
2ρy,

z1 = ±
√
3ρz, z2 = ∓

√
3

3
ρz, z3 = ∓

√
3

3
ρz, z4 = ∓

√
3

3
ρz.

Непосредственной проверкой можно убедиться, что совокупность T± точек с масса-

ми I000/4, располагающихся в вершинах построенного тетраэдра, является равномоментной

системой для тела B.

2.2. Двухпараметрическое семейство частных решений

Решение из предыдущего пункта допускает следующее обобщение. Будем искать четыре

материальных точки P1, P2, P3, P4 с массами m1 = µI000, µ ∈ (0; 1), m2 = m3 = m4 =
= I000(1− µ)/3, координаты которых

P1 :





0
0
z1



, P2 :





x2

y2
z2



, P3 :





x3

y3
z3



, P4 :





x4

y4
z4





удовлетворяют системе из девяти уравнений


















x2 + x3 + x4 = 0, y2 + y3 + y4 = 0, µz1 +
1− µ

3
(z2 + z3 + z4) = 0,

x2y2 + x3y3 + x4y4 = 0, x2z2 + x3z3 + x4z4 = 0, y2z2 + y3z3 + y4z4 = 0,

x2

2 + x2

3 + x2

4 =
3

1− µ
ρ2x, y22 + y23 + y24 =

3

1− µ
ρ2y, µz21 +

1− µ

3

(

z22 + z23 + z24
)

= ρ2z.

Эта система обладает двумя двухпараметрическими семействами решений, отличаю-

щихся друг от друга противоположным расположением точек относительно плоскости Oxy
и зависящих от параметров µ и α ∈ [0; 2π):

P1 : P2 : P3 : P4 :

m1 = µI000, m2 =
1− µ

3
I000, m3 =

1− µ

3
I000, m4 =

1− µ

3
I000,

x1 = 0, x2 = Θ2 cosα ρx, x3 = Θ2 cosα+ ρx, x4 = Θ2 cosα− ρx,

y1 = 0, y2 = Θ2 sinα ρy, y3 = Θ2 sinα+ ρy, y4 = Θ2 sinα− ρy,

z1 = ±Θ1ρz, z2 = ∓Θ−1

1 ρz, z3 = ∓Θ−1

1 ρz, z4 = ∓Θ−1

1 ρz,
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где Θ1 =
√

1/µ− 1, Θ2 =
√

2/(1− µ), α± = α± 2π/3.
Рассмотрим семейство решений Tα,µ, для которого точка P1 располагается на положи-

тельной полуоси Oz. Для другого семейства утверждения будут аналогичны «с точностью

до знака».

Точки Pk, k = 2, 3, 4, равноудалены от главной центральной плоскости инерции Oxy,

располагаются в плоскости Π: z = −ρz/Θ1 (< 0). Чем больше масса m1, сосредоточенная

в точке P1, тем точка P1 ближе к плоскости Oxy, а точки Pk, k = 2, 3, 4, в свою очередь, —

дальше от плоскости Oxy. Для точек Pk, k = 2, 3, 4, справедливо следующее

Предложение 2.1. Точки P2, P3 и P4 для любого значения угла α принадлежат эллипсу

x2

(Θ2ρx)
2
+

y2

(Θ2ρy)
2
= 1,

расположенному в плоскости Π.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прямая проверка позволяет убедиться в справедливости утвер-

ждения. �

2.3. Связь между решениями

Рассмотренные системы T± и Tα,µ обладают одним общим важным свойством. Чтобы

продемонстрировать его, рассмотрим систему (1.1) для каждого из этих решений.

Для T± имеем:

S = ST± = KRT±,

K =









1 0 0 0
0 ρx 0 0
0 0 ρy 0
0 0 0 ρz









, RT± =









1 1 1 1

0 2
√
6/3 −

√
6/3 −

√
6/3

0 0
√
2 −

√
2

±
√
3 ∓

√
3/3 ∓

√
3/3 ∓

√
3/3









,

M = MT± =
I000
4

E, E =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









.

Для Tα,µ имеем:

S = STα,µ
= KRTα,µ

,

RTα,µ
=









1 1 1 1
0 Θ2 cosα Θ2 cosα+ Θ2 cosα−

0 Θ2 sinα Θ2 sinα+ Θ2 sinα−

±Θ1 ∓Θ−1

1 ∓Θ−1

1 ∓Θ−1

1









,

M = MTα,µ
= I000E1, E1 =









µ 0 0 0
0 (1− µ)/3 0 0
0 0 (1− µ)/3 0
0 0 0 (1− µ)/3









.

Левые части выражения (1.1) для T± и Tα,µ содержат произведения вида

RT±MT±R
T
T±
, RTα,µ

MTα,µ
RT

Tα,µ
,

каждое из которых тождественно равно матрице I000E.
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Заметим, что для любой ортогональной матрицы четвертого порядка Q верно тождество

QRT±MT±R
T
T±
QT = I000E.

Представив

RTα,µ
MTα,µ

RT
Tα,µ

= RTα,µ
χµMT±χµ

TRT
Tα,µ

,

решение T± переходит в Tα,µ, если существует матрица Q±
α,µ такая, что

Q±

α,µRT± = RTα,µ
χµ.

В явном виде матрица Q±
α,µ записывается как

Q±

α,µ =















1

2

(√
3
√

1− µ+
√
µ
)

0 0 ∓1

2

(

√

1− µ−
√
3
√
µ
)

0 cosα − sinα 0
0 sinα cosα 0

1

2

(

√

1− µ−
√
3
√
µ
)

0 0 ±1

2

(√
3
√

1− µ+
√
µ
)















.

Ортогональность матрицы Q±
α,µ проверяется непосредственной проверкой равенств

Q±

α,µ ·Q±

α,µ

T
= E, Q±

α,µ

T ·Q±

α,µ = E.

Тем самым, матрица Q±
α,µ реализует связь между частными решениями T± и Tα,µ.

§ 3. Общее решение системы (1.1)

Любое решение, как T+, так и T−, можно считать порождающим, а применение ортого-

нальной матрицы Q приводит к новому решению, которому отвечает новая система масс,

равномоментная телу B. Пусть T = T+, тогда условие

KQRT MT R
T
T Q

TKT =









I000 −m5 0 0 0
0 I200 0 0
0 0 I020 0
0 0 0 I002









(3.1)

описывает все динамически эквивалентные телу B системы из четырёх точечных масс и пя-

той материальной точки, расположенной в центре масс тела.

В общем случае элементы первой строки матрицы QRT будут отличаться от единиц.

Пусть

QRT =









a1 a2 a3 a4
b1 b2 b3 b4
c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4









.

Чтобы сохранить структуру матрицы и первую строку из единиц, представим произве-

дение QRT в виде QRT = Ωχ, где

Ω =









1 1 1 1
b1/a1 b2/a2 b3/a3 b4/a4
c1/a1 c2/a2 c3/a3 c4/a4
d1/a1 d2/a2 d3/a3 d4/a4









, χ =









a1 0 0 0
0 a2 0 0
0 0 a3 0
0 0 0 a4









.
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Решению системы (1.1) с

R = KΩ, M = χMT χ
T

будет отвечать совокупность четырёх материальных точек с массами

mi =
1

4
a2i I000, i = 1, 2, 3, 4, (3.2)

радиусы-векторы которых имеют вид

(

bi
ai
ρx,

ci
ai
ρy,

di
ai
ρz

)T

, (3.3)

где величины ai, bi, ci и di зависят от матрицы Q, и пятой точки массы m5, помещённой

в центре масс тела.

Заметим, что если массы m1, m2, m3 и m4 всегда величины положительные, то на мас-

су m5 никакие ограничения не налагаются — она может принимать нулевые и даже отрица-

тельные значения.

Как известно, ортогональная матрица четвёртого порядка определяется шестью незави-

симыми величинами — на шестнадцать компонент матрицы накладываются десять соотно-

шений, определяющие её свойства ортогональности. Принимая во внимание независимый

параметр m5, можно говорить, что построено семипараметрическое семейство решений

системы (3.1), равно как и системы (1.1), учитывающее все семь свободных параметров,

имеющихся в системе (1.1), то есть построено общее решение системы (1.1).

§ 4. Моделирование гравитационного потенциала малых небесных тел

Пусть B — малое небесное тело. В современной астрономии самой распространенной

моделью формы таких малых тел на сегодняшний день является многогранник с треуголь-

ными плоскими гранями, задаваемый упорядоченным списком вершин и набором граней,

состоящих из номеров образующих их вершин. Для тел с триангулированной поверхностью

в [8] (см. также [9–11]) предложен подход к вычислению моментов распределения массы

различных порядков.

Наличие свободных параметров в построенном семипараметрическом семействе (3.2),

(3.3) позволяет ставить задачу поиска такого решения, чтобы у тела B и равномоментной

ему системы точечных масс были бы наиболее близкие моменты инерции третьего порядка.

В качестве оценки совпадения моментов примем среднеквадратичную ошибку L — сумму

квадратов отклонений моментов системы точечных масс от соответствующих моментов

тела B. Возникает минимизационная задача в пространстве семи параметров. Задачу поиска

минимума можно решать численно, например, с помощью метода роя частиц [12].

§ 5. Выводы и заключительные замечания

В работе решена задача описания всех возможных систем из четырёх материальных то-

чек различных масс и пятой точки, вводимой для дополнения массы всей системы точек

до массы тела и помещаемой в центре масс тела. Получены явные формулы, описывающие

семипараматрическое семейство, каждому решению которой отвечает система масс рав-

номоментная заданному твёрдому телу B. Предложено использовать имеющуюся неедин-

ственность равномоментных системы для моделирования распределения масс тела B, учи-

тывающую моменты распределения масс третьего порядка.

В работе [7] частная реализация обсуждаемого подхода успешно применяется для по-

строения системы четырёх равных масс, равномоментной заданному телу и наилучшим
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образом приближающей его моменты распределения масс третьего порядка. В качестве

примера рассматривается ядро кометы Чурюмова–Герасименко, относящееся к контактно-

двойным малым небесным объектам [13]. Для него строится равномоментная система масс,

наилучшим образом приближающая моменты третьего порядка. Настоящее исследование

является обобщением подхода, предложенного в [7], см. также [6].

Аналитические методы, позволяющие для однородных тел вращения строить их экви-

гравитирующие1 аналоги в виде одномерных стержней как с вещественным, так и чисто

мнимым распределением плотности, предложены в [14]. Подробнее о проблеме построе-

ния эквигравитирующих стержней и дисков для тел с различной симметрией в распреде-

лении масс см., например, [15, 16], а также [17]. Отметим, что метод эквигравитирующих

стержней и дисков является точным, в том смысле, что гравитационный потенциал тела

вращения совпадает с гравитационным потенциалом его эквигравитирующего аналога, при

этом метод равномоментных систем Рауса является приближённым, и позволяет моделиро-

вать гравитационный потенциал произвольного тела потенциалом системы точечных масс

лишь с определённой точностью.

Финансирование. Исследования выполнены при финансовой поддержке Министерства на-
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