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КОНВЕКЦИИ–ДИФФУЗИИ ДРОБНОГО ПОРЯДКА

В прямоугольной области исследуются нелокальные краевые задачи для одномерного нестационар-

ного уравнения конвекции–диффузии дробного порядка с переменными коэффициентами, описыва-

ющие диффузионный перенос той или иной субстанции, а также перенос, обусловленный движени-

ем среды. Методом энергетических неравенств выводятся априорные оценки решений нелокальных

краевых задач в дифференциальной форме. Построены разностные схемы, и для них доказываются

аналоги априорных оценок в разностной форме, приводятся оценки погрешности в предположении

достаточной гладкости решений уравнений. Из полученных априорных оценок следуют единствен-

ность и устойчивость решения по начальным данным и правой части, а также сходимость решения

разностной задачи к решению соответствующей дифференциальной задачи со скоростью O(h2+τ2).
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Методы математического моделирования и вычислительной математики широко исполь-

зуются при исследовании прикладных задач механики сплошной среды, тепло- и массопе-

реноса. При исследовании многих процессов в движущихся средах в качестве основных

можно выделить диффузионный перенос той или иной субстанции и перенос, обуслов-

ленный движением среды, т. е. конвективный перенос. В газо- и гидродинамике одним из

базовых моделей многих процессов выступают краевые задачи для нестационарных урав-

нений конвекции–диффузии (т. е. параболическое уравнение второго порядка с младшими

членами) [1].

В настоящее время стало очевидным, что при решении многих задач в механике, физи-

ке, биологии часто встречаются среды и системы, которые хорошо интерпретируются как

фракталы [2–7]. Моделирование процессов и явлений фрактальной природы и, в первую

очередь, процессы тепломассообмена в средах с фрактальной структурой и памятью при-

водят к рассмотрению краевых задач для нестационарного уравнения конвекции–диффузии

дробного порядка, которые в свою очередь требуют необходимости разработки эффектив-

ных вычислительных алгоритмов.

Особенно эффективным методом решения дифференциальных уравнений дробного по-

рядка считается численный метод, наиболее распространенным из которых является метод

конечных разностей. Разностным методам решения краевых задач для различных уравне-

ний дробного порядка посвящены работы [8–20].

В работе [8] рассмотрены метод Фурье, явная и частично неявная разностные схемы

первого порядка аппроксимации. Приведены простейшие методы идентификации парамет-

ров дробной диффузии.

В [9] исследованы вычислительные алгоритмы для решения прямой задачи дроб-

ной диффузии в одномерном случае. Рассмотренная модель представляет собой линейное

интегро-дифференциальное уравнение с двумя параметрами — дробным порядком произ-

водной α ∈ [1, 2] и коэффициентом «скошенности» β ∈ [−1, 1] . Дробная диффузия су-

щественно отличается от классической поведением концентрации переносимой субстанции
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на больших расстояниях от носителя начальных данных. Дан обзор основных определений

дробных производных, на основе которых построены разностные методы первого и второго

порядков аппроксимации по пространству. Приведены как явные, так и частично неявные

безусловно устойчивые схемы, а также метод, основанный на преобразовании Фурье.

В [10] рассматриваются разностные схемы для дифференциальных уравнений обыкно-

венных и с частными производными второго порядка с дробной производной по времени.

Отдельно изучены стационарные и нестационарные задачи для уравнения диффузии в од-

номерной и многомерной областях. Доказаны устойчивость и сходимость разностных схем

для рассматриваемых уравнений.

В [11] методом энергетических неравенств получены априорные оценки решения крае-

вых задач для диффузионно-волнового уравнения с дробной производной Капуто.

В [12] построен новый разностный аналог (называемая формулой L2-1), обеспечива-

ющий порядок аппроксимации дробной производной Капуто O(τ 3−α). Доказаны устойчи-

вость предлагаемых схем, а также их сходимость в L2-норме со скоростью, равной порядку

погрешности аппроксимации.

В [13] рассматриваются локальные и нелокальные краевые задачи для вырождающихся

и невырождающихся псевдопараболических уравнений с дробной производной в смысле

Римана–Лиувилля. Доказаны единственность, устойчивость, а также сходимость решений

разностных задач к дифференциальным задачам.

Разностные схемы повышенного порядка аппроксимации, например компактная раз-

ностная схема [14–17] и спектральный метод [18–20] применялись для повышения про-

странственной точности уравнения диффузии дробного порядка.

При математическом моделировании тех или иных процессов может возникнуть ситу-

ация, когда граница области протекания реального процесса недоступна для измерений,

но можно получить некоторую дополнительную информацию об изучаемом явлении во

внутренних точках области. Часто такая информация поступает в виде некоторых средних

значений искомого решения или же в виде интегралов от решения. С точки зрения матема-

тики такая ситуация приводит к новым нелокальным задачам с интегральными условиями.

К первым работам с неклассическими граничными условиями относятся, по-видимому, ра-

боты [21, 22]. Работа [23] повлекла за собой систематические исследования нелокальных

начально-краевых задач для эллиптических уравнений. Нелокальным краевым задачам для

различных уравнений посвящены работы [24–30].

В данной работе изучаются краевые задачи с нелокальными условиями. Каждая из

рассматриваемых задач в данной работе ставится как задача решения дифференциального

уравнения конвекции–диффузии дробного порядка при определенных интегральных усло-

виях. Доказаны единственность и устойчивость решения по правой части и начальным

данным, а также сходимость решения разностной задачи к решению соответствующей диф-

ференциальной задачи.

§ 1. Постановка нелокальной краевой задачи А и априорная оценка

в дифференциальной форме

В цилиндре QT = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T} рассмотрим следующую нелокальную

краевую задачу:

∂α
0tu =

∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
− q(x, t)u+ f(x, t), 0 < x < l, 0 < t ≤ T, (1.1)

u(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (1.2)

−k(l, t)ux(l, t) = β(t)

∫ l

0

u(x, t) dx− µ(t), 0 ≤ t ≤ T, (1.3)
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u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l, (1.4)

где

0 < c0 ≤ k(x, t) ≤ c1, |q(x, t)|, |r(x, t)|, |rx(x, t)|, |kx(x, t)|, |β(t)| ≤ c2, (1.5)

∂α
0tu =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

uτ(x, τ)

(t− τ)α
dτ — дробная производная в смысле Капуто порядка α, 0 <

α < 1, ci, i = 0, 1, 2 — положительные постоянные числа.

В дальнейшем будем предполагать, что задача (1.1)–(1.3) имеет единственное решение,

обладающее нужными по ходу изложения производными. Будем также считать, что коэффи-

циенты уравнения и граничных условий удовлетворяют необходимым по ходу изложения

условиям гладкости, обеспечивающей нужный порядок аппроксимации разностной схемы.

По ходу изложения будем также использовать положительные постоянные числа Mi,

i = 1, 2, . . ., зависящие только от входных данных рассматриваемой задачи.

Справедливы следующие утверждения.

Лемма 1 (см. [11]). Для любой абсолютно непрерывной на [0, T ] функции υ(t) справедли-

во неравенство

υ(t)∂α
0tυ(t) ≥

1

2
∂α
0tυ

2(t), 0 < α < 1.

Лемма 2 (см. [11]). Пусть неотрицательная абсолютно непрерывная функция y(t) удо-

влетворяет для почти всех t из [0, T ] неравенству

∂α
0ty(t) ≤ c1y(t) + c2(t), 0 ≤ α ≤ 1,

где c1 > 0, c2(t) — суммируемая на [0, T ] неотрицательная функция. Тогда

y(t) ≤ y(0)Eα(c1t
α) + Γ(α)Eα,α(c1t

α)D−α
0t c2(t),

где Eα(z) =
∞∑

n=0

zn

Γ(αn+ 1)
, Eα,µ(z) =

∞∑

n=0

zn

Γ(αn+ µ)
— функции Миттаг-Леффлера.

Теорема 1. Если k(x, t) ∈ C1,0(QT ), r(x, t), q(x, t), f(x, t) ∈ C(QT ), u(x, t) ∈ C2,0 (QT ) ∩
C1,0

(
QT

)
, ∂α

0tu(x, t) ∈ C(QT ), и выполнены условия (1.5), тогда для решения задачи (1.1)–

(1.4) справедлива следующая априорная оценка:

‖u‖20 +D−α
0t ‖ux‖

2
0 ≤ M

(
D−α

0t

(
‖f‖20 + µ2(t)

)
+ ‖u0(x)‖

2
0

)
, (1.6)

где M — положительная постоянная, зависящая от входных данных задачи (1.1)–(1.4),

D−α
0t u =

1

Γ(α)

∫ t

0

u dτ

(t− τ)1−α
— дробный интеграл Римана–Лиувилля порядка α, 0 < α < 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Априорную оценку решения задачи (1.1)–(1.4) найдем мето-

дом энергетических неравенств. Для этого умножим уравнение (1.1) скалярно на u:

(∂α
0tu, u) = ((kux)x , u) + (rux, u)− (qu, u) + (f, u) , (1.7)

где (a, b) =

∫ l

0

ab dx, (a, a) = ‖a‖20, где a, b — заданные на [0, l] функции.
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Преобразуем интегралы, входящие в тождество (1.7), пользуясь неравенством Коши с

ε [31, с. 100], леммой 1

(∂α
0tu, u) ≥

1

2

(
1, ∂α

0tu
2
)
=

1

2
∂α
0t‖u‖

2
0, (1.8)

((kux)x , u) =

∫ l

0

u (kux)x dx = ukux

∣∣l
0
−

∫ l

0

ku2
x dx, (1.9)

(rux, u) =

∫ l

0

ruux dx ≤
c22
4ε

∫ l

0

u2 dx+ ε

∫ l

0

u2
x dx ≤ ε‖ux‖

2
0 +

c22
4ε

‖u‖20, (1.10)

− (qu, u) = −

∫ l

0

qu2 dx ≤ c2‖u‖
2
0, (1.11)

(f, u) =

∫ l

0

fudx ≤
1

2
‖u‖20 +

1

2
‖f‖20. (1.12)

Учитывая преобразования (1.8)–(1.12), из (1.7) находим

1

2
∂α
0t‖u‖

2
0 + c0‖ux‖

2
0 ≤ ukux

∣∣l
0
+ ε‖ux‖

2
0 +Mε

1‖u‖
2
0 +M2‖f‖

2
0. (1.13)

Оценим первое слагаемое в правой части (1.13) с учетом (1.2), (1.3):

ukux

∣∣l
0
= k(l, t)ux(l, t)u(l, t)− k(0, t)ux(0, t)u(0, t) = u(l, t)

(
µ(t)− β(t)

∫ l

0

u(x, t) dx

)
=

= µ(t)u(l, t)− β(t)u(l, t)

∫ l

0

u(x, t) dx ≤ M3u
2(l, t) +

1

2
µ2(t) +

1

2

(∫ l

0

u(x, t) dx

)2

≤

≤ ε‖ux‖
2
0 +Mε

4‖u‖
2
0 +

1

2
µ2(t). (1.14)

Из (1.13) с учетом (1.14) находим

1

2
∂α
0t‖u‖

2
0 + c0‖ux‖

2
0 ≤ 2ε‖ux‖

2
0 +Mε

5‖u‖
2
0 +M6

(
‖f‖20 + µ2(t)

)
. (1.15)

Из (1.15) при ε =
c0

4
находим

∂α
0t‖u‖

2
0 + ‖ux‖

2
0 ≤ M7‖u‖

2
0 +M8

(
‖f‖20 + µ2(t)

)
. (1.16)

Применяя к обеим частям (1.16) оператор дробного интегрирования D−α
0t , находим

‖u‖20 +D−α
0t ‖ux‖

2
0 ≤ M7D

−α
0t ‖u‖20 +M9

(
D−α

0t

(
‖f‖20 + µ2(t)

)
+ ‖u0(x)‖

2
0

)
, (1.17)

где M — положительное число, зависящее только от входных данных задачи (1.1)–(1.4). На

основании леммы 2 из (1.17) находим априорную оценку (1.6). Из априорной оценки (1.6)

следуют единственность и непрерывная зависимость решения задачи (1.1)–(1.4) от входных

данных в смысле нормы ‖u‖21 = ‖u‖20 +D−α
0t ‖u‖20. �

§ 2. Устойчивость и сходимость разностной схемы

Для решения задачи (1.1)–(1.4) применим метод конечных разностей. На равномерной

сетке ωhτ дифференциальной задаче (1.1)–(1.4) поставим в соответствие разностную схему

порядка аппроксимации O(h2 + τ 2):

∆α
0tj+σ

y = κ
j
i

(
a
j
iy

(σ)
x̄

)
x,i

+ b
−j
i a

j
iyx̄,i + b

+j
i a

j
i+1y

(σ)
x,i − d

j
iy

(σ)
i + ϕ

j
i , (x, t) ∈ ωh,τ , (2.1)
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y
(σ)
0 = 0, (2.2)

−κNaNy
(σ)
x̄,N = β

N∑

i=0

y
(σ)
i h̄+ 0.5hdNy

(σ)
N + 0.5h∆α

0tj+σ
yN − µ̃, x = l, (2.3)

y(x, 0) = u0(x), (2.4)

где ∆α
0tj+σ

y =
τ 1−α

Γ(2− α)

j∑

s=0

c
(α,σ)
j−s yst — дискретный аналог дробной производной Капуто по-

рядка α, 0 < α < 1 [12];

a
(α,σ)
0 = σ1−α, a

(α,σ)
l = (l + σ)1−α − (l − 1 + σ)1−α

, l ≥ 1,

b
(α,σ)
l =

1

2− α

[
(l + σ)2−α − (l − 1 + σ)2−α

]
−

1

2

[
(l + σ)1−α + (l − 1 + σ)1−α

]
, l ≥ 1,

при j = 0, c
(α,σ)
0 = a

(α,σ)
0 ;

при j > 0, c(α,σ)s =






a
(α,σ)
0 + b

(α,σ)
1 , s = 0,

a
(α,σ)
s + b

(α,σ)
s+1 − b

(α,σ)
s , 1 ≤ s ≤ j − 1,

a
(α,σ)
j − b

(α,σ)
j , s = j,

κ =
1

1 +R
, R =

0.5h|r|

k
− разностное число Рейнольдса,

r0 = r(0, t) = r
(j+σ)
0 ≤ 0, rN = r(l, t) = r

(j+σ)
N ≥ 0,

a
j
i = k

(
xi−0.5, t

j+σ
)
, b

j
i =

r(x, tj+σ)

k(xi, tj+σ)
, ϕ

j
i = f(xi, t

j+σ), σ = 1−
α

2
,

c(α,σ)s >
1− α

2
(s+ σ)−α > 0, y(σ) = σyj+1 + (1− σ)yj,

d
j
i = d(xi, t

j+σ), µ̃(tj+σ) = µ(tj+σ) + 0.5hϕN .

Справедливы следующие утверждения.

Лемма 3 (см. [12]). Для любой функции y(t), определенной на сетке ω̄τ , справедливо нера-

венство

y(σ)∆α
0tj+σ

y ≥
1

2
∆α

0tj+σ
(y2).

Лемма 4 (см. [32]). Предположим, что неотрицательные последовательности yj, ϕj ,

j = 0, 1, 2, . . ., удовлетворяют неравенству

∆α
0tj+σ

yj ≤ λ1y
j+1 + λ2y

j + ϕj, j ≥ 1,

где λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0 — константы. Тогда существует такое τ0, что если τ ≤ τ0, то

yj+1 ≤ 2

(
y0 +

tαj

Γ(1 + α)
max
0≤j′≤j

ϕj ′

)
Eα(2λt

α
j ), 1 ≤ j ≤ j0,

где Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(1 + kα)
— функция Миттаг-Леффлера, λ = λ1 +

λ2

2 + 21−α
.
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Теорема 2. Пусть выполнены условия (1.5). Тогда существует такое τ0, что если τ ≤ τ0,

то для решения разностной задачи (2.1)–(2.4) справедлива априорная оценка

‖yj+1]|20 ≤ M

(
‖y0]|20 + max

0≤j′≤j

(
‖ϕj ′

]|20 + µ2
))

, (2.5)

где M — положительная постоянная, не зависящая от h и τ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Априорную оценку найдем методом энергетических нера-

венств, для этого введем скалярные произведения и норму:

(u, v) =
N−1∑

i=1

uivih, (u, v] =
N∑

i=1

uivih, (u, u) =
(
1, u2

)
= ‖u‖20,

(
1, u2

]
= ‖u]|20.

Умножим теперь (2.1) скалярно на y(σ):

(
∆α

0tj+σ
y, y(σ)

)
=
(
κ

(
ay

(σ)
x̄

)

x
, y(σ)

)
+
(
b−ay

(σ)
x̄ , y(σ)

)
+

+
(
b+a(+1)y(σ)x , y(σ)

)
−
(
dy(σ), y(σ)

)
+
(
ϕ, y(σ)

)
. (2.6)

Преобразуем суммы, входящие в тождество (2.6), с учетом (2.2), (2.3) и леммы 3

(
∆α

0tj+σ
y, y(σ)

)
≥

1

2

(
1,∆α

0tj+σ

(
y2
))

; (2.7)

(
κ(ay

(σ)
x̄ )x, y

(σ)
)
= κay

(σ)
x̄ y(σ)

∣∣∣
N

0
−
(
ay

(σ)
x̄ , (κy(σ))x̄

]
=

= κNaNy
(σ)
x̄,Ny

(σ)
N −

(
aκx̄, y

(σ)
x̄ y(σ)

]
−
(
aκ(−1), (y

(σ)
x̄ )2

]
≤

≤ κNaNy
(σ)
x̄,Ny

(σ)
N −

(
aκx̄, y

(σ)
x̄ y(σ)

]
−

1

(1 + hM1)

(
aκ, (y

(σ)
x̄ )2

]
. (2.8)

Принимая во внимание преобразования (2.7), (2.8), из (2.6) находим

(
1

2
,∆α

0tj+σ
(y2)

)
+

1

(1 + hM1)

(
aκ, (y

(σ)
x̄ )2

]
≤ κNaNy

(σ)
x̄,Ny

(σ)
N −

−
(
aκx̄, y

(σ)
x̄ y(σ)

]
+
(
b−ay

(σ)
x̄ , y(σ)

)
+
(
b+a(+1)y(σ)x , y(σ)

)
−
(
dy(σ), y(σ)

)
+
(
ϕ, y(σ)

)
≤

≤ y
(σ)
N

(
µ̃− β

N∑

i=0

y
(σ)
i h̄− 0.5hdNy

(σ)
N − 0.5h∆α

0tj+σ
yN

)
−
(
aκx̄, y

(σ)
x̄ y(σ)

]
+

+
(
b−ay

(σ)
x̄ , y(σ)

)
+
(
b+a(+1)y(σ)x , y(σ)

)
−
(
dy(σ), y(σ)

)
+
(
ϕ, y(σ)

)
. (2.9)

Преобразуем второе, третье и четвертое слагаемые в правой части (2.9). Тогда получим

−
(
aκx̄, y

(σ)
x̄ y(σ)

]
+
(
b−a, y

(σ)
x̄ y(σ)

)
+
(
b+a(+1)y(σ)x , y(σ)

)
≤ ε‖y

(σ)
x̄ ]|20 +Mε

2‖y
(σ)]|20. (2.10)

Учитывая (2.10), из (2.9) получаем

(
1

2
,∆α

0tj+σ
(y2)

]
+

1

(1 + hM1)

(
aκ, (y

(σ)
x̄ )2

]
≤

≤ ε‖y
(σ)
x̄ ]|20 +Mε

2‖y
(σ)]|20 + y

(σ)
N

(
µ− β

N∑

i=0

y
(σ)
i h̄

)
−
(
dy(σ), y(σ)

]
+
(
ϕ, y(σ)

]
. (2.11)
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Преобразуя второе, третье и четвертое слагаемые в правой части (2.11), находим

y
(σ)
N

(
µ− β

N∑

i=0

y
(σ)
i h̄

)
−
(
dy(σ), y(σ)

]
+
(
ϕ, y(σ)

]
≤ M3

(
y
(σ)
N

)2
+

1

2

(
N∑

i=0

y
(σ)
i h̄

)2

+

+
1

2
µ2 +M4‖y

(σ)]|20 +
1

2
‖ϕ]|20 ≤ ε‖y

(σ)
x̄ ]|20 +Mε

5‖y
(σ)]|20 +

1

2

(
‖ϕ]|20 + µ2

)
. (2.12)

Учитывая (2.12), из (2.11) получаем

∆α
0tj+σ

‖y]|20 + ‖yσx ]|
2
0 ≤ εM6‖y

(σ)
x̄ ]|20 +M7‖y

σ]|20 +M8

(
‖ϕ]|20 + µ2

)
. (2.13)

Выбирая ε =
1

2M6
, из (2.13) получаем

∆α
0tj+σ

‖y]|20 + ‖yσx ]|
2
0 ≤ M9‖y

σ]|20 +M10

(
‖ϕ]|20 + µ2

)
. (2.14)

Перепишем (2.14) в другой форме

∆α
0tj+σ

‖y]|20 ≤ Mσ
11‖y

j+1]|20 +Mσ
12‖y

j]|20 +M10

(
‖ϕ]|20 + µ2

)
. (2.15)

На основании леммы 4 из (2.15) получаем априорную оценку (2.5). �

Из априорной оценки (2.5) следуют единственность и устойчивость решения разностной

схемы (2.1)–(2.4) по начальным данным и правой части.

Пусть u(x, t) — решение задачи (1.1)–(1.4), y(xi, tj) = y
j
i — решение разностной задачи

(2.1)–(2.4). Для оценки точности разностной схемы (2.1)–(2.4) рассмотрим разность z
j
i =

y
j
i − u

j
i , где u

j
i = u(xi, tj). Тогда, подставляя y = z + u в соотношения (2.1)–(2.4), получаем

задачу для функции z

∆α
0tj+σ

z = κ
j
i

(
a
j
iz

(σ)
x̄

)

x,i
+ b

−j
i a

j
izx̄,i + b

+j
i a

j
i+1z

(σ)
x,i − d

j
iz

(σ)
i +Ψj

i , (x, t) ∈ ωh,τ , (2.16)

z
(σ)
0 = 0, (2.17)

−κNaNz
(σ)
x̄,N = β

N∑

i=0

z
(σ)
i h̄+ 0.5hdNz

(σ)
N + 0.5h∆α

0tj+σ
zN − ν̃, x = l, (2.18)

z(x, 0) = 0, (2.19)

где Ψ = O (h2 + τ 2), ν̃ = O (h2 + τ 2) — погрешности аппроксимации дифференциальной

задачи (1.1)–(1.4) разностной схемой (2.1)–(2.4) в классе решений u = u(x, t) задачи (1.1)–

(1.4).

Применяя априорную оценку (2.5) к решению задачи (2.16)–(2.19), получаем неравен-

ство

‖zj+1]|20 ≤ M max
0≤j′≤j

(
‖Ψj ′

]|20 + ν2
)
, (2.20)

где M — положительная постоянная, не зависящая от h и τ .

Из априорной оценки (2.20) следует сходимость решения разностной задачи (2.1)–(2.4)

к решению дифференциальной задачи (1.1)–(1.4) в смысле нормы ‖zj+1]|20 на каждом слое

так, что существует такое τ0, что при τ ≤ τ0 справедлива оценка

‖yj+1 − uj+1]|0 ≤ M
(
h2 + τ 2

)
.
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§ 3. Постановка нелокальной краевой задачи Б и априорная оценка

в дифференциальной форме

Рассмотрим теперь следующую нелокальную краевую задачу для уравнения (1.1):





k(0, t)ux(0, t) = β1(t)u(0, t)− µ1(t),

− k(l, t)ux(l, t) = β2(t)

∫ l

0

u(x, t) dx− µ2(t),
(3.1)

где

0 < c0 ≤ k ≤ c1, |β1, β2, r, q, rx, kx| ≤ c2. (3.2)

Теорема 3. Если k(x, t) ∈ C1,0(QT ), r(x, t), q(x, t), f(x, t) ∈ C(QT ), u(x, t) ∈ C2,0 (QT ) ∩
C1,0

(
QT

)
, ∂α

0tu(x, t) ∈ C(QT ) и выполнены условия (1.5), (3.2), тогда для решения задачи

(1.1), (3.1), (1.4) справедлива априорная оценка

‖u‖20 +D−α
0t ‖ux‖

2
0 ≤ M

(
D−α

0t

(
‖f‖20 + µ2

1(t) + µ2
2(t)
)
+ ‖u0(x)‖

2
0

)
, (3.3)

где M — положительная постоянная, зависящая от входных данных задачи (1.1), (3.1),

(1.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножим уравнение (1.1) скалярно на u:

(∂α
0tu, u) = ((kux)x , u) + (rux, u)− (qu, u) + (f, u). (3.4)

Учитывая преобразования (1.8)–(1.12), из (3.4) находим

1

2
∂α
0t‖u‖

2
0 + c0‖ux‖

2
0 ≤ ukux

∣∣l
0
+ ε‖ux‖

2
0 +Mε

1‖u‖
2
0 +M2‖f‖

2
0. (3.5)

Оценим первое слагаемое в правой части (3.5)

ukux

∣∣l
0
= k(l, t)ux(l, t)u(l, t)− k(0, t)ux(0, t)u(0, t) = u(l, t)

(
µ2(t)− β2(t)

∫ l

0

u(x, t)dx

)
+

+ u(0, t) (µ1(t)− β1(t)u(0, t)) = µ2(t)u(l, t)− β2(t)u(l, t)

∫ l

0

u(x, t)dx− β1(t)u
2(0, t) +

+ µ1(t)u(0, t) ≤ M3

(
u2(0, t) + u2(l, t)

)
+

1

2

(
µ2
1(t) + µ2

2(t)
)
+

1

2

(∫ l

0

u(x, t)dx

)2

≤

≤ ε‖ux‖
2
0 +Mε

4‖u‖
2
0 +

1

2

(
µ2
1(t) + µ2

2(t)
)
. (3.6)

Учитывая (3.6), из (3.5) получим

∂α
0t‖u‖

2
0 + ‖ux‖

2
0 ≤ εM5‖ux‖

2
0 +Mε

6‖u‖
2
0 +M7

(
‖f‖20 + µ2

1(t) + µ2
2(t)
)
. (3.7)

Выбирая ε =
1

2M5

и применяя к обеим частям неравенства (3.7) оператор дробного инте-

грирования D−α
0t , на основании леммы 2 из (3.7) находим априорную оценку (3.3). �

Из априорной оценки (3.3) следуют единственность и устойчивость решения по началь-

ным данным и правой части в смысле нормы ‖u‖21 = ‖u‖20 +D−α
0t ‖ux‖

2
0.
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§ 4. Устойчивость и сходимость разностной схемы

На равномерной сетке ωhτ дифференциальной задаче (1.1), (3.1), (1.4) поставим в соот-

ветствие разностную схему порядка аппроксимации O(h2 + τ 2)

∆α
0tj+σ

y = κ
j
i

(
a
j
iy

(σ)
x̄

)
x,i

+ b
−j
i a

j
iy

(σ)
x̄,i + b

+j
i a

j
i+1y

(σ)
x,i − d

j
iy

(σ)
i + ϕ

j
i , (x, t) ∈ ωh,τ , (4.1)

κ0a1y
(σ)
x,0 = β̃1y

(σ)
0 + 0.5h∆α

0tj+σ
y0 − µ̃1, t ∈ ωτ , x = 0, (4.2)

−κNaNy
(σ)
x̄,N = β2

N∑

i=0

y
(σ)
i h̄+ 0.5hdNy

(σ)
N + 0.5h∆α

0tj+σ
yN − µ̃2, x = l, (4.3)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (4.4)

где

β̃1(tj+σ) = β1(tj+σ) + 0.5hdj0, µ̃1(tj+σ) = µ1(tj+σ) + 0.5hϕ0, µ̃2(tj+σ) = µ2(tj+σ) + 0.5hϕN .

Перепишем (4.1)–(4.4) в операторной форме

{
∆α

0tj+σ
y = Λ(tj+σ)y

(σ) + Φ,

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh,
(4.5)

где

Λ(tj+σ)y
(σ) =





Λ̃y
(σ)
i = κ

(
ay

(σ)
x̄

)
x
+ b−ay

(σ)
x̄ + b+a(+1)y(σ)x − dy(σ), i = 1, N − 1,

Λ−y
(σ)
0 =

κ0a1y
(σ)
x,0 − β̃1y

(σ)
0

0.5h
, i = 0,

Λ+y
(σ)
N =

−κNaNy
(σ)
x,N − β2

N∑
i=0

y
(σ)
i h̄− 0.5hdNy

(σ)
N

0.5h
, i = N,

Φ =





ϕ = ϕi, i = 1, N − 1,

ϕ− =
2

h
µ̃1, i = 0,

ϕ+ =
2

h
µ̃2, i = N,

κ
∗ =





κ =
1

1 + 0.5h|r|
k

,

κ0 =
1

1 + 0.5h|r0|
k0.5

, r0 ≤ 0,

κN =
1

1 + 0.5h|rN |
kN−0.5

, rN ≥ 0,

t∗ = tj+1/2.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (1.5), (3.2). Тогда существует такое τ , что если

τ ≤ τ0 то для решения разностной задачи (4.1)–(4.4) справедлива следующая априорная

оценка:

|[yj+1]|20 ≤ M

(
|[y0]|20 + max

0≤j′≤j

(
|[ϕj ′

]|20 + µ2
1 + µ2

2

))
, (4.6)

где M — положительная постоянная, не зависящая от h и τ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножим (4.5) теперь скалярно на y(σ):

[
∆α

0tj+σ
y, y(σ)

]
=
[
Λ(tj+σ)y

(σ), y(σ)
]
+
[
Φ, y(σ)

]
, (4.7)
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где [u, v] =
N∑
i=0

uivih̄, h̄ =

{
0.5h, i = 0, N,

h, i 6= 0, N,
[u, u] = [1, u2] = |[u]|20, (u, v] =

N∑
i=1

uivih.

Оценим суммы, входящие в (4.7):

[
∆α

0tj+σ
y, y(σ)

]
≥

1

2

[
1,∆α

0tj+σ
(y2)

]
, (4.8)

[
Λ(tj+σ)y

(σ), y(σ)
]
=
(
Λ̃(tj+σ)y

(σ), y(σ)
)
+ 0.5hy

(σ)
0 Λ−y

(σ)
0 + 0.5hy

(σ)
N Λ+y

(σ)
N =

=
(
κ

(
ay

(σ)
x̄

)
x
, y(σ)

)
+
(
b−ay

(σ)
x̄ , y(σ)

)
+
(
b+a(+1)y(σ)x , y(σ)

)
−
(
dy(σ), y(σ)

)
+ κ0a1y

(σ)
x,0y

(σ)
0 −

−β̃1

(
y
(σ)
0

)2
− κNaNy

(σ)
x̄,Ny

(σ)
N − β2y

(σ)
N

N∑

i=0

y
(σ)
i h̄− 0.5hdN

(
y
(σ)
N

)2
=

= −
(
ay

(σ)
x̄ , (κy(σ))x̄

]
+
(
b−a, y

(σ)
x̄ y(σ)

)
+
(
b+a(+1), y(σ)x y(σ)

)
−

−
(
dy(σ), y(σ)

)
− β̃1(y

(σ)
0 )2 − β2y

(σ)
N

N∑

i=0

y
(σ)
i h̄− 0.5hdN

(
y
(σ)
N

)2
. (4.9)

Преобразуем слагаемые в правой части (4.9):

−
(
ay

(σ)
x̄ ,
(
κy(σ)

)
x̄

]
+
(
b−a, y

(σ)
x̄ y(σ)

)
+
(
b+a(+1), y(σ)x y(σ)

)
=

= −
(
aκ(−1), (y

(σ)
x̄ )2

]
−
(
aκx̄, y

(σ)
x̄ y(σ)

]
+
(
b−a, y

(σ)
x̄ y(σ)

)
+
(
b+a(+1), y(σ)x y(σ)

)
≤

≤ −

(
κa

1 + hM1
, (yσx̄)

2

]
+ ε‖y

(σ)
x̄ ]|20 +Mε

1 |[y
(σ)]|20, (4.10)

−
(
dy(σ), y(σ)

)
− β̃1(y

(σ)
0 )2 − β2y

(σ)
N

N∑

i=0

y
(σ)
i h̄− 0.5hdN

(
y
(σ)
N

)2
=

= −
(
dy(σ), y(σ)

)
− 0.5hd0(y

(σ)
0 )2 − 0.5hdN(y

(σ)
N )2 − β1(y

(σ)
0 )2 − β2y

(σ)
N

N∑

i=0

y
(σ)
i h̄ ≤

≤ −
[
d, (y(σ))2

]
+M2

((
y
(σ)
0

)2
+
(
y
(σ)
N

)2)
+

1

2

(
N∑

i=0

y
(σ)
i h̄

)2

≤ ε‖y
(σ)
x̄ ]|20 +Mε

3 |[y
(σ)]|20. (4.11)

Учитывая (4.10), (4.11), из (4.9) находим

[
Λ(tj+σ)y

(σ), y(σ)
]
≤ −M4‖y

(σ)
x̄ ]|20 + ε‖y

(σ)
x̄ ]|20 +Mε

5 |[y
(σ)]|20. (4.12)

[
Φ, y(σ)

]
= (ϕ, y(σ)) + 0.5hy

(σ)
0 ϕ− + 0.5hy

(σ)
N ϕ+ = [ϕ, y(σ)] + µ1y

(σ)
0 + µ2y

(σ)
N ≤

≤ ε‖y
(σ)
x̄ ]|20 +Mε

6 |[y
(σ)]|20 +M7

(
|[ϕ]|20 + µ

j2
1 + µ

j2
2

)
. (4.13)

Принимая во внимание преобразования (4.8)–(4.13), из (4.7) находим

∆α
0tj+σ

|[y]|20 + ‖y
(σ)
x̄ ]|20 ≤ εM8‖y

(σ)
x̄ ]|20 +Mε

9 |[y
(σ)]|20 +M10

(
|[ϕ]|20 + µ2

1 + µ2
2

)
. (4.14)

Из (4.14) при ε =
1

2M8
получим

∆α
0tj+σ

|[y]|20 + ‖y
(σ)
x̄ ]|20 ≤ M11|[y

(σ)]|20 +M12

(
|[ϕ]|20 + µ2

1 + µ2
2

)
. (4.15)



М. Х. Бештоков, В. А. Водахова 469

На основании леммы 4 из (4.15) находим априорную оценку (4.6). �

Из априорной оценки (4.6) следуют единственность и устойчивость решения по началь-

ным данным и правой части.

Пусть u(x, t) — решение задачи (1.1), (3.1), (1.4), y(xi, tj) = y
j
i — решение разностной

задачи (4.1)–(4.4). Для оценки точности разностной схемы (4.1)–(4.4) рассмотрим разность

z
j
i = y

j
i − u

j
i , где u

j
i = u(xi, tj). Тогда, подставляя y = z + u в соотношения (4.1)–(4.4),

получаем задачу для функции z:

∆α
0tj+σ

z = κ
j
i

(
a
j
iz

(σ)
x̄

)
x,i

+ b
−j
i a

j
izx̄,i + b

+j
i a

j
i+1z

(σ)
x,i − d

j
iz

(σ)
i +Ψj

i , (x, t) ∈ ωh,τ , (4.16)

κ0a1z
(σ)
x,0 = β̃1z

(σ)
0 + 0.5h∆α

0tj+σ
z0 − ν̃1, t ∈ ωτ , x = 0, (4.17)

−κNaNz
(σ)
x̄,N = β2

N∑

i=0

z
(σ)
i h̄+ 0.5hdNz

(σ)
N + 0.5h∆α

0tj+σ
zN − ν̃2, x = l, (4.18)

z(x, 0) = 0, (4.19)

где Ψ = O (h2 + τ 2), ν̃1 = O (h2 + τ 2), ν̃2 = O (h2 + τ 2) — погрешности аппроксимации

дифференциальной задачи (1.1), (3.1), (1.4) разностной схемой (4.1)–(4.4) в классе решений

u = u(x, t) задачи (1.1), (3.1), (1.4).

Применяя априорную оценку (4.6) к решению задачи (4.16)–(4.19), получаем неравен-

ство

|[zj+1]|20 ≤ M max
0≤j′≤j

(
|[Ψj′]|20 + ν

j′2
1 + ν

j′2
2

)
, (4.20)

где M — положительная постоянная, не зависящая от h и τ .

Из априорной оценки (4.20) следует сходимость решения разностной задачи (4.1)–(4.4)

к решению дифференциальной задачи (1.1), (3.1), (1.4) в смысле нормы |[zj+1]|20 на каждом

слое так, что существует такое τ0, что при τ ≤ τ0 справедлива оценка |[yj+1 − uj+1]|0 ≤
M (h2 + τ 2).

§ 5. Постановка нелокальной краевой задачи В и априорная оценка

в дифференциальной форме

Рассмотрим теперь следующую нелокальную краевую задачу для уравнения (1.1):





k(0, t)ux(0, t) = β1(t)u(0, t)− µ1(t),

− k(l, t)ux(l, t) = β2(t)u(0, t) +

∫ t

0

ρ(t, τ)u(0, τ) dτ − µ2(t),
(5.1)

где

0 < c0 ≤ k ≤ c1, |β1, β2, ρ, r, q, rx, kx| ≤ c2. (5.2)

Теорема 5. Если k(x, t) ∈ C1,0(QT ), r(x, t), q(x, t), f(x, t) ∈ C(QT ), u(x, t) ∈ C2,0 (QT ) ∩
C1,0

(
QT

)
, ∂α

0tu(x, t) ∈ C(QT ) и выполнены условия (1.5), (5.2), тогда для решения задачи

(1.1), (5.1), (1.4) справедлива следующая априорная оценка:

‖u‖20 +D−α
0t ‖ux‖

2
0 ≤ M

(
D−α

0t

(
‖f‖20 + µ2

1(t) + µ2
2(t)
)
+ ‖u0(x)‖

2
0

)
, (5.3)

где M — положительная постоянная, зависящая от входных данных задачи (1.1), (5.1),

(1.4).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножим уравнение (1.1) скалярно на u:

(∂α
0tu, u) = ((kux)x , u) + (rux, u)− (qu, u) + (f, u). (5.4)

Учитывая преобразования (1.8)–(1.13) из (5.4) находим

1

2
∂α
0t‖u‖

2
0 + c0‖ux‖

2
0 ≤ ukux

∣∣l
0
+ ε‖ux‖

2
0 +Mε

1‖u‖
2
0 +M2‖f‖

2
0. (5.5)

Оценим первое слагаемое в правой части (5.5):

ukux

∣∣l
0
= k(l, t)ux(l, t)u(l, t)− k(0, t)ux(0, t)u(0, t) =

= u(l, t)

(
µ2(t)− β2(t)u(0, t)−

∫ t

0

ρ(t, τ)u(0, τ) dτ

)
+ u(0, t) (µ1(t)− β1(t)u(0, t)) =

= µ2(t)u(l, t)− β2(t)u(l, t)u(0, t)− u(l, t)

∫ t

0

ρ(t, τ)u(0, τ) dτ −

− β1(t)u
2(0, t) + µ1(t)u(0, t) ≤ M3

(
u2(0, t) + u2(l, t)

)
+

1

2

(
µ2
1(t) + µ2

2(t)
)
+

+
1

2

(∫ t

0

ρ(t, τ)u(0, τ)dτ

)2

≤ ε‖ux‖
2
0 +Mε

4‖u‖
2
0 +Mε

5

∫ t

0

‖u‖20 dτ + ε

∫ t

0

‖ux‖
2
0dτ +

+
1

2

(
µ2
1(t) + µ2

2(t)
)
. (5.6)

Учитывая (5.6), из (5.5) получим

∂α
0t‖u‖

2
0 + ‖ux‖

2
0 ≤ εM6‖ux‖

2
0 +Mε

7‖u‖
2
0 +

+Mε
8

∫ t

0

‖u‖20 dτ + εM9

∫ t

0

‖ux‖
2
0 dτ +M10

(
‖f‖20 + µ2

1(t) + µ2
2(t)
)
. (5.7)

Применяя к обеим частям (5.7) оператор дробного интегрирования D−α
0t , из (5.7) находим

‖u‖20 +D−α
0t ‖ux‖

2
0 ≤ εM6D

−α
0t ‖ux‖

2
0 +Mε

7D
−α
0t ‖u‖20 +M8D

−α
0t

∫ t

0

‖u‖20 dτ +

+ εM9D
−α
0t

∫ t

0

‖ux‖
2
0 dτ +M11

(
D−α

0t

(
‖f‖20 + µ2

1(t) + µ2
2(t)
)
+ ‖u0(x)‖

2
0

)
. (5.8)

Преобразуем третье слагаемое в правой части (5.8) следующим образом

D−α
0t

∫ t

0

‖u‖20 dτ =
1

Γ(α)

∫ t

0

dτ

(t− τ)1−α

∫ τ

0

‖u‖20 ds =
1

Γ(α)

∫ t

0

‖u‖20 ds

∫ t

s

dτ

(t− τ)1−α
=

=
1

Γ(α)

∫ t

0

‖u‖20

(
−
(t− τ)α

α

∣∣∣
t

s

)
ds =

1

αΓ(α)

∫ t

0

(t− s)α‖u‖20 ds =

=
1

Γ(α + 1)

t∫

0

(t− τ)α‖u‖20 dτ ≤
1

αΓ(α)

∫ t

0

(t− τ)‖u‖20 dτ

(t− τ)1−α
≤

T

α
D−α

0t ‖u‖20.

Итак, получаем

D−α
0t

∫ t

0

‖u‖20 dτ ≤
T

α
D−α

0t ‖u‖20. (5.9)
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С помощью (5.9) из (5.8) находим

‖u‖20 +D−α
0t ‖ux‖

2
0 ≤ εM12D

−α
0t ‖ux‖

2
0 +Mε

13D
−α
0t ‖u‖20 +

+M11

(
D−α

0t

(
‖f‖20 + µ2

1(t) + µ2
2(t)
)
+ ‖u0(x)‖

2
0

)
. (5.10)

Выбирая ε =
1

2M12

из (5.10) получаем

‖u‖20 +D−α
0t ‖ux‖

2
0 ≤ M14D

−α
0t ‖u‖20 +M15

(
D−α

0t

(
‖f‖20 + µ2

1(t) + µ2
2(t)
)
+ ‖u0(x)‖

2
0

)
. (5.11)

На основании леммы 2 из (5.11) находим априорную оценку (5.3). �

Из априорной оценки (5.3) следуют единственность и устойчивость решения по началь-

ным данным и правой части в смысле нормы ‖u‖21 = ‖u‖20 +D−α
0t ‖ux‖

2
0.

§ 6. Устойчивость и сходимость разностной схемы

На равномерной сетке ωhτ дифференциальной задаче (1.1), (5.1), (1.4) поставим в соот-

ветствие разностную схему порядка аппроксимации O(h2 + τ 2)

∆α
0tj+σ

y = κ
j
i

(
a
j
iy

(σ)
x̄

)

x,i
+ b

−j
i a

j
iy

(σ)
x̄,i + b

+j
i a

j
i+1y

(σ)
x,i − d

j
iy

(σ)
i + ϕ

j
i , (x, t) ∈ ωh,τ , (6.1)

κ0a1y
(σ)
x,0 = β̃1y

(σ)
0 + 0.5h∆α

0tj+σ
y0 − µ̃1, t ∈ ωτ , x = 0, (6.2)

−κNaNy
(σ)
x̄,N = β2y

(σ)
0 +

j∑

s=0

ρjsy
s
0τ̄ + 0.5hdNy

(σ)
N + 0.5h∆α

0tj+σ
yN − µ̃2, x = l, (6.3)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (6.4)

где

β̃1(tj+σ) = β1(tj+σ) + 0.5hdj0, τ =






τ

2
, j = 0, j0,

τ, j 6= 0, j0,

µ̃1(tj+σ) = µ1(tj+σ) + 0.5hϕ0, µ̃2(tj+σ) = µ2(tj+σ) + 0.5hϕN .

Перепишем (6.1)–(6.4) в операторной форме
{
∆α

0tj+σ
y = Λ(tj+σ)y

(σ) + Φ,

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh,
(6.5)

где

Λ(tj+σ)y
(σ) =





Λ̃y
(σ)
i = κ

(
ay

(σ)
x̄

)

x
+ b−ay

(σ)
x̄ + b+a(+1)y(σ)x − dy(σ), i = 1, N − 1,

Λ−y
(σ)
0 =

κ0a1y
(σ)
x,0 − β̃1y

(σ)
0

0.5h
, i = 0,

Λ+y
(σ)
N =

−κNaNy
(σ)
x,N − β2y

(σ)
0 −

j∑
s=0

ρjsy
s
0τ̄ − 0.5hdNy

(σ)
N

0.5h
, i = N,

Φ =





ϕ = ϕi, i = 1, N − 1,

ϕ− =
2

h
µ̃1, i = 0,

ϕ+ =
2

h
µ̃2, i = N,

κ
∗ =





κ =
1

1 + 0.5h|r|
k

,

κ0 =
1

1 + 0.5h|r0|
k0.5

, r0 ≤ 0,

κN =
1

1 + 0.5h|rN |
kN−0.5

, rN ≥ 0,

t∗ = tj+1/2.
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Теорема 6. Пусть выполнены условия (1.5), (5.2). Тогда существует такое τ , что если

τ ≤ τ0, то для решения разностной задачи (6.1)–(6.4) справедлива следующая априорная

оценка

|[yj+1]|20 ≤ M

(
|[y0]|20 + max

0≤j′≤j

j ′∑

s=0

(
|[ϕs]|20 + µ2

1 + µ2
2

)
τ̄

)
, (6.6)

где M — положительная постоянная, не зависящая от h и τ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножим (6.5) теперь скалярно на y(σ) :

[
∆α

0tj+σ
y, y(σ)

]
=
[
Λ(tj+σ)y

(σ), y(σ)
]
+
[
Φ, y(σ)

]
, (6.7)

где [u, v] =
N∑
i=0

uivih̄, h̄ =

{
0.5h, i = 0, N,

h, i 6= 0, N,
[u, u] = [1, u2] = |[u]|20, (u, v] =

N∑
i=1

uivih.

Оценим первое слагаемое в правой части (6.7):

[
Λ(tj+σ)y

(σ), y(σ)
]
=
(
Λ̃(tj+σ)y

(σ), y(σ)
)
+ 0.5hy

(σ)
0 Λ−y

(σ)
0 + 0.5hy

(σ)
N Λ+y

(σ)
N =

=
(
κ

(
ay

(σ)
x̄

)

x
, y(σ)

)
+
(
b−ay

(σ)
x̄ , y(σ)

)
+
(
b+a(+1)y(σ)x , y(σ)

)
−
(
dy(σ), y(σ)

)
+ κ0a1y

(σ)
x,0y

(σ)
0 −

−β̃1

(
y
(σ)
0

)2
− κNaNy

(σ)
x̄,Ny

(σ)
N − β2y

(σ)
N y

(σ)
0 − y

(σ)
N

j∑

s=0

ρjsy
s
0τ̄ − 0.5hdN

(
y
(σ)
N

)2
=

= −
(
ay

(σ)
x̄ , (κy(σ))x̄

]
+
(
b−a, y

(σ)
x̄ y(σ)

)
+
(
b+a(+1), y(σ)x y(σ)

)
−

−
(
dy(σ), y(σ)

)
− β̃1(y

(σ)
0 )2 − β2y

(σ)
N y

(σ)
0 − y

(σ)
N

j∑

s=0

ρjsy
s
0τ̄ − 0.5hdN

(
y
(σ)
N

)2
. (6.8)

Преобразуем слагаемые в правой части (6.8):

−
(
dy(σ), y(σ)

)
− β̃1(y

(σ)
0 )2 − β2y

(σ)
N y

(σ)
0 − y

(σ)
N

j∑

s=0

ρjsy
s
0τ̄ − 0.5hdN

(
y
(σ)
N

)2
=

= −
(
dy(σ), y(σ)

)
− 0.5hd0(y

(σ)
0 )2 − 0.5hdN(y

(σ)
N )2 − β1(y

(σ)
0 )2 − β2y

(σ)
N y

(σ)
0 − y

(σ)
N

j∑

s=0

ρjsy
s
0τ̄ ≤

≤ −
[
d, (y(σ))2

]
+M1

((
y
(σ)
0

)2
−
(
y
(σ)
N

)2)
+

1

2

(
j∑

s=0

ρjsy
s
0τ̄

)2

≤

≤ ε‖y
(σ)
x̄ ]|20 +Mε

2 |[y
(σ)]|20 +M3

j∑

s=0

|[y]|20τ̄ +

j∑

s=0

‖yx̄]|
2
0τ̄ . (6.9)

Учитывая (4.10), (6.9), из (6.8) находим

[
Λ(tj+σ)y

(σ), y(σ)
]
≤ −M4‖y

(σ)
x̄ ]|20 + ε‖y

(σ)
x̄ ]|20 +

+Mε
5 |[y

(σ)]|20 +M6

j∑

s=0

|[y]|20τ̄ +M7

j∑

s=0

‖yx̄]|
2
0τ̄ . (6.10)
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Принимая во внимание преобразования (4.8), (4.13), (6.10) при ε =
M4

4
, из (6.7) находим

∆α
0tj+σ

|[y]|20 + ‖y
(σ)
x̄ ]|20 ≤ M8

j∑

s=0

‖yx̄]|
2
0τ̄ +

+M9|[y
(σ)]|20 +M10

j∑

s=0

|[y]|20τ̄ +M11

(
|[ϕ]|20 + µ2

1 + µ2
2

)
. (6.11)

Оценим первое слагаемое в правой части (6.11), для этого перепишем (6.11) в другом виде

‖yj+1
x̄ ]|20 ≤ M8

j∑

s=0

‖ysx̄]|
2
0τ̄ + F, (6.12)

где F = M9|[y
(σ)]|20 +M10

j∑
s=0

|[y]|20τ̄ +M11 (|[ϕ]|
2
0 + µ2

1 + µ2
2).

На основании леммы Гронуолла [33, с.171] из (6.12) находим

‖yj+1
x̄ ]|20 ≤ M12F. (6.13)

Учитывая (6.13), из (6.11) после несложных преобразований получаем

∆α
0tj+σ

|[y]|20 + ‖y
(σ)
x̄ ]|20 ≤ M9|[y

(σ)]|20 +M13

j∑

s=0

|[ys]|20τ̄ +M14

j∑

s=0

(
|[ϕs]|20 + µ2

1 + µ2
2

)
τ̄ . (6.14)

Обозначая через F = M13

j∑
s=0

|[y]|20τ̄ +M14

j∑
s=0

(|[ϕ]|20 + µ2
1 + µ2

2) τ̄ , на основании леммы 4 из

(6.14) получим

|[yj+1]|20 ≤ M15

(
|[y0]|20 + max

0≤j′≤j

(
j ′∑

s=0

|[ys]|20τ̄ +

j ′∑

s=0

(
|[ϕs]|20 + µ2

1 + µ2
2

)
τ̄

))
. (6.15)

Учитывая, что

max
0≤j′≤j

j ′∑

s=0

|[ys]|20τ̄ ≤

j∑

j ′=0

max
0≤s≤j ′

|[ys]|20τ̄ ≤

j∑

j ′=0

max
0≤s≤j ′

|[ys]|20τ

и введя обозначение gj = max
0≤j ′≤j

|[yj
′

]|20, из (6.15) получим

gj+1 ≤ M16

j∑

s=0

gsτ +M17F
j
1 , (6.16)

где

F
j
1 = |[y0]|20 +

tαj

Γ(1 + α)
max
0≤j′≤j

j ′∑

s=0

(
|[ϕs]|20 + µ2

1 + µ2
2

)
τ̄ .

На основании леммы Гронуолла [33, с.171] из (6.16) получаем априорную оценку (6.6). �

Из априорной оценки (6.6) следуют единственность и устойчивость решения по началь-

ным данным и правой части.
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Пусть u(x, t) — решение задачи (1.1), (5.1), (1.4), y(xi, tj) = y
j
i — решение разностной

задачи (6.1)–(6.4). Для оценки точности разностной схемы (6.1)–(6.4) рассмотрим разность

z
j
i = y

j
i − u

j
i , где u

j
i = u(xi, tj). Тогда, подставляя y = z + u в соотношения (6.1)–(6.4),

получаем задачу для функции z:

∆α
0tj+σ

z = κ
j
i

(
a
j
iz

(σ)
x̄

)

x,i
+ b

−j
i a

j
izx̄,i + b

+j
i a

j
i+1z

(σ)
x,i − d

j
iz

(σ)
i +Ψj

i , (x, t) ∈ ωh,τ , (6.17)

κ0a1z
(σ)
x,0 = β̃1z

(σ)
0 + 0.5h∆α

0tj+σ
z0 − ν̃1, t ∈ ωτ , x = 0, (6.18)

−κNaNz
(σ)
x̄,N = β2z

(σ)
0 +

j∑

s=0

ρjsz
s
0 τ̄ + 0.5hdNz

(σ)
N + 0.5h∆α

0tj+σ
zN − ν̃2, x = l, (6.19)

z(x, 0) = 0, (6.20)

где Ψ = O (h2 + τ 2), ν̃1 = O (h2 + τ 2), ν̃2 = O (h2 + τ 2) — погрешности аппроксимации

дифференциальной задачи (1.1), (5.1), (1.4) разностной схемой (6.1)–(6.4) в классе решений

u = u(x, t) задачи (1.1), (5.1), (1.4).

Применяя априорную оценку (6.6) к решению задачи (6.17)–(6.20), получаем неравен-

ство

|[zj+1]|20 ≤ M max
0≤j′≤j

j ′∑

s=0

(
|[Ψs]|20 + ν

j′2
1 + ν

j′2
2

)
τ̄ , (6.21)

где M — положительная постоянная, не зависящая от h и τ .

Из априорной оценки (6.21) следует сходимость решения разностной задачи (6.1)–(6.4)

к решению дифференциальной задачи (1.1), (5.1), (1.4) в смысле нормы |[zj+1]|20 на каждом

слое так, что существует такое τ0, что при τ ≤ τ0 справедлива оценка |[yj+1 − uj+1]|0 ≤
M (h2 + τ 2).

Замечание 1. Полученные в данной работе результаты справедливы и в случае, когда

условие (1.3) заменяется условием вида:

∂α
0t

∫ l

0

u(x, t) dx = µ(t), 0 ≤ t ≤ T.

§ 7. Алгоритмы численного решения рассматриваемых задач

Для численного решения разностных схем, полученных при аппроксимации рассматри-

ваемых в данной работе нелокальных краевых задач приведем разностные схемы (2.1)–(2.4),

(4.1)–(4.4) и (6.1)–(6.4) к расчетному виду.

Рассмотрим разностную схему (2.1)–(2.4). Тогда уравнение (2.1) приводится к следую-

щему виду

Aiy
j+1
i−1 − Ciy

j+1
i +Biy

j+1
i+1 = −F

j
i , i = 1, N − 1, (7.1)

где

Ai = τσκ
j
i a

j
i−τhσb

−j
i a

j
i , Bi = τσκ

j
i a

j
i+1+τhσb

+j
i a

j
i+1, Ci = Ai+Bi+h2 τ

1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
+στh2d

j
i ,

F
j
i = AAiy

j
i−1 − CCiy

j
i +BBiy

j
i+1 + h2τϕ

j
i − h2 τ 1−α

Γ(2− α)

j−1∑

s=0

c
(α,σ)
j−s (ys+1

i − ysi ),
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AAi = τ(1 − σ)κj
i a

j
i − τh(1− σ)b−j

i a
j
i , BBi = τ(1 − σ)κj

i a
j
i+1 + τh(1− σ)b+j

i a
j
i+1,

CCi = AAi +BBi − h2 τ
1−αc

(α,σ)
0

Γ(2− α)
+ (1− σ)τh2d

j
i .

Краевое условие (2.2) принимает вид

y0 = 0. (7.2)

Краевое условие (2.3) принимает вид

yN = κ2yN−1 + µ̃2, (7.3)

где

κ2 =
τσκNaN

τσκNa
j
N + 0.5h2 τ

1−αc
(α,σ)
0

Γ(2−α)
+ 0.5στh2d

j
N

,

µ̃2 =

[
µ2hτ − τ(1− σ)κNaN (y

j
N − y

j
N−1)−

− 0.5(1− σ)τh2d
j
Ny

j
N − τhβ

N∑

i=0

y
(σ)
i h̄+ 0.5h2 τ

1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
yN −

− 0.5h2 τ 1−α

Γ(2− α)

j−1∑

s=0

c
(α,σ)
j−s (ys+1

N − ysN)

]/[
τσκNa

j
N +

h2

2

τ 1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
+ 0.5στh2d

j
N

]
.

Таким образом, если находить значение интеграла с нижнего слоя, то с учетом (7.1)–

(7.3), разностная схема (2.1)–(2.4) приводится к трехдиагональной системе линейных ал-

гебраических уравнений, решение которой легко находится известным методом прогонки.

Рассмотрим теперь разностную схему (4.1)–(4.4). Тогда краевое условие (4.3) принимает

вид

y0 = κ1y1 + µ̃1, (7.4)

где

κ1 =
τσκ0a1

τσκ0a
j
1 + σhτβ

j
1 + 0.5h2 τ

1−αc
(α,σ)
0

Γ(2−α)
+ 0.5στh2d

j
0

,

µ̃1 =

[
µ1hτ − (1− σ)hτβ1y

j
0 + τ(1− σ)κ0a1(y

j
1 − y

j
0) + 0.5h2 τ

1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
y0 −

− 0.5h2 τ 1−α

Γ(2− α)

j−1∑

s=0

c
(α,σ)
j−s (ys+1

0 − ys0)− 0.5(1− σ)τh2d
j
0y

j
0

]/

/[
τσκ0a

j
1 + σhτβ

j
1 + 0.5h2 τ

1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
+ 0.5στh2d

j
0

]
.

Учитывая (7.1), (7.3), (7.4), разностная схема (4.1)–(4.4) приводится к трехдиагональной

системе линейных алгебраических уравнений.

Рассмотрим теперь разностную схему (6.1)–(6.4). Тогда краевое условие (6.3) принимает

вид

yN = κ2yN−1 + µ̃2, (7.5)
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где

κ2 =
τσκNaN

τσκNa
j
N + 0.5h2 τ

1−αc
(α,σ)
0

Γ(2−α)
+ 0.5στh2d

j
N

,

µ̃2 =

[
µ2hτ − τ(1− σ)κNaN(y

j
N − y

j
N−1) + 0.5(1− σ)τh2d

j
Ny

j
N +

+ 0.5h2 τ
1−αc

(α,σ)
0

Γ(2− α)
yN − 0.5h2 τ 1−α

Γ(2− α)

j−1∑

s=0

c
(α,σ)
j−s (ys+1

N − ysN)−

−0.5(1−σ)τh2d
j
Ny

j
N−τh

j∑

s=0

ρjsy
s
0τ̄

]/[
τσκNa

j
N+γN

τ 1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
+
h2

2

τ 1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
+0.5στh2d

j
N

]
.

Таким образом, с учетом (7.1), (7.3), (7.5), разностная схема (6.1)–(6.4) приводится к

трехдиагональной системе линейных алгебраических уравнений.

§ 8. Тестовые задачи и численные результаты

Тестовая задача №1. В цилиндре QT = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T} рассмотрим

следующую нелокальную краевую задачу:

∂α
0tu =

∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
− q(x, t)u+ f(x, t), 0 < x < l, 0 < t ≤ T,

k(0, t)ux(0, t) = β1(t)u(0, t)− µ1(t),

−k(l, t)ux(l, t) = β2(t)

∫ l

0

u(x, t) dx− µ2(t),

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l.

Коэффициенты уравнения и граничных условий рассматриваемой задачи подбираются

таким образом, чтобы точное решение задачи было равно u(x, t) = t3x4.

Ниже в таблице 1 при уменьшении размера сетки приведены максимальное значение

погрешности (z = y − u) и порядок сходимости (ПС) в норме |[z]|L2(w̄hτ ). Погрешность

уменьшается в соответствии с порядком аппроксимации O
(
h2 + τ 2

)
.

Тестовая задача №2. В цилиндре QT = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T} рассмотрим

следующую нелокальную краевую задачу:

∂α
0tu =

∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
− q(x, t)u+ f(x, t), 0 < x < l, 0 < t ≤ T,

k(0, t)ux(0, t) = β1(t)u(0, t)− µ1(t),

−k(l, t)ux(l, t) = β2(t)u(0, t) +

∫ t

0

ρ(t, τ)u(0, τ) dτ − µ2(t),

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l.

Коэффициенты уравнения и граничных условий рассматриваемой задачи подбираются

таким образом, чтобы точное решение задачи было равно u(x, t) = t3ex
2
.

Ниже в таблице 2 при уменьшении размера сетки приведены максимальное значение

погрешности (z = y − u) и порядок сходимости (ПС) в норме |[z]|L2(w̄hτ ). Погрешность

уменьшается в соответствии с порядком аппроксимации O
(
h2 + τ 2

)
.
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Таблица 1.

Изменение погрешности в норме |[z]|L2(w̄hτ ) при α = 0, 01; 0, 5; 0.99
и уменьшении размера сетки на t = 1, когда τ = h.

α τ |[z]|L2(w̄hτ ) ПС в |[z]|L2(w̄hτ )

0.01 1/10 0.339007240

1/20 0.082031298 2.0471

1/40 0.020165133 2.0243

1/80 0.004998315 2.0123

1/160 0.001244200 2.0062

0.50 1/10 0.242706902

1/20 0.058880689 2.0433

1/40 0.014487108 2.0230

1/80 0.003592038 2.0119

1/160 0.000894229 2.0061

0.99 1/10 0.193166357

1/20 0.047034366 2.0381

1/40 0.011590173 2.0208

1/80 0.002875810 2.0109

1/160 0.000716186 2.0056

Таблица 2.

Изменение погрешности в норме |[z]|L2(w̄hτ ) при α = 0, 01; 0, 5; 0.99
и уменьшении размера сетки на t = 1, когда τ = h.

α τ |[z]|L2(w̄hτ ) ПС в |[z]|L2(w̄hτ )

0.01 1/10 0.398381750

1/20 0.096887932 2.0398

1/40 0.023853631 2.0221

1/80 0.005915604 2.0116

1/160 0.001472819 2.0059

0.50 1/10 0.283188104

1/20 0.069149663 2.0340

1/40 0.017049439 2.0200

1/80 0.004230402 2.0109

1/160 0.001053417 2.0057

0.99 1/10 0.209695900

1/20 0.051362726 2.0295

1/40 0.012684870 2.0176

1/80 0.003150288 2.0096

1/160 0.000784846 2.0050
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In the rectangular region, we study nonlocal boundary value problems for the one-dimensional unsteady

convection–diffusion equation of fractional order with variable coefficients, describing the diffusion trans-

fer of a substance, as well as the transfer due to the motion of the medium. A priori estimates of solutions

of nonlocal boundary value problems in differential form are derived by the method of energy inequalities.

Difference schemes are constructed and analogs of a priori estimates in the difference form are proved for

them, error estimates are given under the assumption of sufficient smoothness of solutions of equations.

From the obtained a priori estimates, the uniqueness and stability of the solution from the initial data and

the right part, as well as the convergence of the solution of the difference problem to the solution of the

corresponding differential problem at the rate of O(h2 + τ2).
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