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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ВЛОЖЕНИЕ ТРЕХМЕРНЫХ ГЕОМЕТРИЙ
ГЕЛЬМГОЛЬЦЕВА ТИПА

Для современной геометрии важное значение имеет изучение геометрий максимальной подвиж-

ности. Максимальная подвижность для n-мерной геометрии, задаваемой функцией f пары точек

означает существование n(n+1)/2-мерной группы преобразований, оставляющей эту функцию ин-

вариантной. Известно много геометрий максимальной подвижности (геометрия Евклида, симплек-

тическая, Лобачевского и т. д.), но полной классификации таких геометрий нет. В данной статье

методом вложения решается одна из таких классификационных задач. Суть этого метода состоит

в следующем: по известной функции пары точек g трехмерной геометрии находим все невырож-

денные функции f пары точек четырехмерных геометрий, являющиеся инвариантами группы Ли

преобразований размерности 10. В этой статье g — это невырожденные функции пары точек двух

гельмгольцевых трехмерных геометрий:

g = 2 ln(xi − xj) +
yi − yj
xi − xj

+ 2zi + 2zj ,

ln[(xi − xj)
2 + (yi − yj)

2] + 2γarctg
yi − yj
xi − xj

+ 2zi + 2zj .

Данные геометрии локально максимально подвижны, то есть их группы движений шестимерны.

Задача, решаемая в этой работе, сводится к решению аналитическими методами специальных функ-

циональных уравнений, решения которых ищутся в виде рядов Тейлора. Для перебора различных

вариантов применяется пакет математических программ Maple 15. В результате получаются только

вырожденные функции пары точек.

Ключевые слова: функциональное уравнение, функция пары точек, группа движений, геометрия

максимальной подвижности, гельмгольцевы геометрии.
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Введение

Известны две трехмерные геометрии гельмгольцева типа, задаваемые функциями пары

точек:

g = 2 ln(xi − xj) +
yi − yj
xi − xj

+ 2zi + 2zj ; (0.1)

g = ln[(xi − xj)
2 + (yi − yj)

2] + 2γarctg
yi − yj
xi − xj

+ 2zi + 2zj ; (0.2)

где γ = const > 0, (xi, yi, zi) — координаты точки i, а (xj , yj, zj) — координаты точки j.
Геометрия с функцией (0.1) называется — дуальногельмгольцевой, с функцией (0.2) — соб-

ственно гельмгольцевой.

Эти трехмерные геометрии впервые появились при классификации феноменологически

симметричных трехмерных геометрий [1] и являются геометриями локальной максималь-

ной подвижности, то есть группы их движений шестипараметрические [1–3]. Классифи-

кация трехмерных геометрий локальной максимальной подвижности (феноменологически
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симметричные геометрии) была получена в 80-е годы 20 века В. Х. Левом [1] и дополнена

В. А. Кыровым [4]. Также была построена классификация двумерных геометрий локальной

максимальной подвижности (феноменологически симметричные геометрии) [5], [2, с. 54].

Следует отметить, что для современной математики важную роль играет изучение трехмер-

ных геометрий максимальной подвижности. Одна из таких классификаций была построена

Тёрстоном [6, 7]. Эта классификация содержит все трехмерные максимально односвязные

геометрии, допускающие компактные фактор-геометрии. Отметим, что часть геометрий из

классификации Лева [1] содержится в классификации Тёрстона [6, 7] (трехмерные геомет-

рии с постоянной секционной кривизной). Классификация Лева, кроме геометрий посто-

янной секционной кривизны, содержит псевдоевклидову геометрию, симплициальные гео-

метрии, геометрии гельмгольцева типа.

В данной статье решается задача, являющаяся частью глобальной задачи вложения для

геометрий локальной максимальной подвижности. Суть задачи вложения состоит в поиске

всех четырехмерных геометрий локальной максимальной подвижности, то есть в нахож-

дении четырехмерных геометрий, задаваемых функциями пары точек, являющимися двух-

точечными инвариантами групп движений размерности 10, вида f = χ(g, wi, wj), где g —

функция пары точек, задающая известную трехмерную геометрию локальной максималь-

ной подвижности, i и j — точки многообразия. Вместо g можно взять, например, метрику

евклидовой или симплектической геометрий (эта задача решена автором) [8, 9], а также

функцию пары точек трехмерных симплициальных геометрий или двумерных геометрий

гельмгольцева типа [4, 10]. В данной работе вместо g берется либо функция пары точек

трехмерной дуальногельмгольцевой геометрии (0.1), либо функция пары точек трехмер-

ной собственно гельмгольцевой геометрии (0.2). Такая задача не имеет положительного

решения в классе геометрий локальной максимальной подвижности. Результатами вложе-

ния являются четырехмерные геометрии с вырожденными функциями пары точек, которые

не являются геометриями максимальной подвижности.

Поставленная задача сводится к аналитическому решению специальных геометрических

функциональных уравнений. В данной работе эти функциональные уравнения принимают

следующий вид:

для функции пары точек (0.1):

[(2(xi − xj)− (yi − yj))(X1(i)−X1(j)) + (xi − xj)(X2(i)−X2(j)) +

+ 2(xi − xj)
2(X3(i) +X3(j))]

∂g

∂θ
+ (xi − xj)

2

(

X4(i)
∂χ

∂wi

+X4(j)
∂χ

∂wj

)

= 0,

для функции пары точек (0.2):

2[((xi − xj)− γ(yi − yj))(X1(i)−X1(j)) + ((yi − yj) + γ(xi − xj))(X2(i)−X2(j)) +

+ ((xi − xj)
2 + (yi − yj)

2)(X3(i) +X3(j))]
∂χ

∂g
+

+ ((xi − xj)
2 + (yi − yj)

2)

(

X4(i)
∂χ

∂wi

+X4(j)
∂χ

∂wj

)

= 0,

где X1, X2, X3, X4, χ — неизвестные. Схожие функциональные уравнения рассматриваются

в работах [5, 11, 12]. В работе [13] изучается связь одномерной геометрии локальной мак-

симальной подвижности с алгебраическими системами, которые получаются из решения

особых функциональных уравнений вида

ϕ(ϕ(x, z), ϕ(y, z)) = ϕ(x, y),
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где ϕ — неизвестная функция. Отметим, что задача классификации геометрий локальной

максимальной подвижности выросла из теории физических структур. Другой важной за-

дачей этой теории является классификация и изучение феноменологически симметричных

геометрий на двух множествах, которая применяет методы, также сводящиеся к решению

специальных функциональных уравнений [14]. В последние годы активно изучается связь

геометрий на двух множествах с алгебраическими системами, в частности, с обобщенны-

ми точно транзитивными группами и псевдоматричными группами [15, 16]. Изучение этой

связи сводится к исследованию особого функционального уравнения, возникающего в ал-

гебраических системах

φ(xφ(y−1))y = φ(φ(x)φ(y)),

дополненного условием

φ(φ(x)) = x,

где φ — неизвестная функция.

§ 1. Точные определения и основные результаты

Рассмотрим четырехмерное аналитическое многообразие M , которое локально диффео-

морфно прямому произведению трехмерного аналитического многообразия N и одномер-

ного аналитического многообразия L. Локальный диффеоморфизм осуществляет аналити-

ческое отображение h : M → N × L. Пусть π1 : N × L→ N и π2 : N × L → L — проекции.

Рассмотрим функции g : N×N → R, с открытой и плотной областью определения Sg в N2,

и χ : R × L× L → R. Определим проекции p1 : M ×M → M и p2 : M ×M → M , которые

на точках действуют так: p1 : 〈i, j〉 7→ i и p2 : 〈i, j〉 7→ j, где 〈i, j〉 — произвольная точка

в M ×M . Построим функцию f : M ×M → R по следующей формуле:

f = χ(g(π1(h(p1)), π1(h(p2))), π2(h(p1)), π2(h(p2))),

область определения Sf которой открыта и плотна в M2. Для произвольных i, j ∈M таких,

что 〈i, j〉 ∈ Sf имеем

f(i, j) = χ(g(π1(h(p1(〈i, j〉))), π1(h(p2(〈i, j〉)))), π2(h(p1(〈i, j〉))), π2(h(p2(〈i, j〉)))). (1.1)

Для произвольной точки из M рассмотрим координатную окрестность U ⊂ M , в ко-

торой h является диффеоморфизмом и для любых точек i, j ∈ U , 〈i, j〉 ∈ Sf , существуют

окрестности U(i) ⊂ U , U(j) ⊂ U такие, что 〈i′, j′〉 ∈ Sf , ∀i′ ∈ U(i), ∀j′ ∈ U(j). Из выше

сказанного имеем диффеоморфизм окрестностей h : U → V ×W , где V , W — некоторые ко-

ординатные окрестности в N и L соответственно. Координаты в окрестности V обозначим

через (x, y, z), а координату в окрестности W — через (w). Тогда в локальных координатах

функция (1.1) принимает следующий вид:

f = f(i, j) = χ(θ, wi, wj), (1.2)

где g(π1(h(i)), π1(h(j))) = θ = θ(xi, yi, zi, xj , yj, zj) — либо (0.1), либо (0.2), π2(h(i)) = wi,

π2(h(j)) = wj .

Пусть выполняются аксиомы:

Аксиома аналитичности. Функция χ : R×L×L → R аналитическая во всех точках области

определения.

Аксиома невырожденноcти. Для функции (1.2) в произвольной точке окрестности U(i) ×
× U(j) ⊂M2 справедливы неравенства:

∂χ

∂θ
6= 0,

∂χ

∂wi

6= 0,
∂χ

∂wj

6= 0.
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Пусть группа Ли G действует эффективно и аналитично в U ⊂ M [3]. Это означает, что

задано аналитическое инъективное отображение (эффективное действие)

λ : U ×G→ U ′,

где U ′ ⊂M — открытая область, причем выполняются свойства:

(1) λ(i, e) = i, e ∈ G — единица, i ∈ U ;

(2) λ(λ(i, a), b) = λ(i, ab), для любых a, b ∈ G и i ∈ U ;

(3) Для любого i ∈ U λ(i, a) = i, только если a = e.

Действие λa, определяемое произвольным элементом a ∈ G, называется движением,

если для любых точек i, j ∈ U таких, что 〈i, j〉 ∈ Sf , 〈λa(i), λa(j)〉 ∈ Sf , выполняется

равенство

f(λa(i), λa(j)) = f(i, j).

Действия группы G можно определить в окрестностях U(i) и U(j) точек i и j, причем

если эти окрестности пересекаются, то действия в пересечении совпадают. Множество всех

движений образует группу движений.

Аксиома максимальной подвижности. Размерность группы Ли G равна 10.

Алгебра Ли действия группы Ли G состоит из операторов

X = X1∂x +X2∂y +X3∂z +X4∂w, (1.3)

где Xα = Xα(x, y, z, w) — аналитическая функция в U , α = 1, 2, 3, 4 [3]. Через операто-

ры (1.3) записывается условие локальной инвариантности [3], [17, с. 229]:

X(i)f(i, j) +X(j)f(i, j) = 0, (1.4)

которое выполняется в окрестностях U(i) ⊂ U и U(j) ⊂ U точек i и j.
Ниже ищем все функции вида (1.2), являющиеся двухточечными инвариантами десяти-

параметрической группы движений, причем θ — либо (0.1), либо (0.2).

Пусть k ∈ U ⊂ M — начало некоторой системы координат в U , в которой эта точка

имеет нулевые координаты (0, 0, 0, 0). В такой системе координат справедливы разложения

в ряд Тейлора для компонент оператора (1.3) и функции (1.2) [18, с. 365]:
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



















X1 = X1(z, w) +D1(X1)(z, w)x+D2(X1)(z, w)y +

+
1

2
D1,1(X1)(z, w)x

2 +
1

2
D2,2(X1)(z, w)y

2 +D1,2(X1)(z, w)xy + · · · ,

X2 = X2(z, w) +D1(X2)(z, w)x+D2(X2)(z, w)y +

+
1

2
D1,1(X2)(z, w)x

2 +
1

2
D2,2(X2)(z, w)y

2 +D1,2(X2)(z, w)xy + · · · ,

X3 = X3(z, w) +D1(X3)(z, w)x+D2(X3)(z, w)y +

+
1

2
D1,1(X3)(z, w)x

2 +
1

2
D2,2(X3)(z, w)y

2 +D1,2(X3)(z, w)xy + · · · ,

X4 = X4(z, w) +D1(X4)(z, w)x+D2(X4)(z, w)y +

+
1

2
D1,1(X4)(z, w)x

2 +
1

2
D2,2(X4)(z, w)y

2 +D1,2(X4)(z, w)xy + · · · ,

(1.5)

f(θ, wi, wj) = f(wi, wj) +D1(f)(wi, wj)θ +
1

2
D1,1(f)(wi, wj)θ

2 + · · · , (1.6)
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где, например,

X1(z, w) = X1(0, 0, z, w), D1(X1)(z, w) =
∂X1(x, y, z, w)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=y=0

,

D2(X1)(z, w) =
∂X1(x, y, z, w)

∂y

∣

∣

∣

∣

x=y=0

, D1,2(X2)(z, w) =
∂2X2(x, y, z, w)

∂x∂y

∣

∣

∣

∣

x=y=0

,

f(wi, wj) = χ(0, wi, wj), D1(f)(wi, wj) =
∂χ(θ, wi, wj)

∂θ

∣

∣

∣

∣

θ=0

.

Основной результат работы сформулируем в виде теоремы.

Теорема 1. Рассмотрим произвольную точку k ∈ M и ее координатную окрестность U .

Возьмем также две точки i, j ∈ U с окрестностями U(i) и U(j) такие, что

U(i) ∪ U(j) ⊂ U, причем 〈i, j〉, 〈i′, j′〉 ∈ Sf , ∀i′ ∈ U(i), ∀j′ ∈ U(j).

Тогда функция пары точек (1.2) в аналитическом многообразии M , где θ — либо (0.1),

либо (0.2), вырождена, то есть не задает геометрию локальной максимальной подвижно-

сти.

Как сказано выше, функция (1.2) является двухточечным инвариантом действия деся-

тимерной группы Ли G, поэтому условие локальной инвариантности (1.4) в явном виде

записывается так:

если θ имеет вид (0.1):

(

(2u− v)(X1(i)−X1(j)) + u(X2(i)−X2(j)) + 2u2(X3(i) +X3(j)
)∂χ

∂θ
+

+ u2
(

X4(i)
∂χ

∂wi

+X4(j)
∂χ

∂wj

)

= 0;
(1.7)

если θ имеет вид (0.2):

2
(

(u− γv)(X1(i)−X1(j)) + (v + γu)(X2(i)−X2(j)) +

+ (u2 + v2)(X3(i) +X3(j))
)∂χ

∂θ
+ (u2 + v2)

(

X4(i)
∂χ

∂wi

+X4(j)
∂χ

∂wj

)

= 0,
(1.8)

где X1, X2, X3, X4 — компоненты оператора (1.3). Здесь и везде ниже введены сокращаю-

щие обозначения: u = xi−xj , v = yi−yj . Заметим, что выражения (1.7) и (1.8) выполняются

тождественно по координатам точек i и j из окрестностей U(i) и U(j).

§ 2. Вспомогательные утверждения

Доказательству теоремы предпошлем несколько вспомогательных утверждений, кото-

рые справедливы не только для аналитических функций, но также и для функций класса C3.

Лемма 1. В некоторой окрестности U(i)×U(j) для тождеств (1.7) и (1.8) выполняются

неравенства:

(2u− v)(X1(i)−X1(j)) + u(X2(i)−X2(j)) + 2u2(X3(i) +X3(j)) 6= 0;

(u− γv)(X1(i)−X1(j)) + (v + γu)(X2(i)−X2(j)) + (u2 + v2)(X3(i) +X3(j)) 6= 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим сначала, что первое неравенство не выполняет-

ся в некоторой окрестности U(i)× U(j), т. е. справедливо равенство

(2u− v)(X1(i)−X1(j)) + u(X2(i)−X2(j)) + 2u2(X3(i) +X3(j)) = 0. (2.1)

Продифференцируем равенство (2.1) дважды: сначала по координате точки i, а затем по

координате точки j. Перебирая все варианты, имеем

2X ′

1x(j) + 2X ′

1x(i) +X ′

2x(j) +X ′

2x(i) + 4(X3(i) +X3(j))− 4uX ′

3x(j) + 4uX ′

3x(i) = 0,

X ′

1y(j) +X ′

1y(i) = 0, 2X ′

1y(i) +X ′

2y(i)−X ′

1x(j) + 4uX ′

3y(i) = 0,

2X ′

1z(i) +X ′

2z(i)− 4uX ′

3z(i) = 0, X ′

1z(i) = 0,

2X ′

1w(i) +X ′

2w(i)− 4uX ′

3w(i) = 0, X ′

1w(i) = 0.

Далее в полученном выражении снова дважды дифференцируем: сначала по координате

точки i, а затем по координате точки j; перебирая все варианты, имеем

X ′′

3xx = X ′′

3xy = X ′′

3yy = X ′′

3xz = X ′′

3yz = X ′′

3xw = X ′′

3yw =

= X ′

3z = X ′

1z = X ′

2z = X ′

3w = X ′

1w = X ′

2w = 0,

следовательно

X3 = ax+ by + c, a, b, c = const,

2X ′

1x(j) + 2X ′

1x(i) +X ′

2x(j) +X ′

2x(i) + 4(axi + axj + byi + byj + 2c) = 0,

X ′

1y(j) +X ′

1y(i) = 0, 2X ′

1y(i) +X ′

2y(i)−X ′

1x(j) + 4bu = 0.

Затем разделяем переменные:

X ′

1x = −4bx + d, X ′

2y = −4bx+ d, X ′

2x = −2d− 4c− 4by − 4ax+ 8bx, X ′

1y = 0,

где d = const. Интегрируя последние уравнения и возвращаясь в (2.1), получаем первые

три компоненты оператора (1.3):

X1 = −2bx2 + dx+ p, X2 = d(y − 2x)− 4cx− 4bxy − 2ax2 + 4bx2 + q, X3 = ax+ by + c,

причем a, b, c, d, p, q = const.
В тождестве (1.7) возможно либо X4 = 0, либо X4 6= 0.
Если X4 = 0, то имеем следующий оператор алгебры Ли группы движений:

X = (−2bx2 + dx+ p)∂x + (d(y − 2x)− 4cx− 4bxy − 2ax2 + 4bx2 + q)∂y + (ax+ by + c)∂z .

Придавая постоянным a, b, c, d, p, q значения 0 и 1, получаем шесть базисных операторов,

а должно быть десять. Противоречие.

Пусть теперь X4 6= 0. Тогда решаем уравнение X4(i)
∂χ

∂wi

+ X4(j)
∂χ

∂wj

= 0, получаем

X4 = X4(w). Произвольный оператор алгебры Ли группы движений четырехмерного про-

странства примет следующий вид:

X = (−2bx2+dx+p)∂x+(d(y−2x)−4cx−4bxy−2ax2+4bx2+ q)∂y+(ax+ by+ c)∂z+∂w,

где w =
∫

dw/X4(w). Придавая постоянным значения 0 и 1, имеем семь базисных операто-

ров, а должно быть десять.
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Предположим теперь, что второе неравенство не выполняется в U(i) × U(j), т. е. спра-

ведливо равенство

(u− γv)(X1(i)−X1(j)) + (v + γu)(X2(i)−X2(j)) + (u2 + v2)(X3(i) +X3(j)) = 0. (2.2)

Продифференцируем равенство (2.2) дважды: сначала по координате точки i, а затем по

координате точки j; перебирая все варианты, имеем

−X ′

1x(j)−X ′

1x(i)− γX ′

2x(j)− γX ′

2x(i)− 2(X3(i) +X3(j)) + 2uX ′

3x(j)− 2uX ′

3x(i) = 0,

γX ′

1y(j) + γX ′

1y(i)−X ′

2y(j)−X ′

2y(i)− 2(X3(i) +X3(j)) + 2vX ′

3y(j)− 2vX ′

3y(i) = 0,

−X ′

1y(j) + γX ′

1x(i)− γX ′

2y(j)−X ′

2x(i) + 2uX ′

3y(j)− 2vX ′

3x(i) = 0,

X ′

1z(j) + γX ′

2z(j)− 2uX ′

3z(j) = 0, γX ′

1z(j)−X ′

2z(j) + 2vX ′

3z(j) = 0,

2X ′

1w(j) + γX ′

2w(j)− 2uX ′

3w(j) = 0, γX ′

1w(j)−X ′

2w(j) + 2vX ′

3w(j) = 0.

Далее в полученном снова дважды дифференцируем: сначала по координате точки i,
а затем по координате точки j; в итоге имеем

X ′′

3xx = X ′′

3xy = X ′′

3yy = X ′′

3xz = X ′′

3yz = X ′′

3xw = X ′′

3yw =

= X ′

3z = X ′

1z = X ′

2z = X ′

3w = X ′

1w = X ′

2w = 0,

следовательно,

X3 = ax+ by + c,

−X ′

1x(j)−X ′

1x(i)− γX ′

2x(j)− γX ′

2x(i)− 2(axi + byi + axj + byj + 2c) = 0,

γX ′

1y(j) + γX ′

1y(i)−X ′

2y(j)−X ′

2y(i)− 2(axi + byi + axj + byj + 2c) = 0,

−X ′

1y(j) + γX ′

1x(i)− γX ′

2y(j)−X ′

2x(i) + 2bxi − 2ayi − 2bxj + 2ayj = 0.

Затем разделяем переменные:

X ′

1x + γX ′

2x = −2ax− 2by − 2c, γX ′

1y −X ′

2y = 2ax+ 2by + 2c,

γX ′

1x −X ′

2x = −2bx+ 2ay + d, X ′

1y + γX ′

2y = −2bx + 2ay + d.

Интегрируя последние уравнения, получаем

X1 + γX2 = a(y2 − x2)− 2bxy − 2cx+ dy + p,

γX1 −X2 = b(y2 − x2) + 2axy + 2cy + dx+ q,

причем a, b, c, d, p, q = const. Далее рассуждая так же, как и выше, приходим к алгебре Ли

с числом базисных операторов либо 6, либо 7, то есть меньше 10. В результате получается

противоречие аксиоме максимальной подвижности. Лемма 1 доказана. �

Лемма 2. В некоторой окрестности U(i)×U(j) для тождеств (1.7) и (1.8) справедливо

неравенство X4 6= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство вытекает из леммы 1 и из аксиомы невырож-

денности. �

Лемма 3. В некоторой окрестности U(i)×U(j) функцияX4(x, y, z, w), входящая в тож-

дества (1.7) и (1.8), зависит либо от x, либо от y, т. е.

(

∂X4(x, y, z, w)

∂x

)2

+

(

∂X4(x, y, z, w)

∂y

)2

6= 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Эта лемма сформулирована сразу для двух тождеств. Слу-

чаи для всех этих тождеств проверяются аналогично, поэтому подробно мы остано-

вимся на втором случае. Доказательство проводится методом от противного. Полагаем

X4 = X4(z, w) 6= 0.
Тождество (1.8) в окрестности U(i)× U(j) представим в виде:

(u− γv)(X1(i)−X1(j)) + (v + γu)(X2(i)−X2(j))+

(u2 + v2)(X3(i) +X3(j)) = (u2 + v2)F = F,
(2.3)

где введено сокращающее обозначение

F = F (ϑ, zi, zj , wi, wj) = −
1

2

(

X4(zi, wi)
∂χ

∂wi

+X4(zj, wj)
∂χ

∂wj

)/

∂χ

∂θ
,

причем, как и выше, u = xi − xj , v = yi − yj , аргумент θ имеет вид (0.2), ϑ = ln(u2 + v2) +

+ 2γarctg
v

u
; по лемме 1 F 6= 0. Продифференцируем равенство (2.3) по переменным xi, xj ,

yi, yj:

X1(i)−X1(j) + γ(X2(i)−X2(j)) + (u− γv)X ′

1x(i) + (v + γu)X ′

2x(i) +

+ (u2 + v2)X ′

3x(i) + 2u(X3(i) +X3(j)) = F
′

u,

X1(i)−X1(j) + γ(X2(i)−X2(j)) + (u− γv)X ′

1x(j) + (v + γv)X ′

2x(j)−

− (u2 + v2)X ′

3x(j) + 2u(X3(i) +X3(j)) = F
′

u,

−γ(X1(i)−X1(j)) +X2(i)−X2(j) + (u− γv)X ′

1y(i) + (v + γu)X ′

2y(i) +

+ (u2 + v2)X ′

3y(i) + 2v(X3(i) +X3(j)) = F
′

v,

−γ(X1(i)−X1(j)) +X2(i)−X2(j) + (u− γv)X ′

1y(j) + (v + γu)X ′

2y(j)−

− (u2 + v2)X ′

3y(j) + 2v(X3(i) +X3(j)) = F
′

v.

Далее комбинируем первое и второе, а также третье и четвертое равенства:


















(u− γv)(X ′

1x(i)−X ′

1x(j)) + (v + γu)(X ′

2x(i)−X ′

2x(j)) +

+ (u2 + v2)(X ′

3x(i) +X ′

3x(j)) = 0,

(u− γv)(X ′

1y(i)−X ′

1y(j)) + (v + γu)(X ′

2y(i)−X ′

2y(j)) +

+ (u2 + v2)(X ′

3y(i) +X ′

3y(j)) = 0.

(2.4)

Дифференцируя по zi и по wi, а затем по xj и yj , получаем X ′

1x(x, y), X
′

1y(x, y), X
′

2x(x, y),
X ′

2y(x, y), X
′

3x(x, y), X
′

3y(x, y). Тогда X1 = X1(x, y) + p(z, w), X2 = X2(x, y) + q(z, w),
X3 = X3(x, y) + r(z, w).

Затем уравнения в системе (2.4) дифференцируем по xi и xj , по xi и yj , по yi и yj:

−U ′

x(i)− U ′

x(j)− γV ′

x(i)− γV ′

x(j)− 2uW ′

x(i) + 2uW ′

x(j)− 2W (i)− 2W (j) = 0,

γU ′

x(i)− U ′

y(j)− V ′

x(i)− γV ′

y(j)− 2vW ′

x(i) + 2uW ′

y(j) = 0,

γU ′

y(i) + γU ′

y(j)− V ′

y(i)− V ′

y(j)− 2vW ′

y(i) + 2vW ′

y(j)− 2W (i)− 2W (j) = 0,

где U = X ′

1x или X ′

1y, V = X ′

2x или X ′

2y, W = X ′

3x или X ′

3y. Дифференцируя в послед-

ней системе по координатам точек i и j, а потом интегрируя, имеем W = ax + by + c,
a, b, c = const, следовательно получаем систему

−U ′

x(i)− U ′

x(j)− γV ′

x(i)− γV ′

x(j)− 2axi − 2byi − 2axj − 2byj − 4c = 0,

γU ′

y(i) + γU ′

y(j)− V ′

y(i)− V ′

y(j)− 2axi − 2byi − 2axj − 2byj − 4c = 0,

γU ′

x(i)− U ′

y(j)− V ′

x(i)− γV ′

y(j)− 2ayi + 2bxi + 2ayj − 2bxj = 0,
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после чего производим разделение переменных:

U ′

x + γV ′

x = −2ax− 2by − 2c, U ′

y + γV ′

y = 2ay − 2bx+ d,

γU ′

y − V ′

y = 2ax+ 2by + 2c, γU ′

x − V ′

x = 2ay − 2bx+ d, d = const.

После интегрирования имеем

U + γV = a(y2 − x2)− 2bxy − 2cx+ dy + p,

γU − V = 2axy + b(y2 − x2) + dx+ 2cy + q, W = ax+ by + c.

Тогда

X ′

1x + γX ′

2x = a1(y
2 − x2)− 2b1xy − 2c1x+ d1y + p1,

X ′

1y + γX ′

2y = a2(y
2 − x2)− 2b2xy − 2c2x+ d2y + p2,

γX ′

1x −X ′

2x = 2a1xy + b1(y
2 − x2) + d1x+ 2c1y + q1, X ′

3x = a1x+ b1y + c1,

γX ′

1y −X ′

2y = 2a2xy + b2(y
2 − x2) + d2x+ 2c2y + q2, X ′

3y = a2x+ b2y + c2,

где a1, a2, b1, b2, c1, c2, d1, d2, p1, p2, q1, q2 = const. Из совместности частных производных вы-

текает: a2 = b1, b2 = −a1, d1 = −2c2, d2 = 2c1, поэтому

X ′

1x + γX ′

2x = a1(y
2 − x2)− 2b1xy − 2c1x− 2c2y + p1,

X ′

1y + γX ′

2y = b1(y
2 − x2) + 2a1xy − 2c2x+ 2c1y + p2,

γX ′

1x −X ′

2x = 2a1xy + b1(y
2 − x2)− 2c2x+ 2c1y + q1,

γX ′

1y −X ′

2y = 2b1xy − a1(y
2 − x2) + 2c1x+ 2c2y + q2,

X3 =
a1
2
(x2 − y2) + b1xy + c1x+ c2y + r(z, w).

Продифференцируем равенство (2.3) дважды: по xi и xj , по xi и yj , а также по yi и yj:

−X ′

1x(i)− γX ′

2x(i)−X ′

1x(j)− γX ′

2x(j)− 2uX ′

3x(i) + 2uX ′

3x(j)− 2(X3(i) +X3(j)) =

= −2F −
6u2 + 2v2 − 4γuv

u2 + v2
F ′

ϑ − 4
u2 + γ2v2 − 2γuv

u2 + v2
F ′′

ϑϑ,

γX ′

1x(i)−X ′

2x(i)−X ′

1y(j)− γX ′

2y(j)− 2vX ′

3x(i) + 2uX ′

3y(j) =

= −
2γu2 − 2γv2 + 4uv

u2 + v2
F ′

ϑ − 4
(1− γ2)uv + γu2 − γv2

u2 + v2
F ′′

ϑϑ,

γX ′

1y(i)−X ′

2y(i) + γX ′

1y(j)−X ′

2y(j)− 2vX ′

3y(i) + 2vX ′

3y(j)− 2(X3(i) +X3(j)) =

= −2F −
6u2 + 2v2 + 4γuv

u2 + v2
F ′

ϑ − 4
u2 + γ2v2 + 2γuv

u2 + v2
F ′′

ϑϑ.

В данную систему подставляем явные выражения для X1, X2 и X3:

−2p1 − 2b1uv − 2a1u
2 − 2r(zi, wi)− 2r(zj, wj) =

= −2F −
6u2 + 2v2 − 4γuv

u2 + v2
F ′

ϑ − 4
u2 + γ2v2 − 2γuv

u2 + v2
F ′′

ϑϑ,

q1 − p2 − b1(u
2 + v2) = −

2γu2 − 2γv2 + 4uv

u2 + v2
F ′

ϑ − 4
(1− γ2)uv + γu2 − γv2

u2 + v2
F ′′

ϑϑ,

2q2 − 2b1uv + 2a1v
2 − 2r(zi, wi)− 2r(zj, wj) =

= −2F −
6u2 + 2v2 + 4γuv

u2 + v2
F ′

ϑ − 4
u2 + γ2v2 + 2γuv

u2 + v2
F ′′

ϑϑ.
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Из первого уравнения вычитаем третье:

−2(p1 + q2)− 2a1(u
2 + v2) =

8γuv

u2 + v2
F ′

ϑ +
8γuv

u2 + v2
F ′′

ϑϑ,

q1 − p2 − b1(u
2 + v2) = −

2γu2 − 2γv2 + 4uv

u2 + v2
F ′

ϑ − 4
(1− γ2)uv + γu2 − γv2

u2 + v2
F ′′

ϑϑ.

Разрешая данную систему относительно F ′

ϑ и F ′′

ϑϑ, учитывая зависимость этих выражений

от ϑ, получаем a1 = b1 = 0, q2 = −p1, p2 = q1, F
′

ϑ = 0 и F ′′

ϑϑ = 0, следовательно

F = p1 + r(zi, wi) + r(zj , wj),

(1 + γ2)X1 = c1(y
2 − x2 + 2γxy)− c2(2xy + γ(x2 − y2)) + p1(x− γy) + q1(y + γx) + p(z, y),

(1 + γ2)X2 = c2(x
2 − y2 − 2γxy) + c1(γ(y

2 − x2)− 2xy) + q1(γy − x) + p1(γx+ y) + q(z, w),

X3 = c1x+ c2y + r(z, w).

Полученное подставляем в (2.3), имеем p(z, w) = p = const, q(z, w) = q = const. Тогда при-

ходим к алгебре Ли, произвольный оператор которой, после переобозначения постоянных,

имеет вид:

X = (c1(y
2 − x2 + 2γxy)− c2(2xy + γ(x2 − y2)) + p1(x− γy) + q1(y + γx) + p)∂x +

+ (c2(x
2 − y2 − 2γxy) + c1(γ(y

2 − x2)− 2xy) + q1(γy − x) + p1(γx+ y) + q)∂y +

+ (c1x+ c2y + r(z, w))∂z +X4(z, w)∂w.

Придавая постоянным значения 0 и 1, выделяем базис:

X1 = (y2 − x2 + 2γxy)∂x + (γ(y2 − x2)− 2xy)∂y + x∂z,

X2 = −(2xy + γ(x2 − y2))∂x + (x2 − y2 − 2γxy)∂y + y∂z, X3 = (y + γx)∂x + (γy − x)∂y,

X4 = (x− γy)∂x + (γx+ y)∂y, X5 = ∂x, X6 = ∂y, X ′ = r(z, w)∂z +X4(z, w)∂w,

причем X ′ = αX7+α2X8+ · · · . Алгебра Ли должна быть замкнута относительно операции

коммутирования, поэтому [X1, X
′] = xr′z∂z + xX ′

4z∂w = αX ′ + βX1 + γX2, следовательно,

r′z = X ′

4z = 0, α = β = γ = 0. Тогда r = r(w), X4 = X4(w) 6= 0. Далее вводится

замена координат: z = z −

∫

r(w)dw

X4(w)
, w =

∫

dw

X4(w)
, поэтому X ′ = ∂w. Значит размерность

алгебры Ли меньше 10. Противоречие. Аналогично доказывается первый случай. Лемма 3

доказана. �

§ 3. Доказательство теоремы

Функциональные уравнения (1.7) и (1.8) в окрестности U(i) × U(j) удобно переписать

в виде:

(2u−v)(X1(i)−X1(j))+u(X2(i)−X2(j))+u
2(2X3(i)+2X3(j)+X4(i)F1+X4(j)F2) = 0; (3.1)

2(u− γv)(X1(i)−X1(j)) + 2(v + γu)(X2(i)−X2(j)) +

+ 2(u2 + v2)(X3(i) +X3(j)) + (u2 + v2) (X4(i)F1 +X4(j)F2) = 0,
(3.2)

где введены обозначения

F1(θ, wi, wj) =
∂χ

∂wi

/

∂χ

∂θ
, F2(θ, wi, wj) =

∂χ

∂wj

/

∂χ

∂θ
. (3.3)
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Из аксиом аналитичности и невырожденности, очевидно, следуют аналитичность функ-

ций (3.3) в окрестности U(i) × U(j) и справедливость неравенств F1 6= 0, F2 6= 0. Тогда,

учитывая (1.6), имеем разложения в ряд Тейлора [18, с. 365]

{

F1 = f1(wi, wj) +D1(f1)(wi, wj)θ + 1/2D1,1(f1)(wi, wj)θ
2 + · · · ,

F2 = f2(wi, wj) +D1(f2)(wi, wj)θ + 1/2D1,1(f2)(wi, wj)θ
2 + · · · .

(3.4)

Далее разложения (1.5) и (3.4) подставим в тождества (3.1) и (3.2).

I . Разложения (1.5) и (3.4) подставляем в тождество (3.1), в котором аргумент θ име-

ет вид (0.1), затем сравниваем коэффициенты слева и справа перед одинаковыми степе-

нями произведений переменных xi, yi, xj , yj , а также перед отрицательными степенями

(xi − xj)
−n, n = 1, 2, 3, . . . , и перед степенями ln(xi − xj) Отметим, что отрицательные сте-

пени (xi−xj)
−n и степени ln(xi−xj), входящие в тождество (3.1), в окрестности нуля в ряд

Тейлора не разлагаются, поэтому коэффициенты перед ними обращаются в нуль. Эта задача

существенно упрощается с применением математического пакета программ Maple 15 [19,

с. 289].

Сравнивая коэффициенты перед отрицательными степенями (xi − xj)
−n, n = 1, 2, 3, . . . ,

имеем

Dα1,α2,...(X4)(zi, wi)F1(wi, wj) = 0, Dα1,α2,...(X4)(zj , wj)F2(wi, wj) = 0,

причем αn = 1, 2, n = 1, 2, 3, 4, . . . ,

F1 = (D1,1,1(f1), D1,1,1,1(f1), . . .), F2 = (D1,1,1(f2), D1,1,1,1(f2), . . .).

Поэтому из леммы 3 следует F1 = F2 = 0. Значит

F1 = f1(wi, wj) +D1(f1)(wi, wj)θ + 1/2D1,1(f1)(wi, wj)θ
2 6= 0,

F2 = f2(wi, wj) +D1(f2)(wi, wj)θ + 1/2D1,1(f2)(wi, wj)θ
2 6= 0,

следовательно,

{

(f1(wi, wj))
2 + (D1(f1)(wi, wj))

2 + (D1,1(f1)(wi, wj))
2 6= 0,

(f2(wi, wj))
2 + (D1(f2)(wi, wj))

2 + (D1,1(f2)(wi, wj))
2 6= 0.

Сравнивая коэффициенты перед ln2(xi − xj), имеем

Dα1,α2,...(X4)(zi, wi)D1,1(f1)(wi, wj) = 0, Dα1,α2,...(X4)(zj , wj)D1,1(f2)(wi, wj) = 0,

причем αn = 1, 2, n = 1, 2, 3, 4, . . . . Поэтому из леммы 3 следует D1,1(f1) = D1,1(f2) = 0.
Аналогично, сравнивая коэффициенты перед ln(xi − xj), имеем

Dα1,α2,...(X4)(zi, wi)D1(f1)(wi, wj) = 0, Dα1,α2,...(X4)(zj , wj)D1(f2)(wi, wj) = 0,

причем αn = 1, 2, n = 1, 2, 3, 4, . . . . Поэтому из леммы 3 вытекает D1(f1) = D1(f2) = 0.
Значит,

F1 = f1(wi, wj) 6= 0, F2 = f2(wi, wj) 6= 0.

Далее сравниваем все коэффициенты со степенями выше 2 при произведениях перемен-

ных xi, yi, xj , yj , получаем

Dα1,α2,...(X4)(zi, wi)f1(wi, wj) = pα1,α2,...(zi, wi),
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Dα1,α2,...(X4)(zj , wj)f2(wi, wj) = pα1,α2,...(zj , wj),

причем αn = 1, 2, n = 1, 2, 3, . . . . Затем первую систему равенств дифференцируем по wj ,

а вторую по wi, имеем

Dα1,α2,...(X4)(zi, wi)
∂f1(wi, wj)

∂wj

= 0, Dα1,α2,...(X4)(zj , wj)
∂f2(wi, wj)

∂wi

= 0.

Применяя лемму 3, получаем f1(wi, wj) = ϕ(wi) 6= 0, f2(wi, wj) = ϕ(wj) 6= 0. Значит,

система (3.3) сводится к следующей:

ϕ(wi)
∂χ

∂θ
−

∂χ

∂wi

= 0, ϕ(wj)
∂χ

∂θ
−

∂χ

∂wj

= 0.

Полученная система имеет решение [20, с. 254]

f = ψ(θ + wi + wj) = ψ(2 ln(xi − xj) +
yi − yj
xi − xj

+ zi + zj), w =

∫

ϕ(w) dw, z = 2z +w.

Видно, что подходящая замена координат приводит к уменьшению переменных (шесть вме-

сто восьми), входящих в функцию пары точек, поэтому не удовлетворяется аксиома невы-

рожденности, то есть функция пары точек вырождена.

II . Разложения (1.5) и (3.4) подставляем в тождество (3.2), в котором аргумент θ имеет

вид (0.2), затем сравниваем коэффициенты слева и справа перед одинаковыми степенями

произведений переменных xi, yi, xj , yj , а также перед степенями arctg
yi − yj
xi − xj

. Отметим, что

степени arctg
yi − yj
xi − xj

, входящие в тождество (3.2), в окрестности нуля в ряд Тейлора не раз-

лагаются, поэтому коэффициенты перед ними обращаются в нуль. Эта задача существенно

упрощается с применением математического пакета программ Maple 15 [18, с. 365].

Сравнивая коэффициенты перед степенями arctg
yi − yj
xi − xj

, имеем

Dα1,α2,...(X4)(zi, wi)F1(wi, wj) = 0, Dα1,α2,...(X4)(zj , wj)F2(wi, wj) = 0,

причем αn = 1, 2, n = 1, 2, 3, 4, . . . ,

F1 = (D1(f1), D1,1(f1), D1,1,1(f1), . . .), F2 = (D1(f2), D1,1(f2), D1,1,1(f2), . . .).

Поэтому из леммы 3 следует F1 = F2 = 0. Значит,

F1 = f1(wi, wj) 6= 0, F2 = f2(wi, wj) 6= 0.

Сравниваем коэффициенты со степенями 3 и выше при произведениях переменных xi,
yi, xj , yj , получаем:

Dα1,α2,...X4(zi, wi)f1(wi, wj) = ϕα1,α2,...(zi, wi),

Dα1,α2,...X4(zj , wj)f2(wi, wj) = ϕα1,α2,...(zj , wj),

причем αn = 1, 2, n = 1, 2, 3, . . . . Воспользовавшись леммой 3, имеем f1(wi, wj) = φ(wi),
f2(wi, wj) = φ(wj). Найденное подставляем в формулы (3.4):

F1 = φ(wi), F2 = φ(wj).
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Затем идем в (3.3):

φ(wi) =
∂χ

∂wi

/

∂χ

∂θ
, φ(wj) =

∂χ

∂wj

/

∂χ

∂θ
.

Из полученных соотношений вытекает система дифференциальных уравнений

φ(wi)
∂χ

∂θ
−

∂χ

∂wi

= 0, φ(wj)
∂χ

∂θ
−

∂χ

∂wj

= 0.

Полученная система имеет решение [20, с. 254]

f = ψ(θ + wi + wj) = ψ(ln[(xi − xj)
2 + (yi − yj)

2] + 2γarctg
yi − yj
xi − xj

+ zi + zj),

где w =

∫

ϕ(w) dw, z = 2z+w. Видно, что подходящая замена координат приводит к умень-

шению переменных (шесть вместо восьми), входящих в функцию пары точек, поэтому эта

функция вырождена (не выполняется аксиома невырожденности).

Теорема 1 полностью доказана. �

Заключение

Итак, поставленная выше задача об аналитическом вложении трехмерных гельмголь-

цевых геометрий с функциями пары точек (0.1) и (0.2) полностью решена. Результатом

являются четырехмерные геометрии с вырожденными функциями пары точек, которые

не являются геометриями максимальной подвижности.

Выражаю благодарность профессору Михайличенко Геннадию Григорьевичу за под-

держку и обсуждение полученных результатов.
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For modern geometry, the study of maximum mobility geometries is important. The maximum mobility for

n-dimensional geometry given by the function f of a pair of points means the existence of an n(n+1)/2-
dimensional transformation group, which leaves this function invariant. Many geometries of maximum

mobility are known (Euclidean, symplectic, Lobachevsky, etc.), but there is no complete classification of

such geometries. In this article, the method of embedding solves one of these classification problems.

The essence of this method is as follows: from the function of a pair of points g of three-dimensional

geometry, we find all non-degenerate functions f of a pair of points of four-dimensional geometries that

are invariants of the Lie group of transformations of dimension 10. In this article, g are non-degenerate

functions of a pair of points of two Helmholtz three-dimensional geometries:

g = 2 ln(xi − xj) +
yi − yj
xi − xj

+ 2zi + 2zj ,

ln[(xi − xj)
2 + (yi − yj)

2] + 2γarctg
yi − yj
xi − xj

+ 2zi + 2zj .

These geometries are locally maximally mobile, that is, their groups of motions are six-dimensional. The

problem solved in this work is reduced to solving special functional equations by analytical methods,

the solutions of which are sought in the form of Taylor series. For searching various options, the math

software package Maple 15 is used. As a result, only degenerate functions of a pair of points are obtained.
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