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ле определяется локальным взаимодействием и диффузионным распространением. Для популяции
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Введение

Вторжение чужеродных видов в нехарактерную для них среду обитания и конкурен-

ция с аборигенными видами может привести к потере биологического разнообразия. При

этом принцип Гаузе [1] утверждает, что сосуществование популяций невозможно при на-

личии общего жизненного ресурса. Однако есть много примеров, когда близкородственные

виды присутствуют в одной экологической нише [2]. Возможность реализации различных

сценариев в межвидовой конкуренции представляет интерес для теоретической экологии

и математического моделирования [3].

При изучении динамики популяционных систем необходимо учитывать фактор про-

странственной и временной неоднородности. Одним из эффективных методов является мо-

делирование с помощью уравнений в частных производных, особенно уравнений реакции–

диффузии–адвекции [4]. При этом наиболее изученными являются задачи о диффузионном

распространении популяций, когда коэффициенты диффузии являются постоянными [5].

Однако концепция «случайного» блуждания особей по ареалу критикуется биологами, так

как направленная миграция является неотъемлемой частью жизни биологических сооб-

ществ. Работы [6, 7] посвящены конкуренции двух видов при учете нелинейной диффу-

зии, когда распределение особей по ареалу пропорционально некоторой заданной функции.

В ряде работ помимо описания локального взаимодействия и диффузии учитывается ли-

нейная адвекция вследствие миграции в речных и океанических течениях [8, 9]. Помимо

диффузии и линейной адвекции может учитываться направленная миграция (таксис), вы-

званная некоторым стимулом [10–12]. Изучение влияния таксисных характеристик пред-

ставляет особый интерес. Так, в работе [13] установлено существование оптимального зна-

чения миграционного параметра. В работе [14] было показано, что ресурсный таксис может

оказывать влияние на конкурентные отношения. Влияние межвидового таксиса на инвазию

и конкуренцию в настоящее время мало изучено.

В настоящей работе моделируется динамика двух конкурирующих видов на основе си-

стемы дифференциальных уравнений в частных производных. Предполагается, что один

https://doi.org/10.35634/vm230401


552 Численное исследование направленной миграции

из видов является аборигенным — резидентом, а другой инвазивным — инвайдером. Виды

тесно связаны между собой и у них сопоставимая потребность в общем ресурсе. В отличие

от работ [14–16], где анализировались связи идентичных миграционных параметров обо-

их видов, данная работа посвящена изучению таксисных характеристик только инвайдера.

Рассматривалось влияние двух миграционных факторов и способность их влиять на запол-

няемость ареала как по отдельности, так и дополняя друг друга. Целью данной работы

является поиск миграционных стратегий инвайдера, влияющих на инвазивные сценарии.

§ 1. Модель динамики пространственного распределения популяций

В данной работе анализируется модель распределения двух видов в неоднородной среде

обитания. Модель включает для каждой популяции два компонента: локальную динамику,

определяющую конкуренцию, и пространственный перенос за счет диффузии. Уравнение,

описывающее динамику инвайдера (вселенца), дополняется слагаемым, описывающим на-

правленную миграцию:

ut = k1uxx + η1uf0, (1.1)

vt = (k2vx − vϕx)x + η2vf0, (1.2)

ϕ = αp+ βu, f0 = 1−
u+ v

p
. (1.3)

Здесь u(x, t) — плотность популяции резидента, v(x, t) — плотность популяции инвай-

дера, p(x) — функция ресурса (емкость среды) неоднородная по ареалу Ω = [0, a], kj —

коэффициенты диффузии, а ηj — параметры роста. Направленная миграция инвайдера опре-

деляется функцией ϕ, где β — коэффициент межвидового таксиса, а миграция, вызванная

неоднородностью распределения ресурса, определяется слагаемым с коэффициентами α.

Рассматривается случай изолированности ареала с условиями отсутствия потоков:

ux

∣

∣

∂Ω
= (k2vx − vϕx)

∣

∣

∂Ω
= 0. (1.4)

Система (1.1)–(1.4) дополняется начальными распределениями плотностей популяций:

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x). (1.5)

В [16] было показано,что система (1.1)–(1.5) относится к классу косимметричных дина-

мических систем [17], для которых возможно возникновение непрерывных семейств стаци-

онарных состояний (мультистабильность системы). Для системы (1.1)–(1.5) косимметрия

L = (−γv, u)T задается нетривиальным оператором, который ортогонален правой части

системы в каждой точке фазового пространства. При этом должны быть выполнены следу-

ющие условия на параметры системы:

γ =
k2
k1

=
η2
η1
, α = β = 0. (1.6)

Каждый элемент континуального семейства характеризуется индивидуальным соотношени-

ем плотностей резидента и инвайдера, а семейство допускает следующую параметризацию:

u = (1− θ)w(x), v = θw(x), θ ∈ [0, 1], (1.7)

где w(x) — решение краевой задачи:

0 = k2wxx + η2w

(

1−
w

p

)

,

wx

∣

∣

∂Ω
= 0.
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Лемма 1.1. В случае β 6= 0 и выполнении остальных условий (1.6) система (1.1)–(1.5) имеет

одно из двух полуположительных решений (выживание только одной популяции).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используется подход, основанный на теории косимметричного

дефекта [18]. После умножения правой части (1.1)–(1.5) на L = (−γv, u)T получается ко-

симметричный дефект:

D =

∫

Ω

(−(k1uxx + η1uf0)γv + (k2vxx − β(vux)x + η2vf0)u) dx.

Так как коэффициенты диффузии kj и роста ηj удовлетворяют условию (1.6), то после

интегрирования по частям и учета краевых условий:

D = β

∫

Ω

(vuxux) dx. (1.8)

Подставив (1.7) в (1.8) приходим к селективной функции в виде:

S(θ) = (1− θ)2θβ

∫

Ω

(

ww2
x

)

dx.

В силу неотрицательности w уравнение S(θ) = 0 будет выполняться только для случаев

θ = 0 и θ = 1, что доказывает лемму. �

Выполнение условий на параметры диффузии и роста соотношения (1.6) является доста-

точно редким явлением при моделировании реальных биологических процессов. Допустим,

что параметр роста популяции v не удовлетворяет условиям (1.6) при возмущении ν:

η2 = γη1 + ν.

Следуя подходу, описанному в доказательстве леммы 1.1, запишем косимметричный дефект

и селективную функцию:

D =

∫

Ω

(

β(vux)xu+ νuv

(

1−
w

p

))

dx,

S(θ) = (1− θ)θ

∫

Ω

(

νw2

(

1−
w

p

)

− (1− θ)βww2
x

)

dx.

Допустим, что параметры β и ν связаны соотношением: ν = δβ, тогда

S(θ) = β(1− θ)θ

∫

Ω

(

δw2

(

1−
w

p

)

− (1− θ)ww2
x

)

dx.

Как и раньше, селективное уравнение S(θ) = 0 дает решения, соответствующие выживанию

только одного из видов (θ = 0 и θ = 1) в равновесном состоянии.

Гипотеза 1.1. Для системы (1.1)–(1.5) существуют наборы параметров, не удовлетворяю-

щие (1.6), при которых реализуются распределения сосуществующих популяций, по крайне

мере при

θ = 1−
δ
∫

Ω
w2(1− w/p)dx
∫

Ω
ww2

xdx
.

Оценка данной ситуации требует численных методов, которые рассмотрены в следую-

щем параграфе.
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§ 2. Численное исследование модели

Для численного решения задачи (1.1)–(1.5) применялся метод прямых с дискретизаци-

ей на основе смещенных сеток, описанный в Приложении 1. Компьютерные эксперименты

с полученной системой ОДУ проводились в системе MATLAB. Для интегрирования по вре-

мени применялся метод Рунге–Кутты 4-го порядка.

Далее представлены результаты расчетов динамики популяций на ареале Ω = [0, a],
(a = 2). Вычисления проводились для различных значений параметров миграции α, β.

Параметры роста и диффузии были фиксированы:

k1 = 0.03, k2 = 0.04, η1 = 3, η2 = 3.5.

При этом условие мультистабильности системы (1.6) нарушается, а в силу того, что

k1η2 < k2η1 и α = β = 0, инвайдер не имеет возможности закрепления на ареале.

Функция ресурса дается формулой, соответствующей случаю ареала с одной благопри-

ятной зоной:

p(x) = 0.5
[

sin
πx

a

]3

+ 0.1.

Начальное распределение популяции u (резидента) было найдено в результате численного

1 x
0

0.2

0.4

u, v 3
1

2

Рис. 1. Начальные распределения u (кривая 1) и v (2); функция ресурса (3)

решения системы (1.1)–(1.5) для v = 0 и отвечает полному заполнению экологической

ниши, см. рис. 1. Начальное распределение популяции v (инвайдера) было локализовано

и задавалось формулой:

v0(x) =

{

0.2 sin πx
a
, x ∈ lv = [0.22, 0.81],

0, x ∈ Ω \ lv.
(2.1)

Стоит отметить, что для выбранных начальных данных выполняется неравенство

∫

Ω

pdx <

∫

Ω

u0dx+

∫

Ω

v0dx.

Это приводит к конкурентной борьбе видов уже на начальном этапе динамического про-

цесса.
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Рис. 2 демонстрирует эволюцию во времени плотностей распределения популяций, со-

ответствующую неуспешной инвазии. Видно, что в начале установления происходит спад

плотности популяции резидента за счет появления инвайдера, а затем плавный выход

на стационарное решение.
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Рис. 2. Установление стационарных распределений популяций при α = β = 0
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Рис. 3. Влияние параметров направленной миграции на заполняемость ареала: зависимости

средних плотностей u (линия 1) и v (2) от α при β = 0 (a) и от β при α=0 (b)

На рис. 3 даны графики зависимостей средних плотностей популяций от значений ми-

грационных параметров инвайдера. Из рис. 3, a следует, что при малых значениях α наблю-

дается исчезновение инвайдера, однако при достижении определенного значения α ≈ 0.03
происходит смена режима, при котором реализуется инвазия и вытеснение резидента. На-

правленная миграция, вызванная неравномерностью жизненных условий, может оказывать

положительный эффект на заполняемость экологической ниши, но лишь до определенного

значения. Увеличение параметра миграции приводит к избыточной концентрации популя-

ции в благоприятной зоне и оттоку из менее благоприятных мест ареала. Начиная с α ≈ 0.12
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неэффективность использования ресурса приводит к возможности выживания резидента

в неблагоприятных зонах ареала. Динамика установления распределений сосуществующих

популяций, когда учитывается только неоднородность жизненных условий, дана на pис. 4.

Финальное распределение инвайдера характеризуется концентрацией в центре ареала, где

располагается благоприятная (для роста популяций) зона. В результате этого популяция

резидента получает возможность роста вне максимума инвайдера.

Рис. 3, b описывает связь заполняемости ареала в зависимости от параметра мигра-

ции, учитывающего распределение соседней популяции (резидента). Аналогично рис. 3, a

при малых значениях коэффициента таксиса происходит вытеснение популяции инвайде-

ра, а с увеличением происходит выход на устойчивое сосуществование видов. С ростом

параметра β наблюдается асимптотическое стремление средней плотности резидента к ну-

левому значению.
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Рис. 4. Установление стационарных распределений популяций: α = 0.18, β = 0

Далее представлены результаты моделирования с учетом направленной миграции, вы-

званной неравномерностью распределения ресурса и популяции–соседа. Были построены

карты миграционных коэффициентов α и β в результате прямого вычислительного экс-

перимента с шагом 0.01 для каждого параметра. Было установлено существование зон,

соответствующих сосуществованию видов и выживанию одной из популяций. Зона I соот-

ветствует сценарию неудачного вторжения, а зона II отвечает случаю успешной инвазии,

когда популяция v не только закрепляется на ареале, но и вытесняет резидента. Область III

имплементирует сосуществование видов и состоит из двух подобластей, разделенных зо-

ной II. Также изучалось влияние начальных распределений на процесс вторжения. Помимо

начального распределения популяции инвайдера, представленного формулой (2.1), рассмат-

ривались случаи v0(x) = 0.3
[

sin πx
a

]3
и v0 = u0, см. рис. 5, a, b, c. Расчеты, отвечающие

данным начальным распределениям, даны на рис. 5, d, e, f соответственно.

В случае начального распределения (2.1), когда присутствие инвайдера в начальный мо-

мент времени невелико, линия, отделяющая зону I, близка к прямой (рис. 5, d), а с увеличе-

нием начального распределения инвайдера преломляется в точке, общей для всех областей

и приводит к уменьшению зоны I (рис. 5, e, f). Таким образом, значения параметров ми-

грации β1 = 0.02, β2 = 0.08 (точки S) относятся к области I на рис. 5, d и области II

на рис. 5, e. Рис. 6, a, b демонстрирует уничтожение захватчика (неудачное вторжение),

а рис. 6, c, d показывает успешное вторжение.
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Рис. 5. Карты миграционных параметров с зонами, отвечающими выживанию u (I) или v (II)

и сосуществованию популяций (III) — d, e, f, для различных начальных распределений v —

a, b, c

Заключение

Была рассмотрена модель инвазии, описывающая взаимодействие двух биологических

видов — хозяина и вселенца. Моделирование проводилось на пространственно-неоднород-

ном ареале, с учетом конкуренции популяций за общий жизненно важный ресурс. Были

изучены эффекты направленной миграции, когда миграционные потоки вселенца (инвай-

дера) зависят от межвидового таксиса и неравномерного распределения ресурса. Анализ

касался случая, когда при учете только диффузионного распространения у инвайдера нет

возможности закрепления на ареале. Были вычислены области параметра ресурсного так-

сиса, когда происходит вытеснение хозяина (резидента) с ареала и сосуществование видов.

Было установлено, что учет межвидового таксиса, начиная с некоторого значения, позволя-

ет популяциям сосуществовать на ареале. С помощью прямых численных экспериментов

были построены карты параметров обоих миграционных факторов с зонами, соответству-

ющими сосуществованию обеих популяций или вытеснению одного из видов. Таким об-

разом, установлено, что межвидовой таксис может компенсировать неоптимальную мигра-

цию к ресурсу и, следовательно, влиять на инвазию. Также изучена связь успеха вторжения
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Рис. 6. Установление стационарных распределений популяций при α = 0.09, β = −0.1
(точка S на рис. 5) для начальных распределений v

с начальным распределением вселенца — увеличение биомассы способствует расширению

областей миграционных параметров, отвечающих успешной инвазии.

Приложение 1. Дискретизация по пространственным координатам

Для численного решения задачи (1.1)–(1.5) применяется метод прямых, основанный

на пространственной дискретизации на основе смещенных сеток. По пространственной

переменной x вводится равномерная сетка xr = rh, r = 0, . . . , n, h = a/n. Далее через ur

и vr обозначаются плотности популяций в узле xr. Для вычисления потоков q1 = k1ux

и q2 = k2vx − vϕx в (1.1)–(1.2) вспомогательная сетка xr−1/2 = −h/2 + rh, r = 0, . . . , n+ 1.

Далее вводятся дифференциальный оператор первого порядка и оператор вычисления

среднего:

(dw)r+ 1

2

=
wr+1 − wr

h
, (δw)r+ 1

2

=
wr+1 + wr

2
.

Таким образом система (1.1)–(1.2) может быть записана как система обыкновенных диффе-
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ренциальных уравнений

u̇r =

[

−dq1 + η1u

(

1−
u+ v

p

)]

r

,

v̇r =

[

−dq2 + η2v

(

1−
u+ v

p

)]

r

,

pr =

[

1

h

∫ xr+1/2

xr−1/2

dx

p(x)

]

−1

, r = 0, . . . , n.

Потоки q1,r+1/2, q2,r+1/2, r = 0, . . . , n− 1, вычисляются по формулам:

(q1)r+1/2 = − [k1du]r+1/2 ,

(q2)r+1/2 = − [k2dv − αdpδv − βduδv]r+1/2 .

Дискретные варианты граничных условий формулируются с использованием фиктивных

узлов:

qi,−1/2 = −qi,1/2, qi,n+1/2 = −qi,n−1/2, i = 1, 2.

Из (1.5) получаются начальные условия:

ur = u0(xr), vr = v0(xr), r = 0, . . . , n.

Финансирование. Исследования автора выполнены при финансовой поддержке Российско-

го научного фонда в рамках научного проекта 23–21–00221.
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