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В работе рассматривается задача о малых движениях вязкой стратифицированной жидкости, частич-

но заполняющей контейнер, который равномерно вращается вокруг оси, сонаправленной с действи-

ем силы тяжести. Задача исследуется на основе подхода, связанного с применением так называемой

теории операторных матриц. С этой целью вводятся гильбертовы пространства и некоторые их под-

пространства, а также вспомогательные краевые задачи. Исходная начально-краевая задача сводится

к задаче Коши для дифференциального уравнения первого порядка в некотором гильбертовом про-

странстве. После детального изучения свойств операторных коэффициентов доказана теорема о раз-

решимости полученной задачи Коши. На этой основе найдены достаточные условия существования

решения начально-краевой задачи, описывающей эволюцию исходной гидросистемы.
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Введение

С развитием прикладных наук возрастает интерес к изучению динамических характе-

ристик жидкостей, обладающих различными специфическими свойствами. К таким жид-

костям, в частности, относятся стратифицированные жидкости. Этот интерес обусловлен

не только практическими потребностями, но и теоретическим содержанием возникающих

здесь проблем. Во многих случаях математические модели таких проблем существенно

нелинейны и поддаются исследованию лишь численными методами. Однако ряд интерес-

ных и полезных задач можно рассматривать в рамках линейных моделей, приводящих

к неклассическим начально-краевым задачам. Это, безусловно, определяет самостоятель-

ный математический интерес к таким проблемам.

Вопросы динамики внутренних волн во вращающихся и стратифицированных идеаль-

ных жидкостях подробно изучены в монографиях C. А. Габова и А. Г. Свешникова [1, 2].

В частности, ими были изучены задачи динамики однородной вращающейся жидкости,

сжимаемой стратифицированной жидкости без учета вращения и экспоненциально страти-

фицированной вращающейся идеальной жидкости. Дальнейшее изучение идеальных стра-

тифицированных жидкостей проводилось в работах С. Е. Холодовой и С. И. Перегуди-

на [3,4], в которых исследовались уравнения динамики сжимаемой идеальной стратифици-

рованной вращающейся жидкости с произвольным распределением стратификации. На ос-

нове введения двух потенциальных функций основные уравнения гидродинамики приво-

дятся к скалярному уравнению, исследование которого может позволить установить разре-

шимость всех возникающих начально-краевых задач теории волн в идеальных стратифици-

рованных вращающихся жидкостях.

Если теория динамических свойств стратифицированной идеальной жидкости сравни-

тельно хорошо разработана, то это нельзя сказать о вязкой стратифицированной жидкости.

К настоящему времени разработаны различные аналитические и численные подходы к изу-

чению колебаний вязкой вращающейся жидкости в ограниченном объеме [5–10]. Однако,
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исследование многих задач гидродинамики жидкости проводится и методами функциональ-

ного анализа, с помощью которых удается установить ряд чрезвычайно общих и тонких ре-

зультатов для некоторых классов задач математической физики. Например, в ряде недавних

работах Д. А. Закоры изучались задачи о колебаниях вязкой релаксирующей жидкости [11],

сжимаемой вязкоупругой жидкости Олдройта [12], рассматривались спектральные вопро-

сы, имеющие отношение к колебаниям смеси вязких сжимаемых жидкостей [13]. В рабо-

те его ученицы К. В. Фордук [14] найдены достаточные условия существования решения

начально-краевой задачи, связанной с колебаниями системы твердых тел, частично запол-

ненных вязкими жидкостями, под действием упругодемпфирующего устройства. Отметим

цикл работ автора, в которых изучаются задачи со свободной поверхностью, частично по-

крытой крошеным и упругим льдом [15–17], а также задача о колебаниях вязкой страти-

фицированной жидкости с упругой мембраной [18, 19]. Общие идеи применяемых методов

можно найти, например, в монографиях [20, 21].

В представленной работе рассматривается задача о малых движениях вязкой стратифи-

цированной жидкости, частично заполняющей некоторый контейнер, который равномерно

вращается вокруг оси, сонаправленной с действием силы тяжести. Предполагается, что со-

стояние относительного равновесия устойчиво по линейному приближению. Путем проек-

тирования уравнений полученной начально-краевой задачи на специальные функциональ-

ные подпространства осуществлен переход к дифференциально-операторному уравнению

первого порядка в некотором гильбертовом пространстве. Далее, с полученным уравнением

ассоциируется аналогичное уравнение с замкнутым оператором. Применение метода опера-

торных блок-матриц, а также абстрактных дифференциально-операторных уравнений [22]

позволило доказать теорему о сильной разрешимости полученной задачи Коши. Кроме того,

используя теорию аналитических полугрупп [23], удается ослабить условие на правую часть

полученного уравнения (данный факт вносит новый содержательный вклад по сравнению

с результатами [18]). Затем путем выбора начальных условий из области незамкнутого опе-

ратора удается показать, что соответствующее решение также лежит в области определения

этого оператора.

§ 1. Постановка начально-краевой задачи

Рассмотрим контейнер, равномерно вращающийся вокруг оси, сонаправленной с дей-

ствием силы тяжести, и частично заполненный вязкой стратифицированной несжимаемой

жидкостью. Будем считать, что в состоянии относительного равновесия жидкость зани-

мает область Ω ⊂ R
3, ограниченную твердой стенкой S и равновесной поверхностью Γ.

Введем систему координат Ox1x2x3, жестко связанную с контейнером, таким образом, что

ось Ox3 совпадает с осью вращения и направлена против действия силы тяжести, а нача-

ло координат находится на равновесной поверхности Γ. В этом случае равномерная ско-

рость вращения контейнера запишется в виде ~ω0 = ω0~e3, где ~e3 — орт оси вращения Ox3
и ω0 > 0. Отметим также, что стационарное распределение плотности жидкости зависит

от формы параболоида свободного вращения, то есть является функцией всех координат:

ρ0 = ρ0(x1, x2, x3). Введем неподвижную систему координат O′x′1x
′
2x

′
3 так, что ось O′x′3

совпадает с осью Ox3 и направлена в ту же сторону. В неподвижной системе координат

уравнение движения жидкости представляет собой уравнение Навье–Стокса:

d′~v

dt
= −

1

ρ̂′
∇′P ′ +

µ

ρ̂′
∆′~v + ~F ′ (в Ω).

Здесь ~v — это абсолютная скорость жидкости в области Ω, ρ̂′(t, x′) и P ′(t, x′) — это поле

плотности и поле давления в жидкости соответственно, ~F ′(t, x′) — заданное поле массовых

внешних сил, µ = const > 0 — коэффициент динамической вязкости. Штрихом обозначены
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символы в неподвижной системе координат. Преобразуем данное уравнение к уравнению

в подвижной системе координат, представив поле абсолютной скорости жидкости в виде

~v = ~ω0 × ~r + ~u(t, x), где ~u(t, x) — поле относительной скорости жидкости в Ω, то есть поле

скорости жидкости в подвижной системе координат. Найдем выражение для d′~v/dt:

d′~v

dt
=
d′

dt
(~ω0 × ~r + ~u) =

d′

dt
(~ω0 × ~r) +

d′~u

dt
=

d

dt
(~ω0 × ~r) + ~ω0 × (~ω0 × ~r) +

d~u

dt
+ ~ω0 × ~u =

= ~ω0 ×
d~r

dt
+ ~ω0 × (~ω0 × ~r) +

d~u

dt
+ ~ω0 × ~u = 2~ω0 × ~u+ ~ω0 × (~ω0 × ~r) +

∂~u

∂t
+ (~u · ∇)~u.

Воспользовавшись инвариантностью операций div, ∇, ∆ при линейных заменах пере-

менных, из последнего соотношения получим уравнение движения в подвижной системе

координат Ox1x2x3:

2~ω0 × ~u+ ~ω0 × (~ω0 × ~r) +
∂~u

∂t
+ (~u · ∇)~u = −

1

ρ̂
∇P +

µ

ρ̂
∆~u+ ~F (в Ω). (1.1)

Преобразуем уравнение (1.1), представив давление, плотность и поле массовых внешних

сил в виде: P (t, x) = P0(x) + p(t, x), ρ̂(t, x) = ρ0(x) + ρ(t, x), ~F (t, x) = −g~e3 + ~f(t, x), где

p(t, x) — отклонение поле давления от равновесного P0(x), ρ(t, x) — отклонение поля плот-

ности от исходного поля ρ0(x) и ~f(t, x) — это малое поле внешних массовых сил. Подставив

последние представления в уравнения (1.1), получим

∂~u

∂t
+ (~u · ∇)~u+ 2~ω0 × ~u+ ~ω0 × (~ω0 × ~r) =

= −(ρ0 + ρ)−1∇(P0(x) + p) + (ρ0 + ρ)−1µ∆~u− g~e3 + ~f. (1.2)

Предположим теперь, что система находится в состоянии относительного равновесия

и на нее не действуют никакие внешние силы, кроме силы тяжести. Это означает, что ~u = ~0
и ~F = −g~e3. Тогда (1.2) принимает вид: ∇P0(x) = ρ0(−~ω0 × (~ω0 × ~r)− g~e3). Проверяется,

что −~ω0 × (~ω0 × ~r) = 1/2 · ∇(~ω0 × ~r)2, тогда

∇P0(x) = ρ0(x)(1/2 · ∇(~ω0 × ~r)2 − g~e3) = ρ0(x)∇(1/2 · ω2
0(x

2
1 + x22)− gx3) =: ρ0∇U0.

Так как rot∇P0 = ~0 = ρ0 rot∇U0 +∇ρ0 ×∇U0, то необходимое условие равновесия при-

нимает вид:

∇U0 ×∇ρ0 = ~0 ⇒ ∇U0 = h(x)∇ρ0, (1.3)

где h(x) — некоторое скалярное поле. Далее предполагаем, что условие (1.3) выполнено,

а поле h(x) известно.

С учетом сказанного, линеаризация уравнения (1.2) приводит к соотношению:

∂~u

∂t
− 2ω0(~u× ~e3) = ρ−1

0 (−∇p+ ρ∇U0 + µ∆~u) + ~f (в Ω).

В дальнейшем будем рассматривать лишь основной случай устойчивой стратификации

по плотности:

0 < N2
min ≤ N2(x) ≤ N2

max =: N2
0 <∞,

N2(x) : =
∇U0 · ∇ρ0
ρ0(x)

=
h(x)|∇ρ0|2

ρ0(x)
,
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где N2(x) — квадрат частоты Вяйсяля–Брента (частоты плавучести), так что для устойчи-

вости необходимо условие h(x) > 0.
Малые движения исходной системы описываются следующей начально-краевой задачей

∂~u

∂t
− 2ω0(~u× ~e3) = ρ−1

0 (x)(−∇p + µ∆~u+ ρ∇U0) + ~f (в Ω), (1.4)

∂ρ

∂t
+∇ρ0 · ~u = 0 div~u = 0 (в Ω ), ~u = ~0 (на S), (1.5)

∂ζ

∂t
= ~u · ~n (на Γ),

∫

Γ

ζ dΓ = 0, (1.6)

µ(uk,3 + u3,k) = 0 (k = 1, 2, на Γ), −p+ 2µu3,3 = aζ (на Γ), (1.7)

~u(0, x) = ~u0(x), ρ(0, x) = ρ0(x) (x ∈ Ω), ζ(0, x̂) = ζ0(x̂) (x̂ ∈ Γ). (1.8)

Чтобы система уравнений была замкнута, к уравнению (1.4) добавлено уравнение нераз-

рывности и условие несжимаемости жидкости, которые после линеаризации имеют вид

первого и второго уравнения (1.5). На границе S задано условие прилипания жидкости,

которое в терминах вектора скорости имеет вид третьего уравнения (1.5). Кинематиче-

ские и динамические условия на поверхности Γ удобно записать в криволинейной системе

координат Õξ1ξ2ξ3, в которой уравнение равновесной поверхности Γ имеет вид ξ3 = 0,
а коэффициент Ламе h3|Γ = 1. Тогда, считая, что свободная движущаяся поверхность Γ(t)
описывается уравнением ξ3 = ζ(t, ξ1, ξ2), приходим к линеаризованному кинематическо-

му условию (1.6) (первое уравнение), где ~n — единичный вектор, нормальный к границы

области Ω и направленный вне Ω; второе уравнение (1.6) есть условие сохранения объ-

ема. Динамические условия на Γ(t) состоят в равенстве нулю касательных напряжений

и в равенстве нормального напряжения скачку давлений, возникающему вследствие дей-

ствия центробежных и гравитационных сил. После линеаризации они принимают вид (1.7),

где a = a(ξ̂) = (∇P0, ~n)|Γ, ξ̂ = (ξ1, ξ2). Последние три условия — это начальные условия,

которые добавлены к задаче для полноты ее формулировки.

Отметим, что эта задача рассматривается в области Ω ⊂ R
3 с границей ∂Ω, состоящей

из двух частей: равновесной поверхности Γ, которую можно считать достаточно гладкой

(бесконечно дифференцируемой), а также твердой стенки S, которую будем считать лип-

шицевой.

§ 2. Проектирование уравнения движения. Вспомогательные краевые задачи

Исследование сформулированной проблемы будем проводить методами функциональ-

ного анализа и теории уравнений в частных производных. Для перехода к операторной

формулировке задачи введем разложение пространства векторных полей ~L2(Ω, ρ0) в орто-

гональную сумму (см. подробнее, например, [18]):

~L2(Ω, ρ0) = ~J0(Ω, ρ0)⊕ ~Gh,S(Ω, ρ0)⊕ ~G0,Γ(Ω, ρ0).

Введем ортопроекторы P0,S и P0,Γ на подпространства ~J0,S(Ω, ρ0) = ~J0(Ω, ρ0)⊕Gh,S(Ω, ρ0)

и ~G0,Γ(Ω, ρ0) соответственно (P0,S + P0,Γ = I). В силу условия соленоидальности и условия

прилипания, считаем, что

~u(t, x) ∈ ~J0,S(Ω, ρ0) = {~u ∈ ~L2(Ω, ρ0)| div~u = 0 (в Ω), un = 0 (на S)},

ρ−1
0 ∇p(t, x) = ρ−1

0 ∇ϕ+ ρ−1
0 ∇p̃ ∈ ~G0,Γ(Ω, ρ0)⊕ ~Gh,S(Ω, ρ0) =: ~G(Ω, ρ0) =

= {~v ∈ ~L2(Ω, ρ0)| ~v ∈ ρ−1
0 ∇p (в Ω),

∫

Γ

p dΓ = 0}.
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Применим ортопроекторы P0,Γ и P0,S к первому уравнению (1.4):

~0 = −ρ−1
0 ∇ϕ+ P0,Γ(ρ

−1
0 ρ∇U0) + P0,Γ(ρ

−1
0 µ∆~u) + P0,Γ

~f(t, x), (2.1)

∂~u

∂t
− 2ω0P0,S(~u× ~e3) = −ρ−1

0 ∇p̃+ P0,S(ρ
−1
0 ρ∇U0) + P0,S(ρ

−1
0 µ∆~u) + P0,S

~f(t, x). (2.2)

Соотношение (2.1) показывает, что ρ−1
0 ∇ϕ(t, x) может быть найдено, если известно ре-

шение (~u, ρ). Поэтому в дальнейшем достаточно ограничиться рассмотрением соотноше-

ния (2.2), а также условий из (1.7) с соответствующей заменой p→ p̃, так как

p = p̃+ ϕ, ϕ = 0 (на Γ).

Условимся называть решения уравнения (2.1) тривиальными.

Наряду с введенными пространствами рассмотрим также пространство L2(Γ) — гиль-

бертово пространство со скалярным произведением:

(η, ζ)0 =

∫

Γ

ρ0(x̂)η(x̂)ζ(x̂) dΓ, x̂ ∈ Γ.

Из второго условия (1.6) следует, что функция ζ(t, x̂) при каждом t должна принадлежать

гильбертовому пространству H0 = L2(Γ)⊖ {1Γ} функций из L2(Γ), которые ортогональны

к функции 1Γ, тождественно равной единице.

Замечание 2.1. Будем предполагать в дальнейшем, что состояние относительного равнове-

сия вращающейся жидкости в сосуде статически устойчиво по линейному приближению.

Это условие означает, что a(ξ̂) > a0 > 0 (ξ̂ ∈ Γ). Обозначим через B0 оператор, определен-

ный по закону B0 = PΓa(ξ̂)PΓ, где через PΓ обозначен ортопроектор на H0. Так как a(ξ̂) —

непрерывная на Γ функция, то B0 — ограниченный самосопряженный оператор, действу-

ющий в H0. Кроме того, из предположения выше следует, что оператор B0 положительно

определен в H0.

Замечание 2.2. Введем в пространстве H0 его оснащение в виде

H+ ⊂ H0 ⊂ H−, H+ = H1/2 (Γ) ∩H0 =: H
1/2
Γ , H− = (H+)

∗ =: H̃
−1/2
Γ .

Здесь через H̃
−1/2
Γ обозначено пространство, сопряженное с H

1/2
Γ с центральным простран-

ством H0. В частности, H̃
−1/2
Γ состоит из тех элементов из H−1/2(Γ), которые продолжимы

нулем в классе H−1/2(∂Ω) (см. [24]).

ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ ЗАДАЧА I. По заданной функции ψ = ψ(x̂), x̂ ∈ Γ, найти функ-

цию p1 = p1(x), x ∈ Ω, являющуюся решением задачи

∇ · (ρ−1
0 (x)∇p1) = 0 (в Ω), ρ−1

0 (x)∇p1 · ~n = 0 (на S),

(ρ−1
0 |x̂∈Γ)p1 = ψ (на Γ),

∫

Γ

ψ dΓ = 0.

Это аналог известной задачи Зарембы для уравнения Лапласа (при ρ0 = const). Если

p1(x) — решение задачи I для ψ ∈ H
1/2
Γ , то (см. подробнее [18], а также [20, с. 103–107])

ρ−1
0 ∇p1(x) = Gψ ∈ ~Gh,S(Ω, ρ0), где G : H

1/2
Γ → ~Gh,S(Ω, ρ0) есть линейный ограниченный

оператор.
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ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ ЗАДАЧА II. По заданной функции ~f1 найти функции ~u = ~u(x) и

p2 = p2(x), являющиеся решением краевой задачи

ρ−1
0 ∇p2 − P0,S(ρ

−1
0 µ∆~u) = ~f1, div~u = 0 (в Ω), ~u = ~0 (на S),

µ(ui,3 + u3,i) = 0 (i = 1, 2, на Γ), −p2 + 2µu3,3 = 0 (на Γ).

Известно (см. подробнее, например, [18]), что эта задача имеет единственное решение

~u = µ−1A−1 ~f1 для ~f1 ∈ ~J0,S(Ω, ρ0), где A — оператор вспомогательной задачи II. Оператор A
есть неограниченный самосопряженный положительно определенный оператор, обладаю-

щий следующими свойствами.

1. D(A) ⊂ D(A1/2) = ~J1
0,S(Ω, ρ0) ⊂ ~J0,S(Ω, ρ0), D(A) = ~J0,S(Ω, ρ0). Отметим, что под-

пространство ~J0,S(Ω, ρ0) связано с кинетической энергией жидкости в открытом сосуде,

плотным множеством в нем является подпространство ~J1
0,S(Ω, ρ0) функций с конечной ско-

ростью диссипации энергии (см. подробнее, например, [20, c. 132]).

2. Обратный оператор A−1 есть компактный и положительный, действующий в про-

странстве ~J0,S(Ω, ρ0).
С учетом вышесказанного вернемся к начально-краевой задаче (1.4)–(1.8), точнее, после

отделения тривиального решения (2.1), к соответствующей начально-краевой задаче для

уравнения (2.2). Представим ρ−1
0 ∇p̃ ∈ ~Gh,S(Ω, ρ0) в виде

ρ−1
0 ∇p̃ = ρ−1

0 ∇p1 + ρ−1
0 ∇p2, ρ−1

0 ∇pi ∈ ~Gh,S(Ω, ρ0) (i = 1, 2)

и будем считать, что p1 есть решение вспомогательной задачи I для ψ = B0ζ, а p2 — функция

из вспомогательной задачи II, тогда имеем

ρ−1
0 ∇p2 − P0,S(ρ

−1
0 µ∆~u) = ~f1 = −

d~u

dt
−GB0ζ +

+ 2ω0P0,S(~u× ~e3) + P0,S(ρ
−1
0 ρ∇U0) + P0,S

~f (в Ω),

~u = ~0 (на S), µ(ui,3 + u3,i) = 0 (i = 1, 2, на Γ), −p2 + 2µu3,3 = 0 (на Γ).

(2.3)

Отметим, что (для классического решения) все слагаемые справа в уравнении являются

непрерывными функциями t со значениями в пространстве ~J0,S(Ω, ρ0). Очевидно, (2.3) есть

вторая вспомогательная задача с ~f1 ∈ ~J0,S(Ω, ρ0). Поэтому ее решение имеет вид

~u = µ−1A−1 ~f1 = µ−1A−1

(
−
d~u

dt
− gGB0ζ + 2ω0P0,S(~u× ~e3) + P0,S(ρ

−1
0 ρ∇U0) + P0,S

~f

)
.

Итогом проведенных преобразований является следующая теорема.

Теорема 2.1. Классическое решение начально-краевой задачи (1.4)–(1.8) есть решение за-

дачи Коши для системы дифференциально операторных уравнений





d~u

dt
− 2ω0P0,S(~u× ~e3) +GB0ζ + µA~u− P0,S(ρ

−1
0 ρ∇U0) = P0,S

~f =: ~f0,S,

dζ

dt
− γn~u = 0,

dρ

dt
+∇ρ0 · ~u = 0, ~u(0) = ~u0, ζ(0) = ζ0, ρ(0) = ρ0.

(2.4)

и уравнения (2.1). Здесь G есть оператор задачи I, A — оператор, связанный с задачей II,

B0 определен в замечании 2.1, γn — оператор следа: γn~u = (~u · ~n)Γ, ~u ∈ ~J1
0,S(Ω, ρ0), а ~u, ζ и ρ

считаются функциями t со значениями в соответствующих гильбертовых пространствах.
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Лемма 2.1. Имеют место свойства D(γn) ⊂ D(G∗), G∗|D(γn) = γn.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ~v ∈ ~J1
0,S(Ω, ρ0), ψ ∈ H

1

2

Γ . Тогда

(ρ−1
0 ∇p1, ~v) =

∫

Ω

∇p1 ·~v dΩ =

∫

Ω

div(p1~v) dΩ =

∫

∂Ω

p1vn dS =

∫

Γ

p1vn dΓ =

∫

Γ

ρ0ψvn dΓ =

= (ψ, γn~v)0 ⇒ (Gψ,~v) = (ψ, γn~v)0, ψ ∈ H
1/2
Γ , ~v ∈ ~J1

0,S(Ω, ρ0), (2.5)

следовательно, D(γn) ⊂ D(G∗), G∗|D(γn) = γn. Лемма доказана. �

Замечание 2.3. Из леммы 2.1 следует, что оператор γn может быть расширен до опера-

тора γ̃n с областью определения D(γ̃n) = ~J0,S(Ω, ρ0). Действительно, соотношение (2.5)

выполняется, когда в правой части имеем (ψ, γ̃n~v)0 для ψ ∈ H
1/2
Γ , γ̃n~v ∈ H̃

−1/2
Γ . Эта си-

туация имеет место для ~v ∈ ~J0,S(Ω, ρ0). При этом получаем, что на множестве ~J0(Ω, ρ0)

оператор γ̃n равен нулевому оператору, то есть ker γ̃n = ~J0(Ω, ρ0). Так как имеют место

вложения H
1/2
Γ ⊂ H0 ⊂ H̃

−1/2
Γ , то, очевидно, γn ⊂ G∗ ⊂ γ̃n. Обозначим через γ̂n такое рас-

ширение γn, для которого область значений совпадает с H0. Тогда γ̂n = G∗, при этом

D(G∗) = {~v ∈ ~J0,S(Ω, ρ0)| γn~v ∈ L2(Γ)}. В дальнейшем вместо γ̂n для простоты снова бу-

дем писать γn.

Как следствие из леммы 2.1 и замечания 2.3 получаем такое утверждение.

Лемма 2.2. Для операторов A и γn выполнены следующие включения:

D(A) ⊂ D(A1/2) = ~J1
0,S(Ω, ρ0) ⊂ D(γn).

Введем далее следующие операторы

Cρ = −P0,S(ρ
−1
0 ρ∇U0), C∗~u = −∇ρ0 · ~u, S0~u = iP0,S(~u× ~e3), (2.6)

а также гильбертово пространство L2(Ω) скалярных функций со скалярным произведением:

(ϕ, ψ)L2(Ω) =

∫

Ω

ρ0
N2(x)

|∇ρ0|2
ϕ(x)ψ(x) dΩ.

Лемма 2.3. Операторы C : L2(Ω) → ~J0,S(Ω, ρ0) и C∗ : ~J0,S(Ω, ρ0) → L2(Ω), определенные

соотношениями (2.6), взаимно сопряжены и ‖C‖ = ‖C∗‖ 6 N0. Оператор S0 (который

естественно назвать гироскопическим, или кориолисовым оператором) обладает следую-

щими свойствами: S0 = S∗
0 , ‖S0‖ = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство первой части леммы непосредственно следует

из тождества

(Cρ, ~u) = (ρ, C∗~u) = −

∫

Ω

ρ∇U0 ~u dΩ, ∀~u ∈ ~J0,S(Ω, ρ0), ∀ρ ∈ L2(Ω),

которое выводится с использованием определений скалярных произведений, величины

N2(x) и обозначений (2.6). Доказательство второй части леммы (о свойствах оператора S0)

проводится аналогично по схеме, изложенной в [20, п. 6.1.3]. �
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С целью получения более симметричного вида операторной матрицы, отвечающей ис-

ходной задаче, введем в (2.4) замену B
1/2
0 ζ = ζ̂ и применим (положительно определенный

и ограниченный) оператор B
1/2
0 к обеим частям второго уравнения системы (2.4).

Таким образом, начально-краевая задача (1.4)–(1.8) распадается на тривиальное соотно-

шение (2.1) и задачу Коши для системы дифференциально операторных уравнений, которые

могут быть переписаны в виде:

dx

dt
+Ax = F , x(0) = x0, (2.7)

x =



~u

ζ̂
ρ


, A =



µA+ 2iω0S0 GB

1/2
0 C

−B1/2
0 G∗ 0 0

−C∗ 0 0


, F =



~f0,S
0
0


.

Здесь ~u = ~u(t), ζ̂ = ζ̂(t), ρ = ρ(t) — неизвестные функции со значениями в ~J0,S(Ω, ρ0), H0

и L2(Ω) соответственно.

Определение 2.1. Назовем сильным решением исходной начально-краевой задачи (1.4)—

(1.8) такие функции ~u, ζ , ρ и ∇p, для которых функция x = x(t) является сильным ре-

шением задачи (2.7) в пространстве H = ~J0,S(Ω, ρ0)⊕H0 ⊕ L2(Ω). В свою очередь силь-

ным решением задачи (2.7) назовем функцию x(t) такую, что x(t) ∈ D(A) для любого t
из R+ = [0;+∞), Ax(t) ∈ C(R+;H), выполнены начальные условия и уравнение из (2.7)

для любого t ∈ R+.

§ 3. О разрешимости начально-краевой задачи

Свяжем с задачей (2.7) (для простоты рассмотрим задачу при µ = const, что равносильно

замене µA→ A) оператор-матрицу

A0 =




A GB
1/2
0 C

−B1/2
0 G∗ 0 0

−C∗ 0 0


,

которая имеет плотную в H область определения D(A0) = D(A)⊕D(GB
1/2
0 )⊕ L2(Ω).

Легко проверить, что оператор A0 с указанной областью определения есть аккретивный

оператор, то есть для любых x = (~u; ζ̂; ρ)τ ∈ D(A0) выполнено неравенство

Re(A0x, x)H = (A~u, ~u) > 0.

Отметим, что оператор A0 не является максимальным аккретивным оператором. Для пере-

хода к максимальному аккретивному оператору представим:

~u(t) = eat~v(t), ζ̂(t) = eatη(t), ρ(t) = eatσ(t), a > 0, (3.1)

где ~v(t), η(t) и σ(t) — новые искомые функции.

Подставляя (3.1) в (2.7), получим следующую задачу Коши

dy

dt
+Aay + Sy = f(t), y(0) = y0, (3.2)

y = y(t) = (~v(t); η(t); σ(t))τ , f(t) = (~f0,S(t); 0; 0)
τe−at, S = diag(2iω0S0; 0; 0),

Aa = A0 + aI =




Aa GB
1/2
0 C

−B1/2
0 G∗ aI 0

−C∗ 0 aI


, Aa = A+ aI,
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I — единичный оператор в H, а индекс (. . .)τ означает операцию транспонирования мат-

рицы. Очевидно, оператор Aa равномерно аккретивный: Re(Aay, y)H > a‖y‖2
H

, а потому

существует обратный оператор A−1
a с нормой ‖A−1

a ‖ 6 a−1.

Обозначим

Q1 = B
1/2
0 G∗A−1/2

a , Q+
1 = A−1/2

a GB
1/2
0 , D(Q+

1 ) = D(GB
1/2
0 ).

Лемма 3.1. Q+
1 ⊂ Q∗

1, Q
+
1 = Q∗

1|D(GB
1/2
0

)
, Q+

1 = Q∗
1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого ~u ∈ ~J0,S(Ω, ρ0) и η ∈ H0, B
1/2
0 η ∈ D(G), имеем

(Q1~v, η)H0
= (B

1/2
0 G∗A−1/2

a ~v, η)H0
= (~v, A−1/2

a GB
1/2
0 η) ~J0,S(Ω,ρ0)

= (~v,Q+
1 η) ~J0,S(Ω,ρ0)

.

Таким образом, Q+
1 ⊂ Q∗

1 и Q+
1 = Q∗

1|D(GB
1/2
0

)
. Докажем, что оператор Q+

1 ограничен

на D(GB
1/2
0 ). Покажем, что Q1 ограниченно действует из ~J0,S(Ω, ρ0) в H0. Действительно,

оператор A
−1/2
a отображает ~J0,S(Ω, ρ0) на ~J1

0,S(Ω, ρ0), оператор γn = G∗, согласно теореме

о следах, компактен как оператор из ~J1
0,S(Ω, ρ0) в H0 и оператор B

1/2
0 ограниченно действу-

ет из H0 в H0. Таким образом, оператор Q1 ограничен (даже компактен). Отсюда следует,

что оператор Q∗
1 тоже ограничен. Тогда для любого η ∈ D(GB

1/2
0 ) справедливо неравенство:

‖Q+
1 η‖ ~J0,S(Ω,ρ0)

= ‖Q∗

1η‖ ~J0,S(Ω,ρ0)
6 ‖Q∗

1‖ · ‖η‖H0
.

Следовательно, Q+
1 ограничен на D(GB

1/2
0 ), а поэтому расширяется по непрерывности

до ограниченного оператора Q∗
1, то есть Q+

1 = Q∗
1. �

Лемма 3.2. Замыкание Â = Aa оператора Aa есть максимальный равномерный аккретив-

ный оператор, при этом D(Â) = { y = (~v; η; σ)τ ∈ H | ~v + A
−1/2
a Q∗

1η ∈ D(Aa) } и справед-

ливы следующие факторизации:

(a) с симметрическим окаймлением:

Â =



A

1/2
a 0 0
0 IΓ 0
0 0 IL2(Ω)







I Q∗
1 Q∗

2

−Q1 aIΓ 0
−Q2 0 aIL2(Ω)






A

1/2
a 0 0
0 IΓ 0
0 0 IL2(Ω)


;

(б) с треугольным окаймлением:

Â =




I 0 0

−Q1A
−1/2
a IΓ 0

−Q2A
−1/2
a 0 IL2(Ω)






Aa 0 0
0 W1 Q1Q

∗
2

0 Q2Q
∗
1 W2






I A

−1/2
a Q∗

1 A
−1/2
a Q∗

2

0 IΓ 0
0 0 IL2(Ω)


 =

=



I 0 0
T1 IΓ 0
T2 0 IL2(Ω)






Aa 0 0
0 W1 Q1Q

∗
2

0 Q2Q
∗
1 W2






I T3 T4
0 IΓ 0
0 0 IL2(Ω)


, (3.3)

Q2 = C∗A−1/2
a , Q∗

2 = A−1/2
a C, T1 = −Q1A

−1/2
a , T2 = −Q2A

−1/2
a ,

T3 = A−1/2
a Q∗

1, T4 = A−1/2
a Q∗

2, W1 = aIΓ +Q1Q
∗

1, W2 = aIL2(Ω) +Q2Q
∗

2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. I этап. Нетрудно проверить, что оператор Aa представим в виде:

Aa =



A

1/2
a 0 0
0 IΓ 0
0 0 IL2(Ω)


 ·




I Q+
1 Q∗

2

−Q1 aIΓ 0
−Q2 0 aIL2(Ω)


 ·



A

1/2
a 0 0
0 IΓ 0
0 0 IL2(Ω)


.
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Замыкание Â оператора Aa состоит в замене в среднем блоке оператора Q+
1 на Q∗

1.

Действительно, после такого замыкания оператор Â представим в виде произведения

Â = H1H2H1 замкнутых операторов. При этом H−1
1 ограничен, так как оператор A

−1/2
a

ограничен. Нетрудно проверить, что H−1
2 представим в виде

H−1
2 =




M −a−1MQ∗
1 −a−1MQ∗

2

a−1Q1M a−1 − a−2Q1MQ∗
1 −a−2Q1MQ∗

2

a−1Q2M −a−2Q2MQ∗
1 a−1 − a−2Q2MQ∗

2


,

где M = (I + a−1Q∗
1Q1 + a−1Q∗

2Q2)
−1. Все элементы данной блок-матрицы являются огра-

ниченными операторами, а значит H−1
2 ограничен. Таким образом, оператор Â замкнут.

Из предыдущих рассуждений последует, что Â будет максимально аккретивным операто-

ром.

Найдем область определения D(Â) оператора Â. Прежде всего, из представления для

оператора Â следует, что ~v ∈ D(A
1/2
a ). Далее, должно иметь смысл следующее выражение:



A

1/2
a 0 0
0 IΓ 0
0 0 IL2(Ω)






A

1/2
a ~v + Q∗

1η +Q∗
2σ

−Q1A
1/2
a ~v + aη

−Q2A
1/2
a ~v + aσ


,

то есть A
1/2
a ~v +Q∗

1η +Q∗
2σ ∈ D(A

1/2
a ) или ~v + A

−1/2
a Q∗

1η ∈ D(Aa), так как A−1Cσ ∈ D(Aa),

таким образом, D(A) = { (~v, η, σ)τ | ~v + A
−1/2
a Q∗

1η ∈ D(Aa) }. Заметим, что из последнего

следует свойство ~v ∈ D(A
1/2
a ). Действительно, так как область определения линейного

оператора есть линейное множество, D(Aa) ⊂ D(A
1/2
a ) и A

−1/2
a Q∗

1η ∈ D(A
1/2
a ) для любо-

го η ∈ H0, то ~v также принадлежит D(A
1/2
a ).

II этап. Проверяется непосредственно, что оператор Aa представим в виде

Aa =




I 0 0

−Q1A
−1/2
a IΓ 0

−Q2A
−1/2
a 0 IL2(Ω)






Aa 0 0
0 W+

1 Q1Q
∗
2

0 Q2Q
+
1 W2






I A

−1/2
a Q+

1 A
−1/2
a Q∗

2

0 IΓ 0
0 0 IL2(Ω)


,

где W+
1 = aIΓ +Q1Q

+
1 . Замыкание Â оператора Aa состоит в замене оператора Q+

1 на Q∗
1.

Действительно, после такого замыкания оператор Â представим в виде произведения

Â = H1WAH2 замкнутых операторов. При этом операторы H−1
i (i = 1, 2) ограничены, так

как операторы A
−1/2
a , Q1 и Q2 ограничены. Если показать, что W−1

A ограничен, то отсюда

будет следовать, что оператор Â замкнут.

Найдем W−1
A , для этого рассмотрим уравнение



Aa 0 0
0 aIΓ +Q1Q

∗
1 Q1Q

∗
2

0 Q2Q
∗
1 aIL2(Ω) +Q2Q

∗
2


 ·



~v
η
σ


 =



~v1
η1
σ1


,

которое равносильно системе трех уравнений

Aa~v = ~v1, (aIΓ +Q1Q
∗

1)η + Q1Q
∗

2σ = η1, Q2Q
∗

1η + (aIL2(Ω) +Q2Q
∗

2)σ = σ1.

Оператор aIΓ +Q1Q
∗
1 является положительно определенным, поэтому существует ограни-

ченный обратный к нему оператор: M = (aIΓ +Q1Q
∗
1)

−1
. Следовательно, из второго урав-

нения имеем η =Mη1 −MQ1Q
∗
2σ. Подставим полученный результат в третье уравнение:

Q2Q
∗

1Mη1 +
(
aIL2(Ω) +Q2Q

∗

2 −Q2Q
∗

1MQ1Q
∗

2

)
σ = σ1.
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Покажем, что оператор F = aIL2(Ω) +Q2Q
∗
2 −Q2Q

∗
1MQ1Q

∗
2 является положительно опре-

деленным. Предварительно отметим, что нормы операторов Qi (i = 1, 2) равномерно огра-

ничены по a. Действительно, рассмотрим, например, оператор Q1:

‖Q1‖ = ‖G∗A−1/2
a ‖ = ‖G∗A−1/2

ε A1/2
ε A−1/2

a ‖, (3.4)

где Aε = A+ εI. При этом для любого ε 6 a имеем

‖A1/2
ε A−1/2

a u‖2 =
∥∥

∞∑

k=1

(
λk + ε

λk + a

)1/2

(u, uk)uk
∥∥2

=

∞∑

k=1

(
λk + ε

λk + a

)
‖(u, uk)‖

2
6

6

∞∑

k=1

|(u, uk)|
2 = ‖u‖2 =⇒ ‖A1/2

ε A−1/2
a ‖ 6 1. (3.5)

Подставим оценку (3.5) в (3.4):

‖Q1‖ = ‖G∗A−1/2
ε A1/2

ε A−1/2
a ‖ 6 ‖G∗A−1/2

ε ‖ · ‖A1/2
ε A−1/2

a ‖ 6 c = const.

Отсюда следует, что норма оператора Q1 равномерно ограничена по a. Аналогично про-

веряется равномерная ограниченность по a для оператора Q2. Таким образом, для любо-

го u ∈ L2(Ω) имеем

(Ku, u) =
((
aIL2(Ω) +Q2Q

∗

2 −Q1Q
∗

1 (aIΓ +Q2Q
∗

1)
−1Q1Q

∗

2

)
u, u

)
=

= a(u, u) + ‖Q∗

2u‖
2 −

((
(aIΓ +Q1Q

∗

1)
−1Q1Q

∗

2

)
u,Q1Q

∗

2u
)
> a(u, u)−

− ‖ (aIΓ +Q1Q
∗

1)
−1 ‖ · ‖Q1Q

∗

2u‖
2 > a(u, u)− a−1 · ‖Q1Q

∗

2u‖
2 >

(
a− a−1 · ‖Q1Q

∗

2‖
2
)
‖u‖2.

Остается выбрать a так, чтобы ‖Q1Q
∗
2‖ < a.

С учетом выше сказанного,

W−1
A =



A−1

a 0 0
0 M +MQ1Q

∗
2K

−1Q2Q
∗
1M −MQ1Q

∗
2K

−1

0 K−1Q2Q
∗
1M K−1


.

Все элементы обратной матрицы являются ограниченными операторами, а значит W−1
A

ограничен и поэтому оператор Â замкнут. �

Вместо задачи (3.2) рассмотрим задачу Коши для замкнутого оператора:

dy

dt
+ (Â+ S)y = f(t), y(0) = y0. (3.6)

Используя факторизацию (3.3) для оператора Â, осуществим замену

T̃ y = y1, y1 = (~v1, η1, σ1)
τ , T̃ =



I T3 T4
0 IΓ 0
0 0 IL2(Ω)


,

и применим к (3.6) слева оператор T̃ .
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В результате приходим к следующей задаче:

dy1
dt

+ (I + T )Aωy1 + S̃y1 = f(t), y1(0) = y01, (3.7)

I + T =



I 0 0
0 IΓ 0
0 0 IL2(Ω)


+



T3T1 + T4T2 T3 T4

T1 0 0
T2 0 0


,

Aω =



Aa 0 0
0 W1 Q1Q

∗
2

0 Q2Q
∗
1 W2


, S̃ =



2iω0S0 −2iω0S0T3 −2iω0S0T4

0 0 0
0 0 0


.

При этом оператор T — компактный, S̃ — ограниченный, а оператор Aω есть самосопря-

женный положительно определенный оператор. Для доказательства последнего факта до-

статочно показать, что оператор

(
W1 Q1Q

∗
2

Q2Q
∗
1 W2

)
=

(
aIΓ 0
0 aIL2(Ω)

)
+

(
Q1Q

∗
1 Q1Q

∗
2

Q2Q
∗
1 Q2Q

∗
2

)
= aI +NQ

является положительно определенным. Предварительно заметим, что норма оператора NQ

равномерно ограничена по a. Действительно

‖NQ‖ 6 max
{
‖Q1Q

∗

1‖, ‖Q1Q
∗

2‖, ‖Q2Q
∗

1‖, ‖Q2Q
∗

2‖
}
6

6 max
{
‖Q1‖

2, ‖Q2‖
2, ‖Q1‖ · ‖Q2‖

}
6 c = const,

так как нормы операторов Qi (i = 1, 2) равномерно ограничены по a (см. лемму 3.2). Рас-

смотрим квадратичную форму оператора aI +NQ. Для любого u из H0 ⊕ L2(Ω) имеем

(
(aI +NQ)u, u

)
= a‖u‖2 + (NQu, u) > a‖u‖2 − ‖NQ‖ · ‖u‖

2 = (a− ‖NQ‖) ‖u‖
2.

Выбирая теперь a так, чтобы a > ‖NQ‖, приходим к положительной определенности опе-

ратора aI +NQ и следовательно, к положительной определенности оператора Aω.

Так как для оператора (−Aω) уравнение dy1/dt+Aωy1 = 0 является абстрактным па-

раболическим (см. [22, c. 104, 121]), и соответствующая полугрупп аналитична в секторе,

содержащем положительную полуось, то (см., например, [22, c. 183], [21, c. 248]) уравнение

dy1
dt

+
(
I + (T + S̃A−1

ω )
)
Aωy1 = 0

будет также абстрактным параболическим (см. [22, c. 181]). Соответствующая полугруппа

аналитична в секторе, содержащем положительную полуось.

Таким образом, если в уравнении (3.7), принимающем вид

dy1
dt

+ (T + S̃A−1
ω )Aωy1 = f(t),

функция f(t) удовлетворяет условию Гёльдера
(
будем писать f(t) ∈ Ck(R+; ~L2(Ω, ρ0))

)
,

то есть для каждого τ ∈ R+ найдутся такие числа K = K(τ) > 0, k = k(τ) ∈ (0, 1], что

‖f(t)− f(s)‖ 6 K|t− s|k при 0 6 s, t 6 τ, (3.8)

тогда, с учетом замены, задача (3.6) (см. [23, c. 130]) имеет единственное сильное решение

(в смысле определения 2.1) при y0 ∈ D(Â).
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Для y(t) = (~v(t); η(t); σ(t))τ уравнение (3.6) выполнено для любого t, то есть следующие

уравнения и начальные данные имеют место (используем факторизацию с симметрическим

окаймлением):

d~v/dt+ Aa(~v + A−1/2
a Q∗

1η) + Cσ + 2iw0S0~v = ~f0,S(t)e
−at, ~v(0) = ~u0, (3.9)

dη/dt−Q1A
1/2
a ~v + aη = 0, η(0) = B

1/2
0 ζ0, dσ/dt−Q2A

1/2
a ~v + aσ = 0, σ(0) = ρ0.

Учитывая определение D(Â), отметим что скобки в первом уравнении раскрыть нельзя,

так как каждое слагаемое в скобках может принадлежать D(A
1/2
a ) и только сумма попа-

дает в D(Aa). Поэтому цель дальнейших преобразований — избавиться от упомянутого

затруднения и перейти от (3.9) к системе уравнений, отвечающей не замкнутому опера-

тору Â, а его сужению Aa. Для этого умножим второе уравнение системы на eat, тогда

d/dt (eatη(t)) = eatQ1A
1/2
a ~v(t). Таким образом, η(t) выражается по формуле

η(t) = η0e−at +

∫ t

0

e−a(t−s)Q1A
1/2
a ~v(s)ds, η0 = ζ̂0 = B

1/2
0 ζ0.

Подставляя полученное выражение в первое уравнение (3.9), получаем

d~v

dt
+ Aa~va(t) + Cσ + 2iw0S0~v = ~f0,S(t)e

−at, (3.10)

~va(t) := ~v(t) + e−atA−1/2
a Q∗

1η
0 + A−1/2

a Q∗

1

∫ t

0

e−a(t−s)Q1A
1/2
a ~v(s)ds ∈ C(R+;D(Aa)). (3.11)

По условию теоремы B
1/2
0 η0 ∈ D(G), следовательно (согласно лемме 3.1) Q∗

1η
0 = Q+

1 η
0

и поэтому A
−1/2
a Q∗

1η
0 = A−1

a GB
1/2
0 η0 ∈ D(Aa).

Рассмотрим оператор P = A
−1/2
a Q∗

1Q1A
1/2
a = A

−1/2
a Q∗

1B
1/2
0 γn, D(P ) = D(A

1/2
a ). Введем

D(Aa) как гильбертово пространство с нормой графика ‖~v‖D(Aa) := ‖Aa~v‖. Тогда сужение

Pa := P |D(Aa) есть линейный ограниченный оператор, действующий в D(Aa). Этот факт

позволяет рассмотреть соотношение (3.11) как интегральное уравнение Вольтерра второго

рода в пространстве D(Aa). Здесь функция

~va(t)− e−atA−1/2
a Q∗

1η
0 ∈ C(R+;D(Aa))

и ядро Pae
−a(t−s) интегрального оператора непрерывно по t, s на D(Aa). Поэтому зада-

ча (3.11) имеет единственное решение ~v(t) ∈ C(R+;D(Aa)) и каждое слагаемое в (3.11)

есть элемент из C(R+;D(Aa)). Таким образом, в уравнении (3.10) и потому в первом урав-

нении (3.9) можно раскрыть скобки. Следовательно, для функции y(t) = (~v(t); η(t); σ(t))τ

выполнено уравнение (3.2) с незамкнутым оператором Aa.

Итогом рассуждений является следующая теорема.

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия

~u0 ∈ D(A), B0ζ
0 ∈ D(G) = H

1/2
Γ , ρ0 ∈ L2(Ω), ~f(t) ∈ Ck(R+; ~L2(Ω, ρ0))

для задачи Коши (2.7) (см. подробнее обозначение (3.8)). Тогда она имеет единственное

сильное решение (в смысле определения 2.1).
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Заключение

В параграфе 1 приведена математическая постановка задачи о малых движениях вяз-

кой стратифицированной жидкости, частично заполняющей некоторый контейнер, который

равномерно вращается вокруг оси, сонаправленной с действием силы тяжести. Предпола-

гается, что состояние относительного равновесия устойчиво по линейному приближению.

В параграфе 2 исходная начально-краевая задача приводится к дифференциально-

операторному уравнению первого порядка в некотором гильбертовом пространстве, где

основной оператор аккретивен. Далее, с полученным уравнением ассоциируется аналогич-

ное уравнение с максимально аккретивным оператором. Применение метода операторных

блок-матриц, а также абстрактных дифференциально-операторных уравнений, позволило

доказать в параграфе 3 теорему о разрешимости полученной задачи Коши. Затем путем вы-

бора начальных условий из области определения незамкнутого оператора удается доказать,

что соответствующее решение также лежит в области определения данного оператора.
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We study the problem of small motions of a viscous stratified fluid partially filling a container that

uniformly rotates around an axis co-directed by gravity. The problem is studied on the basis of an

approach related to the application of the so-called operator matrix theory. To this end, we introduce

Hilbert spaces and some their subspaces, as well as auxiliary boundary value problems. The original

initial-boundary value problem is reduced to the Cauchy problem for a first-order differential equation in

some Hilbert space. After a detailed study of the properties of the operator coefficients corresponding to

the resulting system of equations, we prove a theorem on the solvability of the Cauchy problem. On this

basis, we find sufficient conditions for the existence of a solution of the original initial-boundary value

problem describing the evolution of the hydro-system.
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