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Введение

Топологические группы играют большую роль в математике и ее приложениях (см., на-

пример, [1–11] и ссылки в них). Новые направления исследований связаны с неассоциа-

тивной алгеброй, некоммутативной геометрией, неассоциативной математической физикой,

в которых часто появляются квазигруппы и лупы. Они являются неассоциативными анало-

гами групп (см. [12–15] и ссылки в них). Целесообразно отметить, что в последнее время

квазигруппы активно используются в информатике и теории кодирования, так как они от-

крывают новые возможности по сравнению с группами [16–19].

Однако гармонический анализ на квазигруппах и лупах остается еще не разработанным.

Очень мало известно о соотношениях между топологиями и алгебраическими структурами

квазигрупп по сравнению с группами. Ранее в [20] исследовалось существование лево- или

право-инвариантной меры на топологической лупе. В ней был получен результат показыва-

ющий, что из существования лево- или право-инвариантной нетривиальной меры на топо-

логической лупе следует, что она всюду плотна в локально компактной лупе. В частности,

на локально компактных лупах со стержнем (core quasigroup) лево-инвариантные меры бы-

ли построены в [21]. При этом лупы со стержнем являются частным случаем луп. В данной

работе исследуются общие топологические квазигруппы, а также левые или правые ква-

зигруппы и лупы. Следует отметить, что класс левых (или правых) квазигрупп (или луп)

шире класса квазигрупп (или луп). Поэтому данная работа содержит новые аспекты в этой

области.

Имеются специфические особенности топологических квазигрупп по сравнению с груп-

пами. Это вызвано тем, что в ассоциативном случае для топологической группы G суще-

ствует лево- (или право-)инвариантная равномерность на G совместимая с ее топологи-

ей [3, 5, 22]. В общем случае для топологической квазигруппы из-за ее неассоциативности

равномерность не обязана быть ни симметричной, ни лево-, ни право-инвариантной.

В данной статье изучаются специфические особенности топологий на квазигруппах

и лупах в связи с их алгебраической структурой. Исследуется измеримость подмножеств
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топологических квазигрупп и луп. Изучаются квазиинвариантные меры на однородных про-

странствах квазигрупп, а также счетная отделимость подмножеств в них. В первом пара-

графе доказаны необходимые для дальнейшего теоремы о специфических особенностях то-

пологий на квазигруппах. Замкнутые и открытые подмножества и (левые) подквазигруппы

изучаются в теоремах 1.1, 1.2. Внутренности подквазигрупп и подквазигруппы, порожден-

ные открытыми подмножествами, — в теореме 1.3 и следствии 1.1. Мощность открытого

подмножества в недискретной локально счетно компактной левой лупе оценивается в тео-

реме 1.4. Они используются во втором параграфе для исследования топологий и измеримых

пространств на (левых) квазигруппах и их однородных пространствах. Семейство неизме-

римых подмножеств в локально компактных недискретных лупах исследуется в предложе-

ниях 2.1, 2.2. Локально µ-нулевые подмножества, не являющиеся µ-нулевыми, в локаль-

но компактной левой квазигруппе, не являющейся σ-компактной, изучаются в предложе-

нии 2.3. Факторпространства измеримых пространств на квазигруппах исследуются в лем-

ме 2.1 и теореме 2.1. Квазиинвариантные меры на однородных пространствах квазигрупп,

а также счетная отделимость подмножеств в них исследуются в теореме 2.2.

Все главные результаты данной статьи получены впервые. Их приложения обсуждаются

в заключении.

§ 1. Подквазигруппы топологических квазигрупп

Напомним определение во избежание недоразумений.

Определение 1.1. Предположим, что на множестве G задано умножение mG(a, b) = ab
(то есть однозначная бинарная операция) G2 ∋ (a, b) 7→ ab ∈ G такая, что

(i) для любых a и b в G существует единственное x ∈ G, удовлетворяющее равенству

ax = b.
Множество G с умножением, удовлетворяющее условию (i), называется левой квазиг-

руппой. Если H — левая квазигруппа, содержащаяся в G, H ⊂ G, то она называется левой

подквазигруппой в G. Симметрично рассматривается

(ii) для любых a и b в G существует единственное y ∈ G, удовлетворяющее равенству

ya = b.
Тогда множество G с умножением, удовлетворяющее условию (ii), называется правой

квазигруппой.

Отображения в (i) и (ii) обозначаются x = a \ b = Divl(a, b) и y = b/a = Divr(a, b)
соответственно.

Если G является левой и правой квазигруппой, то оно называется квазигруппой.

Множество G с умножением называется группоидом.

Если существует нейтральный (то есть единичный) элемент eG = e ∈ G: eg = ge = g
для любого g ∈ G, то группоид G называется унитальным.

Левая унитальная квазигруппа (или правая унитальная квазигруппа, или унитальная

квазигруппа) также называется левой лупой (или правой лупой, или лупой соответственно).

Если G является левой (или правой) квазигруппой с топологией T (G) = TG на ней

такой, что отображения mG и Divl (или Divr соответственно) являются непрерывными

по паре аргументов из (G, TG) × (G, TG) в (G, TG), то G называется топологической левой

(или правой соответственно) квазигруппой.

Если A и B являются подмножествами в G, то A−B обозначает их разность: A−B =
= {a ∈ A : a /∈ B}. Посредством clGB обозначается замыкание подмножества B в G,

а IntGH — внутренность H в G. Левая трансляция Lx : G→ G задается формулой Lxb = xb
для любых b ∈ G, x ∈ G. Симметрично задается правая трансляция Rx : G → G формулой

Rxb = bx для любых b ∈ G, x ∈ G. Иногда их также называют операторами (обобщенного)



488 О соотношениях топологической и алгебраической структур квазигрупп

сдвига. Обозначим через Q(U) минимальную подквазигруппу, содержащую U , если G —

квазигруппа; а также через lQ(U) минимальную левую подквазигруппу, содержащую U ,

если G — левая квазигруппа, где U ⊂ G.

Теорема 1.1. Пусть G — топологическая T1 левая квазигруппа, A и B — подмножества

в G. Тогда (clGA)(clGB) ⊆ clG(AB); (clGA) \ (clGB) ⊆ clG(A \ B); x clGB = clG(xB);
x \ clGB = clG(x \B).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ clGA, y ∈ clGB. В силу теоремы 2.5 в [23] для любой

открытой окрестности Uxy ∈ Bxy или Ux\y ∈ Bx\y существуют Ux ∈ Bx и Uy ∈ By такие, что

UxUy ⊆ Uxy или Ux\Uy ⊆ Ux\y соответственно, где Ux обозначает окрестность точки x из G,

принадлежащую базе Bx в x топологической левой квазигруппы G. Возьмем a ∈ Ux, b ∈ Uy,
следовательно, ab ∈ (AB) ∩ Uxy или a \ b ∈ (A \B) ∩ Ux\y соответственно. Таким образом,

xy ∈ clG(AB) или x\y ∈ clG(A\B) соответственно. Тогда clG(AB) ⊆ clG((clGA)(clGB)) ⊆
⊆ clG(AB), clG(A \B) ⊆ clG((clGA) \ (clGB)) ⊆ clG(A \B), так как clG(clGC) = clG C для

любого C ⊆ G. Итак clG((clGA)(clGB)) = clG(AB) и clG((clGA) \ (clGB)) = clG(A \ B).
Отсюда вытекает, что для любого x ∈ G выполняется x clGB = clG(xB) и x \ clGB =
= clG(x \B), так как clG((clG{x})(clGB)) = clG(xB) и clG((clG{x}) \ (clGB)) = clG(x \B),
clG(xB) ⊆ clG((clG{x})(clGB)) ⊆ clG(xB) и clG(x\B) ⊆ clG((clG{x})\(clGB)) ⊆ clG(x\B),
а одноточечное подмножество {x} замкнуто в топологическом T1 пространстве. �

Теорема 1.2. Пусть G — топологическая T1 квазигруппа, а H — подквазигруппа в G. Если H
открыта в G, то H также замкнута в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если G 6= H , то рассмотрим G −H . Тогда G−H замкнуто в G.

Пусть x ∈ G − H . Предположим, что существует u ∈ (Hx) ∩ H . Тогда существует h ∈ H
такое, что u = hx, следовательно, x = h \ u ∈ H , так как h ∈ H и u ∈ H . Таким образом,

(Hx) ∩ H = ∅ для любого x ∈ G −H , следовательно, H(G − H) ⊆ G − H . Пусть h ∈ H ,

x ∈ G−H и h \ x = y, тогда y ∈ G−H , так как x = hy иначе принадлежал бы H . Поэтому

h\ (G−H) ⊆ G−H для любого h ∈ H , следовательно, G−H ⊆ h(G−H). Таким образом,

G−H = H(G−H), то есть G−H =
⋃

{Hx : x ∈ G−H}. Отображение Rx : G→ G является

гомеоморфизмом G на G, где Rxb = bx для любых b и x, принадлежащих G. Отсюда

вытекает, что Hx открыто в G для любого x, следовательно,
⋃

{Hx : x ∈ G−H} = G−H
открыто в G. Таким образом, H замкнута в G. �

Теорема 1.3. Пусть выполняется одно из следующих условий:

(i) H — подквазигруппа топологической T1 квазигруппы G;

(ii) H — левая подквазигруппа топологической T1 левой квазигруппы G, причем (ab)H =
= a(bH) для любых a и b, принадлежащих G.

Тогда внутренность H непуста в том и только том случае, когда H открыта в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Разбираются оба случая, чтобы избежать повторений. На соот-

ветствующих этапах даются отличительные особенности доказательств в этих случаях.

Если H открыта в G, то IntGH = H , где IntGH — внутренность H в G.

Пусть теперь U = IntGH 6= ∅. Тогда возьмем минимальную подквазигруппу S = Q(U)
содержащую U , если G — квазигруппа, либо минимальную левую подквазигруппу P =
= lQ(U) содержащую U , если G — левая квазигруппа. При этом S =

⋃∞
n=1 Sn, где S1 = U ,

Sn+1 := (Sn \ Sn) ∪ (SnSn) ∪ (Sn/Sn) ∪ Sn для любого n ∈ N := {1, 2, 3, . . .}; либо

P =
⋃∞
n=1 Pn, где P1 = U , Pn+1 := (Pn \ Pn) ∪ (PnPn) ∪ Pn для любого n ∈ N, где

A\B :=
⋃

{a\ b : a ∈ A, b ∈ B}, AB :=
⋃

{ab : a ∈ A, b ∈ B}, A/B :=
⋃

{a/b : a ∈ A, b ∈ B}
для A ⊆ G, B ⊆ G. Для топологической левой квазигруппы отображения Lx : G → G
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и L−1
x : G → G — гомеоморфизмы из G на G для любого x ∈ G в силу теоремы 2.5 в [23],

где Lxb = xb, L−1
x b = x \ b для любого b ∈ G. Симметрично для топологической пра-

вой квазигруппы отображения Rx : G → G и R−1
x : G → G — гомеоморфизмы из G на G

для любого x ∈ G, где Rxb = bx, R−1
x b = b/x для любого x ∈ G. Отсюда вытекает, что

AB =
⋃

a∈A LaB, A \ B =
⋃

a∈A L
−1
a B открыты в топологической левой квазигруппе G,

если B открыто в G. Симметрично BA =
⋃

a∈ARaB, B/A =
⋃

a∈AR
−1
a B открыты в топо-

логической правой квазигруппе G, если B открыто в G. Таким образом, индукцией по n
получается, что Sn или Pn открыты для любого n ∈ N в соответствующих случаях G.

Следовательно, S или P открыто в G, причем S ⊆ H , P ⊆ H по построению. Отсюда

вытекает, что IntGH = S или IntGH = P является открытой подквазигруппой или левой

подквазигруппой соответственно в G. Очевидно, что S или P открыто в G. Из теоремы 2.9

в [23] имеем, что P замкнута в H и в G, если G — топологическая левая квазигруппа, так

как b(b \ P ) = P , L−1
b — гомеоморфизм из H на H для любого b ∈ H , или из G на G для

любого b ∈ G. В случае топологической квазигруппы G подквазигруппа S замкнута в H
и в G по теореме 1.2 выше. Таким образом, U — открытая и замкнутая подквазигруппа или

левая подквазигруппа в H и в G. Из теоремы 2.5 в [23] вытекает, что U = H . �

Следствие 1.1. Пусть выполняется одно из следующих условий:

(i) G — топологическая квазигруппа, V — открытое подмножество в G;

(ii) G — топологическая левая квазигруппа, V — открытое подмножество в G, причем

(ab)V = a(bV ) для любых a и b из G.

Тогда Q(V ) — открыто-замкнутая подквазигруппа; соответственно lQ(V ) — откры-

то-замкнутая левая подквазигруппа в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение этого следствия вытекает из доказательства теоре-

мы 1.3 выше. �

Теорема 1.4. Пусть G — недискретная локально счетно компактная T1 левая лупа, U —

непустое открытое подмножество в G. Тогда card(U) > c, где c = card(R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку G локально счетно компактна, то существует непустое

открытое подмножество V в U такое, что clG V счетно компактно. Отображение Lx : G→ G
является гомеоморфизмом G на G для любого x ∈ G, так как G — топологическая левая

лупа, где Lxg = xg для всяких x и g в G. Из теоремы 2.3 в [23] следует, что левая лупа G яв-

ляется T3-пространством, так как H = {e} удовлетворяет условиям (ii) замечания 2.1 в [23].

Поэтому регулярность и недискретность G влечет, что card(V ) > ℵ0. В силу теоремы 2.5

в [23] и предложения 1.5.5 в [22] существуют непустые открытые подмножества V0 и V1 в G
такие, что clG V0 ∪ clG V1 ⊆ V , clG V0 ∩ clG V1 = ∅. Далее по индукции строятся открытые

подмножества Vj(m) в V , где j(m) ∈ {0, 1}m, m ∈ N. Пусть Vj(m) построено. Тогда суще-

ствуют открытые подмножества Vj(m),0 и Vj(m),1 такие, что clG Vj(m),0 ∪ clG Vj(m),1 ⊆ Vj(m),

clG Vj(m),0 ∩ clG Vj(m),1 = ∅. Зададим Bm :=
⋃

{clG Vj(m) : j(m) ∈ {0, 1}m}, m ∈ N, следо-

вательно, Bm замкнуто в G как конечное объединение замкнутых подмножеств. Возьмем

C :=
⋂∞
m=1Bm. Если j = (j1, j2, . . . , jm, . . .) ∈ {0, 1}N, то

⋂∞
m=1 clG Vj(m) =: Ej непусто и со-

держится в C, так как clG V счетно компактно, где j(m) = (j1, . . . , jm). При этом Ej∩Ei = ∅
для всяких j 6= i из {0, 1}N. Поэтому card(C) > c, следовательно, card(U) > c. �

§ 2. Взаимосвязь топологических и алгебраических структур квазигрупп

Во избежание недоразумений сначала напоминается терминология и даются обозначе-

ния.
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Определение 2.1. Мера µ : F → R̄ или µ : F → C на алгебре F = F(X) подмножеств

в множестве X с левым (или правым) действием на нём левой (или правой) квазигруппы G
называется лево- (или право-)инвариантной относительно левой (правой) квазигруппы G,

если µ(gV ) = µ(V ) (или µ(V g) = µ(V ) соответственно) для любых V ∈ F и g ∈ G, где

R̄ = R∪{−∞,+∞}. Далее B(X) обозначает σ-алгебру всех борелевских подмножеств в то-

пологическом пространстве X . Пусть F = B(X), тогда Fµ = Fµ(X) обозначает σ-алгебру,

полученную с помощью пополнения B(X) относительно |µ|, где |µ| обозначает вариацию

меры µ.

В статье рассматриваются σ-аддитивные меры на σ-алгебрах, если не оговорено иное.

Мера λ на σ-алгебре Fλ = Fλ(X) подмножеств топологического пространства X назы-

вается лево- (или право-)квазиинвариантной относительно G, если мера λLq (или λRq соот-

ветственно) эквивалентна мере λ для любого q ∈ G, где λ(qA) =: λLq(A) и λ(Aq) =: λRq(A)
для всяких q ∈ G и A ∈ Fλ.

Под Fλ автоморфизмом θ топологической квазигруппы G подразумевается биективное

(то есть инъективное и сюръективное) отображение θ : G → G такое, что θ : Fλ → Fλ

и θ−1 : Fλ → Fλ, и θ(ab) = θ(a)θ(b), θ(a/b) = θ(a)/θ(b), θ(a \ b) = θ(a) \ θ(b) для всех a и b
из G, где Fλ = Fλ(G). Аналогично для левой (правой) лупы или квазигруппы.

Если ψ : X → X — это отображение такое, что ψ−1(B) ∈ Fλ для любого B ∈ Fλ,

то ψ(λ) обозначает меру, удовлетворяющую равенству ψ(λ)(B) = λ(ψ−1(B)) =: λψ
−1

(B)
для любого B ∈ Fλ, где Fλ = Fλ(X).

Предложение 2.1. Пусть G — локально компактная недискретная T1-лупа, а µ — право-

инвариантная нетривиальная неотрицательная мера на Fµ. Пусть G содержит нормаль-

ную подлупу H мощности ℵ0. Тогда G содержит неизмеримое подмножество F относи-

тельно µ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 1.1 в [23] существует левое трансверсальное мно-

жество V = VG,H для H в G. Возьмем открытую окрестность U для e в G.

Тогда существует открытая окрестность W для e в G такая, что W (W \W ) ⊂ U согласно

теореме 2.5 в [23]. Зададим S = V ∩ W . Поскольку G является недискретной T1-лупой,

то G плотна в себе и card(W ) > c по теореме 1.4, следовательно, card(S) > c. При этом

S(H ∩ (W \ W )) =
⋃

h∈H∩(W\W ) Sh и card(H ∩ (W \W )) = ℵ0. Поскольку V = VG,H —

левое трансверсальное множество, то (V h1) ∩ (V h2) = ∅ для любого h1 6= h2 в H , так как

H — нормальная подлупа в G, а v1q1 = v2q2 при некоторых q1 и q2 в H влечет v1 ∈ v2H ,

но s1H ∩ s2H = ∅ для любых s1 6= s2 из V . Если бы S было µ-измеримым, то либо

µ(S(H ∩ (W \W ))) = 0, либо µ(S(H ∩ (W \W ))) = ∞, так как µ право-инвариантна. При

этомW ⊂ S(H∩(W \W )) ⊂W (W \W ) ⊂ U . С другой стороны, µ(W ) > 0 и µ(U) <∞, что

приводит к противоречию. Таким образом, S не есть µ-измеримое подмножество в G. �

Предложение 2.2. Пусть G — компактная левая T1-квазигруппа, µ — лево-инвариантная

неотрицательная мера на G с µ(G) = 1, H — левая подквазигруппа в G такая, что су-

ществует левое трансверсальное множество VG,H для H в G и card(VG,H) = ℵ0. Тогда H
не является µ-измеримой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеется дизъюнктное разложение G =
⋃

v∈VG,H
vH , v1H ∩ v2H =

= ∅ для любых v1 6= v2 из VG,H . Если бы H ∈ Fµ, то µ(G) =
∑

v∈VG,H
µ(vH) =

=
∑

v∈VG,H
µ(H). Тогда либо µ(H) = 0 и µ(G) = 0, либо µ(H) > 0 и µ(G) = +∞. По-

лучается противоречие. Поэтому H не является µ-измеримой. �
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Предложение 2.3. Предположим, что G — недискретная локально компактная левая

T1-квазигруппа, не являющаяся σ-компактной, а также G содержит открытое подмно-

жество U с компактным замыкание такое, что (ab)U = a(bU) для любых a и b из G;

µ — неотрицательная нетривиальная лево-инвариантная мера на B(G). Тогда G содер-

жит локально µ-нулевое подмножество, которое не есть µ-нулевое.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу следствия 1.1, G содержит открыто-замкнутую левую под-

квазигруппу H такую, что (ab)H = a(bH) для любых a и b из G. Поэтому существует

левое трансверсальное подмножество VG,H для H в G по лемме 1.1 в [23]. При этом любое

компактное подмножество в VG,H конечно, следовательно, VG,H есть локально µ-нулевое

подмножество в G, так как G — недискретная локально компактная левая T1-квазигруппа.

Возьмем произвольное открытое подмножество W в G такое, что VG,H ⊂ W . Из левой

инвариантности меры µ и VG,HH = G вытекает, что µ((gH) ∩W ) > 0 для любого g ∈ G,

следовательно, µ(W ) = ∞ и µ(VG,H) = ∞. �

Определение 2.2. Пусть (Q,F)— измеримое пространство, гдеQ— множество, F = F(Q)—

σ-алгебра подмножеств в Q. Если (Q,F) изоморфно измеримому пространству (H,B(H)),
где H — борелевское подмножество некоторого полного сепарабельного метрического про-

странства X , B(H) — σ-алгебра борелевских подмножеств в H , то (Q,F) называется стан-

дартным.

Левая квазигруппа G с σ-алгеброй F подмножеств в G называется F -измеримой (или

кратко измеримой), если отображения G2 ∋ (a, b) 7→ ab ∈ G и G2 ∋ (a, b) 7→ a \ b ∈ G
F -измеримы.

Лемма 2.1. Пусть G — топологическая метризуемая сепарабельная локально компактная

левая квазигруппа. Предположим, что H — замкнутая подквазигруппа в G такая, что

(ab)H = a(bH) для любых a и b из G. Тогда существует B ∈ B(G) такое, что:

(а) B пересекает каждый левый класс смежности лишь в одной точке;

(б) clG[π
−1(π(D)) ∩ B] компактно для всякого компактного подмножества D в G, где

π : G→ G/cH обозначает факторное отображение, G/cH — факторпространство левых

классов смежности для H в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольное каноническое замкнутое компактное под-

множество U в G. Если G связна, то lQ(U) = G по следствию 1.1, так как clG IntG U = U .

Поэтому для любого компактного подмножества J в G существует n ∈ N такое, что J ⊆ Pn,
где Pn заданы в доказательстве теоремы 1.3. Из компактности U вытекает, что Pn компактно

для любого n ∈ N, следовательно, G σ-компактна.

Если же G несвязна, то lQ(U) — собственная открыто-замкнутая левая подквазигруп-

па в G. Если b ∈ lQ(U), то Cb ⊆ lQ(U), где Cb — связная компонента элемента b в G.

При этом xCb = Cxb для любого x ∈ G, так как Lx : G → G — гомеоморфизм. С другой

стороны, (Cb ∩ Cy 6= ∅) ↔ (Cb = Cy) для любых b и y в G. Поэтому lQ(U) представляет-

ся в виде дизъюнктного объединения lQ(U) =
⋃

{Cb : b ∈ Λ}, Λ ⊆ lQ(U), (Cb ∩ Cy = ∅)
для любых b 6= y из Λ. Аналогично для всей G. Отсюда вытекает, что существует фактор-

пространство G/c(lQ(U)) левых классов смежности для lQ(U) в G. Из сепарабельности

и метризуемости G следует, что счетно факторпространство G/c(lQ(U)). Таким образом,

в G существует счетное семейство H1 ⊂ H2 ⊂ . . . компактных подмножеств такое, что для

любого компактного подмножества W из G существует j ∈ N с W ⊆ Hj .

В силу леммы 1.1 в [23] существует T1-факторпространство G/cH и π : G → G/cH —

факторное отображение. По теореме 4.1 в [24] или 6.9.14 в [25] для любого m ∈ N суще-

ствует Bm ∈ B(G) такое, что Bm ⊂ Hm, π(Bm) = π(Hm), π|Bm
: Bm → π(Hm) — биективно.
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Зададим D1 = B1, Dm+1 = Dm∪(Bm−π
−1(π(Dm))), тогдаDm ⊂ Dm+1 и π : Dm → π(Hm) —

биекция для любого m ∈ N. При этом π : Dm → π(Dm) непрерывно. В силу теорем 3.1.1

и 4.3.10 в [22], G — полное метрическое пространство. По индукции доказывается, что

Dn — борелевское подмножество для любого n ∈ N. При n = 1 это вытекает из того, что

D1 = B1. Пусть Dm — борелевское подмножество. Тогда из леммы 1 в главе 2 в [24] или

теоремы 6.8.6 в [25] вытекает, что π(Dm) — борелевское подмножество для любого m ∈ N,

следовательно, Dm+1 — борелевское подмножество. Поэтому
⋃∞
n=1Dn =: B ∈ B(G). Из по-

строений выше следует, что B удовлетворяет (а) и (б). �

Теорема 2.1. Пусть (G,F) — измеримая левая квазигруппа, причем (G,F) — стандартное

измеримое пространство. Предположим, что отображение f : G2 → G таково, что для

любого b ∈ G, f(·, b) : F → F и f(b, ·) : F → F — автоморфизмы σ-алгебры F , а η —

отношение эквивалентности на G такое, что (b1ηb2) ↔ (∃b ∈ G, f(b1, b) = b2). Измери-

мое факторпространство (G,F)/η стандартно тогда и только тогда, когда существует

подмножество B ∈ F в G такое, что пересечение B с каждым классом эквивалентности

состоит из одной точки.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть J ∈ F — подмножество в B, где B ∈ F — подмножество

в G. Рассмотрим факторное отображение π : (G,F) → (G,F)/η. По построению π измери-

мо. Тогда π−1(π(J)) = f(J,G) и f(J,G) ∩ f((B − J), G) = ∅. В силу теорем 2 и 3 в томе 1,

главе 2, параграфа 31 в [26], f(J,G) и f((B − J,G) — счетно-порожденные подмножества

в G, принадлежащие F , так как (G,F) — стандартное измеримое пространство. �

Теорема 2.2. Пусть G̃ — локально компактная сепарабельная метризуемая квазигруппа,

а G и H — ее подквазигруппы такие, что H ⊂ G, (ab)H = a(bH) для любых a и b
из G, G ∈ B(G̃). Предположим, что на борелевской σ-алгебре B(G̃) задана нетриви-

альная неотрицательная лево-квазиинвариантная мера µ относительно G и µ(G) > 0,
а на факторпространстве G/cH левых классов смежности для H в G задана фактор-

алгебра Fµ(G)/cH . Если H замкнута в G, то B(G)/cH стандартна. Если J ⊂ G/cH ,

(G/cH) − J счетно отделимо и µ(π−1(J)) = 0, где π : G → G/cH — факторное отобра-

жение, то H замкнута в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 1.1 в [23] существует левое трансверсальное множе-

ство VG,H для H в G. Это индуцирует факторное отображение π : G → G/cH из G
на пространство {gH : g ∈ G} левых классов смежности. При этом π(VG,H) = G/cH
и π : VG,H → G/cH биективно, так как

⋃

v∈VG,H
vH = G, а v1H ∩ v2H = ∅ для всяких

различных v1 6= v2 из VG,H .

Для Ḡ = clG̃G и H̄ = clG̃H имеется включение H̄ ⊂ Ḡ, и выполняется равенство

(ab)H̄ = a(bH̄) для любых a и b из Ḡ, так как Ḡ и H̄ — топологические квазигруппы,

G плотна в Ḡ. Поэтому, согласно лемме 1.1 в [23] и лемме 2.1 выше, существует B ∈ B(Ḡ)
такое, что π̄ : B → Ḡ/cH̄ биективно, π̄(B) = Ḡ/cH̄ , где π̄ : Ḡ → Ḡ/cH̄ — факторное отоб-

ражение. При этом существуют факторалгебры B(Ḡ)/cH̄ и B(G)/c(clGH) по теореме 2.5

в [23]. В силу теоремы 2.6 в [24] или 6.9.3, 6.9.7 в [25], B(Ḡ)/cH̄ и B(G)/c(clGH) стандарт-

ны, так как B(G̃) стандартна, а G ∈ B(G̃).
Поскольку мера µ нетривиальна и неотрицательна, а G̃ — сепарабельная метризу-

емая локально компактная квазигруппа, то µ σ-конечна и эквивалентна некоторой ве-

роятностной мере P на Fµ(G̃). В силу теоремы 6.5.7 в [25], B(G)/c(clGH) — счет-

но отделимая σ-алгебра, так как G ∈ B(G̃). Из теоремы 10.6.6 в [25] (см. также тео-

рему 10.4.8, следствие 10.4.10 и предложение 10.4.18) вытекает, что существуют меры

ν(µ) : Fµ(G)/c(clGH) → [0,+∞] и λ(µ,b) : Fµ(G) → [0,+∞] с носителем supp (λ(µ,b)) ⊆
⊆ π̌−1(b) для любого b ∈ S := G/c(clGH), где π̌ : G → S — факторное отображение, такие,

что µ(U) =
∫

S
λ(µ,b)(U)dν(µ)(b) для любого U ∈ Fµ(G).
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Пусть ξ : Fµ(G) → [0,+∞] — нетривиальная мера лево-квазиинвариантная относи-

тельно G. Зададим X = S × G, πX : G2 → X , L̃ : G2 → G2, πX(x, y) = (π̌(x), y),
L̃(x, y) = (Lyx, y) для всяких x и y из G. Тогда λ(µ×ξ,(b,y)) = λ(µ,b) × λ(ξ,y), λ(ξ,y)({y}) = 1,
λ(ξ,y)(G − {y}) = 0 для любых b ∈ S, y ∈ G; dν(µ×ξ)(b, y) = (dν(µ)(b))(dν(ξ)(y)), ν(ξ) = ξ.

Поэтому λL̃(µ×ξ,(b,y)) = λ
Ly

(µ,b) × λ(ξ,y). С другой стороны, мера (µ × ξ)L̃ эквивалентна µ × ξ,

так как µ и ξ — лево-квазиинвариантные меры относительно G, L̃−1(x, y) = (y \ x, y) —

гомеоморфизм из G2 на G2, где x и y принадлежат G.

Тогда для любых функций f ∈ L1(X, ν(µ×ξ),R) и ограниченной µ × ξ-измеримой

h : G2 → R выполняется уравнение
∫

G

f(π̌(x), y)

(
∫

G

h(x, y) dλ(µ×ξ,(π̌(x),y))(x, y)

)

dν(µ×ξ)(π̌(x), y) =

=

∫

G2

f(πX(x, y))h(x, y)(dµ(x))(dξ(y))

в силу теоремы Фубини (3.4.4 в [25]). Поэтому по теореме Радона–Никодима (3.2.2 в [25])
∫

G2

f(πX(x, y))h(x, y)
dµLy(x)

dµ(x)
(dµ(x))(dξ(y)) =

=

∫

G

f(π̌(x), y)

(
∫

G

h(x, y)
dλ

Ly

(µ,π̌(x))(x)

dλ(µ,π̌(x))(x)
(dλ(µ,π̌(x))(x))(dλ(ξ,y)(y))

)

(dν(µ)(π̌(x))(dξ(y)) =

=

∫

G

f(π̌(x), y)

(
∫

G

h(x, y)dλL̃(µ×ξ,(π̌(x),y))(x, y)

)

dν(µ×ξ)(π̌(x), y),

где
dµLy(x)

dµ(x)
обозначает производную Радона–Никодима. Итак, λ(µ,b) лево-квазиинвариантна

относительно clGH для ν(µ)-почти всех b ∈ S, так как Ly clGH = y(clGH), (xy) clGH =
= x(y(clGH)) для всех x и y из G, (clGH)(clGH) = clGH .

Из доказанного выше и условий теоремы вытекает, что

Λ0 := {x ∈ G : λ(µ,π̌(x))((Lx clGH) ∩ π̌−1(J)) = 0&

& λ(µ,π̌(x)) лево-квазиинвариантна относительно clGH}

— непустое множество. Поскольку Ly : G → G — гомеоморфизм для любого y ∈ G,

то (xπ̌−1(J)) ∩ clGH ∈ B(clGH) ⊂ B(G) для всякого x ∈ Λ0. По условиям теоремы

(G/cH) − J счетно отделимо, следовательно, для фиксированного x ∈ Λ0 существует

J̌ ⊂ (clGH)/cH такое, что π−1(J̌) = (xπ−1(J)) ∩ clGH и J̌ ∈ Fµ(G)/cH , так как J ⊂ G/cH
и µ(π−1(J)) = 0. Поэтому ((clGH)/cH)− J̌ счетно отделимо.

Возьмем характеристическую функцию χW для W = π−1(U) с U ∈ Fµ(G)/cH , где

χW (y) = 1 при y ∈ W , χW (y) = 0 при y /∈ W . Существует подмножество SW ⊂ VG,H такое,

что SWH = W , так как VG,H — левое трансверсальное множество для H в G. При этом

(SWH)H = SWH , так как (ab)H = a(bH) для всех a и b из G. Поэтому χW (xy) = χW (x)
для любого y ∈ H . Для любой ν(µ) × λ(µ,b)-измеримой функции f : (G/c(clGH))× G → R

с
∫

G/c(clGH)

(

∫

G
|f(b, x)|(dλ(µ,b)(x))

)

(dν(µ)(b)) <∞ тогда выполняется уравнение

∫

G/c(clGH)

(
∫

G

f(b, x)χW (xy)(dλ(µ,b)(x))

)

(dν(µ)(b)) =

=

∫

G/c(clGH)

(
∫

G

f(b, x)χW (x)(dλ(µ,b)(x))

)

(dν(µ)(b))
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для любых y ∈ H . Поскольку H плотно в clGH , то предел по y ∈ H дает, что послед-

нее уравнение выполняется для всех y ∈ clGH , так как G — топологическая квазигруппа.

Итак, χW (xy) = χW (x) для µ-почти всех x ∈ G для любого y ∈ clGH , так как это вы-

полняется для λ(µ,b)-почти всех x ∈ π̌−1(b) и ν(µ)-почти всех b ∈ G/c(clGH). Поэтому

λ(µ,b)(W )λ(µ,b)((clGH)−W ) = 0 для ν(µ)-почти всех b ∈ G/c(clGH).
Пусть {Aj : j ∈ N} — счетное отделяющее семейство для ((clGH)/cH)) − J̌ , которое

существует по доказанному выше. Если xH не содержится в π−1(J̌), то xH =
⋂

xH⊆Bj
Bj

и µ(xH) = limn→∞ µ(
⋂

{Bj : xH ⊆ Bj, j 6 n}), где Bj = π−1(Aj). ЕслиH 6= clGH , то суще-

ствует x ∈ clGH такое, что λ(µ,b)(xH) = 0 для ν(µ)-почти всех b ∈ G/c(clGH) согласно дока-

занному выше, так как µ(π−1(J)) = 0. Поэтому ν(µ)({b ∈ G/c(clGH) : λ(µ,b)(π
−1(b)) 6= 0} =

= 0 в силу левой квазиинвариантности меры µ. Но тогда

µ(G) =

∫

G/c(clGH)

(
∫

π−1(b)

(dλ(µ,b)(x))

)

dν(µ)(b)) = 0,

что противоречит условию теоремы. Итак, clGH = H . �

Замечание 2.1. Теорему 2.2 можно обобщить вместо борелевской σ-алгебры B(G̃) на Fµ(G̃),
но тогда с точностью до множеств меры нуль, если воспользоваться теоремами 9.1.1, 9.1.7,

9.2.2 из [25].

§ 3. Заключение

Результаты данной статьи можно использовать для дальнейшего изучения структуры

топологических квазигрупп и луп, однородных пространств и некоммутативных многооб-

разий связанных с квазигруппами и лупами [14, 15]. Кроме приложений лево- или право-

инвариантных или квазиинвариантных мер на квазигруппах и лупах, отмеченных во вве-

дении, интересно отметить возможные приложения к математическому анализу информа-

ционных процессов, протекающих в сетях с нерегулярной структурой [16, 18, 27, 28], так

как они часто основаны на тополого-алгебраических бинарных системах и мерах. Другие

очень важные приложения заключаются в теории представлений квазигрупп и луп, гармо-

ническом анализе на квазигруппах и лупах [1–3, 5–11], математической физике и т. д.
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In this paper we study specific features of the relations between topological and algebraic structures of
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