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τ→t−0

x(τ) ïðè âñåõ t ∈ (a, b] è x(t + 0) =̇ lim
τ→t+0

x(τ) ïðè âñåõ t ∈ [a, b).Ïðîñòðàíñòâî G, íàäåëåííîå åñòåñòâåííîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ �óíêöèé, ÿâëÿåòñÿ àëãåá-ðîé íàä ïîëåì C, è â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü G êàê ïðîñòðàíñòâîì, òàê è àëãåá-ðîé. ×åðåç G
L
îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî (ïîäàëãåáðó) â G, ñîñòîÿùåå èç òåõ �óíêöèé, ÷òî

x(t − 0) = x(t) ïðè t ∈ (a, b] è x(a + 0) = x(a). Ñèììåòðè÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî (ïîäàëãåáðà)
G

R
ñîñòîèò èç òåõ �óíêöèé, ÷òî x(t + 0) = x(t) ïðè t ∈ [a, b) è x(b − 0) = x(b). Ôóíêöèè èç

G
L
áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíûìè ñëåâà, à �óíêöèè èç G

R
� íåïðåðûâíûìè ñïðàâà ïðåðû-âèñòûìè �óíêöèÿìè. ×åðåç G0 îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî (àëãåáðó) òàêèõ �óíêöèé x : K → C,÷òî ïðè ëþáîì ε > 0 ìíîæåñòâî {t ∈ K : |x(t)| > ε} ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.Íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèè x âåùåñòâåííîçíà÷íû, òîåñòü x : K → R, � ÷èòàòåëü ìîæåò òàê è ïîñòóïàòü, îäíàêî ìû áóäåì âåñòè èçëîæåíèå äëÿêîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé, îòñòóïàÿ îò ýòîãî ïðèíöèïà ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ.Îòìåòèì åùå, ÷òî â [5℄ äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ïðåðûâèñòûõ �óíêöèé, äåéñòâóþùèõ èç K â ïðî-èçâîëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.Ôóíêöèÿ x : K → C íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ðàçáèåíèå

a = τ0 < τ1 < . . . < τn = b, ÷òî íà êàæäîì èíòåðâàëå (τk−1, τk), k = 1, . . . , n, �óíêöèÿ
x òîæäåñòâåííî ðàâíà êîíñòàíòå ck ∈ C. Î÷åâèäíî, âñÿêàÿ ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿïðåðûâèñòîé. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî



8 Â.È. �îäèîíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 4Óòâåðæäåíèå 1 (ñì. [5, . 16℄ ). Äëÿ �óíêöèè x : [a, b] → C ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿýêâèâàëåíòíû:1) x ∈ G[a, b] ;2) x åñòü ðàâíîìåðíûé (íà [a, b] ) ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòóïåí÷àòûõ �óíêöèé;3) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ðàçáèåíèå a = τ0 < τ1 < . . . < τn = b,÷òî ïðè âñåõ k = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâî sup
τ,s∈ (τk−1,τk)

|x(s) − x(τ)| < ε.Òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî êîëåáàíèå �óíêöèè x íà êàæäîì èíòåðâàëå
(τk−1, τk) íå ïðåâûøàåò ε.Ñëåäñòâèå 1. �àâíîìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåðûâèñòûõ �óíêöèé åñòü �óíê-öèÿ ïðåðûâèñòàÿ.Òåîðåìà 1 (ñì. [5, . 16℄ ). Åñëè x ∈ G[a, b], òî x îãðàíè÷åíà è èçìåðèìà, à ñàìî ïðî-ñòðàíñòâî G[a, b] áàíàõîâî ïî íîðìå ‖x‖ =̇ sup

t∈ [a,b]
|x(t)| (áîëåå òîãî, G[a, b] ÿâëÿåòñÿ áàíàõî-âîé àëãåáðîé) è ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ïðîñòðàíñòâà ñòóïåí÷àòûõ �óíêöèé ïî sup-íîðìå.Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê x ∈ G(K), òî â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñóùåñòâóåòñêîëü óãîäíî áëèçêàÿ ê x ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ y : K → C, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, îãðàíè÷åíà,ïîýòîìó è x îãðàíè÷åíà. Ïîñêîëüêó âñÿêàÿ ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ èçìåðèìà, òî è x èçìåðè-ìà (êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ �óíêöèé). Íàêîíåö, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xn}, xn ∈ G(K), �óíäàìåíòàëüíà ïî sup-íîðìå, òî îíà ðàâíîìåðíî (íà K ) ñõîäèòñÿ â ñå-áå è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé �óíêöèè x : K → C, ïðè÷åì â ñèëóñëåäñòâèÿ 1 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå x ∈ G(K).Ëåììà 1 (ñì. [5, . 17℄ ). Åñëè x ∈ G[a, b] è ε > 0, òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ
{

t ∈ (a, b] : |x(t − 0) − x(t)| > ε
} è {

t ∈ [a, b) : |x(t + 0) − x(t)| > ε
}ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.Òåîðåìà 2 (ñì. [5, . 17℄ ). Ìíîæåñòâî T (x), ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê ðàçðûâà ïðåðûâè-ñòîé �óíêöèè x ∈ G, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.Â ñèëó ëåììû 1 òî÷êè ìíîæåñòâà T (x) (ýòî îáîçíà÷åíèå ïðèìåíÿåì íà ïðîòÿæåíèè âñåéðàáîòû) ëåãêî ïîääàþòñÿ ïåðå÷èñëåíèþ (ïîñëåäîâàòåëüíî áåðåì çíà÷åíèÿ ε = 1, 1

2 , 1
3 , . . . ).Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè �óíêöèÿ x : [a, b] → C êóñî÷íî íåïðåðûâíà, òî x ∈ G.Ìû íàçûâàåì �óíêöèþ x êóñî÷íî íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå (è ïèøåì x ∈ KC[a, b] ), åñëèîíà èìååò íà íåì òîëüêî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà è ïðèòîì âñå îíè ïåðâîãî ðîäà.Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè �óíêöèÿ x : [a, b] → C èìååò îãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå, òî åñòü

x ∈ BV[a, b], òî x ∈ G[a, b].Â ñîîòâåòñòâèè ñ [6, . 206℄ ó �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà íåáîëåå ÷åì ñ÷åòíî, ïðè÷åì âñå ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà. Ñëåäîâàòåëüíî, BV[a, b] ⊂ G[a, b].Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè x ∈ G[a, b], òî x èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó è, ñëåäîâàòåëüíî, èí-òåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó.



Îá îäíîì ñåìåéñòâå ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà ïðåðûâèñòûõ �óíêöèé 9ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 4Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó âñÿêàÿ �óíêöèÿ x ∈ G[a, b] îãðàíè÷åíà è èìååò íå áîëåå ÷åìñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà, òî x èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó.Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî äèàãðàììà
AC → CBV → C → KC

ց ց
BV → G → R → L ,

(1.1)ãäå C,AC,CBV,R è L � ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ �óíê-öèé, íåïðåðûâíûõ �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, èíòåãðèðóåìûõ ïî �èìàíó è èíòåãðèðóå-ìûõ ïî Ëåáåãó �óíêöèé ñîîòâåòñòâåííî. Ñòðåëêè îçíà÷àþò îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ.Âñå âêëþ÷åíèÿ â äèàãðàììå (1.1) ñòðîãèå. Ïðèâåäåì ïîäòâåðæäàþùèå ïðèìåðû.Ïðèìåð 1. Ïóñòü �óíêöèÿ x : [0, 1] → R òàêîâà, ÷òî x(0) = 0, x(t) = t{1
t } ïðè t 6= 0(âûðàæåíèå {σ} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü σ ∈ R ). Åñëè t ∈ ( 1

k+1 , 1
k ] , k = 1, 2, . . . , òî èìååì

x(t) = 1 − kt, ñëåäîâàòåëüíî, x íåïðåðûâíà ñëåâà, ðàçðûâíà ñïðàâà â òî÷êàõ τk = 1
k+1 , òîåñòü T (x) = {1

2 , 1
3 , . . .}, è èìååò íåîãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå (ñêà÷êè �óíêöèè îáðàçóþò ãàðìî-íè÷åñêèé ðÿä). Òàêèì îáðàçîì, x ∈ G[0, 1], îäíàêî x 6∈ BV[0, 1]. Êðîìå òîãî, x 6∈ KC[0, 1].Ïðèìåð 2. Ïóñòü �óíêöèÿ x : [0, 1] → R òàêîâà, ÷òî x(0) = 0, x(t) = (−1)[1/t] ïðè t 6= 0(âûðàæåíèå [σ] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà σ ∈ R ). Åñëè t ∈ ( 1

k+1 , 1
k ] , k = 1, 2, . . . , òî

x(t) = (−1)k, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ x ðàçðûâíà â íóëå è â òî÷êàõ τk = 1
k+1 . Òàêèì îáðàçîì,

x ∈ R[0, 1], îäíàêî x 6∈ G[0, 1] (òàê êàê íåò ïðåäåëà x(0 + 0) ).Ïðåðûâèñòûå �óíêöèè ìîæíî èíòåãðèðîâàòü íå òîëüêî â ñìûñëå �èìàíà, íî è â áîëååðàñøèðèòåëüíîì ñìûñëå: â ñìûñëå �èìàíà�Ñòèëòüåñà, Ïåððîíà�Ñòèëòüåñà [7℄, â êâàçèèíòå-ãðàëüíîì ñìûñëå [8, 9℄. Ïðèâåäåì �îðìóëèðîâêó äëÿ èíòåãðàëà �èìàíà�Ñòèëòüåñà [10℄.Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáûõ x ∈ G[a, b] è y ∈ CBV[a, b] èíòåãðàëû �èìàíà�Ñòèëòüåñà ∫ b

a
xdyè ∫ b

a
y dx ñóùåñòâóþò è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∣

∣

∣

∫ b

a
xdy

∣

∣

∣
6 ‖x‖ · Var

K
y è ∣

∣

∣

∫ b

a
xdy

∣

∣

∣
6 sup

t∈(a,b)
|x(t)| · Var

K
y.Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, xn ∈ G[a, b], ñõîäèòñÿ ïî sup-íîðìå ê (ïðå-ðûâèñòîé) �óíêöèè x ∈ G[a, b], à �óíêöèÿ y ∈ CBV[a, b], òî lim

n

∫ b

a
xndy =

∫ b

a
xdy.Ñëåäñòâèå 3. Åñëè x ∈ G[a, b], à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} è �óíêöèÿ y òàêîâû, ÷òî

yn, y ∈ CBV[a, b] è Var
K

(yn − y) →
n

0, òî lim
n

∫ b

a
xdyn =

∫ b

a
xdy.Ñëåäñòâèå 4. Åñëè x ∈ G[a, b], y ∈ CBV[a, b], z(t) =̇

∫ t

α
xdy, òî z ∈ CBV[a, b] (òî÷êà αèç [a, b] �èêñèðîâàíà). Â ÷àñòíîñòè, åñëè y ∈ AC[a, b], òî z ∈ AC[a, b].Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ a = τ0 < τ1 < . . . < τn = b èìååì

n
∑

k=1

∣

∣z(τk) − z(τk−1)
∣

∣ =
n

∑

k=1

∣

∣

∣

∫ τk

τk−1

xdy
∣

∣

∣
6 ‖x‖ · Var

K
y.



10 Â.È. �îäèîíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 4Åñëè t, t+∆t ∈ [a, b] (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∆t > 0 ), òî
∣

∣z(t + ∆t) − z(t)
∣

∣ =
∣

∣

∣

∫ t+∆t

t
xdy

∣

∣

∣
6 ‖x‖ · Var

[t,t+∆t]
y −→

∆t→0
0.Íàêîíåö, åñëè y ∈ AC[a, b], òî âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ v(t) = Var

s∈[a,t]
y(s)òàêæå àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [a, b] (àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ�óíêöèé y ìîæíî íàéòè â [11, . 344℄), ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0,÷òî êàêîâà áû íè áûëà ñèñòåìà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ (ak, bk), k = 1, . . . , n,òàêàÿ, ÷òî n

∑

k=1

(bk−ak) < δ, âûïîëíåíî n
∑

k=1

(

v(bk)−v(ak)
)

< ε. Äëÿ ýòîé æå ñèñòåìû èíòåðâàëîâ
n

∑

k=1

∣

∣z(bk) − z(ak)
∣

∣ =

n
∑

k=1

∣

∣

∣

∫ bk

ak

xdy
∣

∣

∣
6 ‖x‖ ·

n
∑

k=1

Var
[ak ,bk]

y = ‖x‖ ·

n
∑

k=1

(

v(bk) − v(ak)
)

< ε ‖x‖.Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè Aij ∈ C,ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ q ∈ CBV[a, b]. Äëÿ α ∈ [a, b] è âåêòîð-�óíêöèé x, y ∈ Gn[a, b] ñïðàâåäëèâî
y(t) = x(t) −

∫ t

α
Axdq ⇐⇒ x(t) = y(t) −

∫ t

α

[

d eA(q(t)−q(s))
]

y(s)

⇐⇒ x(t) = eAq(t)
[

e−Aq(α) y(α) +

∫ t

α
e−Aq(·) dy

]

. (1.2)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå z =̇ e−Aq(·) x, òî
y(t) = eAq(t) z(t) −

∫ t

α
AeAq(·)z dq = eAq(t) z(t) −

∫ t

α

[

d eAq(·)
]

z = eAq(α) z(α) +

∫ t

α
eAq(·) dz,

z(t) − z(α) =

∫ t

α
dz =

∫ t

α
e−Aq(s) d

(

∫ s

α
eAq(·) dz

)

=

∫ t

α
e−Aq(·) dy.Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé x (ñ ó÷åòîì x(α) = y(α) ), ïîëó÷àåì òðåòüå ðàâåíñòâî, àâòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç íåãî èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.1.2. Àëãåáðû G0 [a, b], G

L
[a, b] è G

R
[a, b]Ëåììà 2. Äëÿ �óíêöèè x : [a, b] → C ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:a) x ∈ G0 ;b) x ∈ G è x(t − 0) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ (a, b];) x ∈ G è x(t + 0) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ [a, b);d) x ∈ G è ∫ t

τ
x(s) ds = 0 äëÿ âñåõ τ, t ∈ [a, b];e) x ∈ G è ∫ t

τ
xdy = 0 äëÿ âñåõ τ, t ∈ [a, b] è ëþáûõ y ∈ CBV.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àâíîñèëüíîñòü óòâåðæäåíèé a) − d) ïîêàçàíà â [5, . 19℄, à èì-ïëèêàöèÿ e) ⇒ d) òðèâèàëüíà.

a) ⇒ e). Çà�èêñèðóåì τ, t ∈ [a, b] (ñ÷èòàåì τ < t ), �óíêöèþ y ∈ CBV è ε > 0. Òî÷êè
τ è t è âñå òî÷êè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà {

s ∈ [τ, t] : |x(s)| > ε
} ïîðîæäàþò òàêîå ðàçáèåíèå

τ = s0 < s1 < . . . < sn = t, ÷òî |x(s)| < ε äëÿ âñåõ s ∈ (sk−1, sk), k = 1, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî,
∣

∣

∣

∫ t

τ
xdy

∣

∣

∣
6

n
∑

k=1

∣

∣

∣

∫ sk

sk−1

xdy
∣

∣

∣
6 ε

n
∑

k=1

Var
[sk−1,sk]

y = ε Var
[τ,t ]

y,ïîýòîìó â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∫ t

τ
xdy = 0.



Îá îäíîì ñåìåéñòâå ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà ïðåðûâèñòûõ �óíêöèé 11ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 4Ïðèìåð 3. Ïðèìåðîì ïðåðûâèñòîé �óíêöèè èç G0 ñëóæèò �óíêöèÿ �èìàíà, òî åñòü�óíêöèÿ x : [0, 1] → R òàêàÿ, ÷òî x = 1
n â êàæäîé íå ðàâíîé íóëþ ðàöèîíàëüíîé òî÷êå

r = m
n (m 6= 0), ãäå m

n � íåñîêðàòèìàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü, è x = 0 âî âñåõ îñòàëüíûõòî÷êàõ îòðåçêà [0, 1]. Ýòà �óíêöèÿ ðàçðûâíà âî âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ, àâ èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ îíà íåïðåðûâíà.Ëåììà 3. Ïðîñòðàíñòâà G0 , G
L
è G

R
çàìêíóòû â G îòíîñèòåëüíî sup-íîðìû è, ñëå-äîâàòåëüíî, áàíàõîâû.Ôîðìóëèðîâêà ëåììû ñîâïàäàåò ñ óòâåðæäåíèÿìè èç [5, . 20℄, îäíàêî òàì ÷åðåç G

L
îáî-çíà÷åíî íåñêîëüêî èíîå ïîäïðîñòðàíñòâî: îíî ñîñòîèò èç òåõ �óíêöèé, ÷òî x(t− 0) = x(t) ïðè

t ∈ (a, b] è x(a) = 0 (àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî G
R
). Ýòî æå çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿê ïðèâîäèìîé íèæå ëåììå.Ëåììà 4. Ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ x ∈ G åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóì-ìû x = x

L
+x0 äâóõ �óíêöèé x

L
∈ G

L
è x0 ∈ G0 . Ñèììåòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå x = x

R
+x0,ãäå x

R
∈ G

R
, x0 ∈ G0 , òàêæå èìååò ìåñòî.Çàìå÷àíèå 1. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4 â [5℄ óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî G

L
∩G0 = {0}.Òàêèì îáðàçîì, ëåììû 3 è 4 ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü ïðîñòðàíñòâî G â âèäå ïðÿìîé ñóììûäâóõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ: G = G

L
⊕ G0 (èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå ïðÿìîé ñóììû èç[12, . 120℄) èëè G = G

R
⊕ G0 . Ïðè ýòîì îïåðàòîðû P,Q : G → G,

P : x(t) → x
L
(t) =̇

{

x(a + 0), t = a
x(t − 0), t ∈ (a, b]

, Q : x(t) → x
R
(t) =̇

{

x(t + 0), t ∈ [a, b)
x(b − 0), t = b

,îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: Im P = G
L
, Ker P = G0 , Im Q = G

R
, Ker Q = G0 ,

P2 = P, PQ = P, QP = Q, Q2 = Q. (1.3)Ïðîåêòîðû P è Q íåïðåðûâíû ïî sup-íîðìå, ÷òî ñëåäóåò èç î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ
‖Px‖ 6 ‖x‖ è ‖Qx‖ 6 ‖x‖ ∀x ∈ G. (1.4)Â ÷àñòíîñòè, ‖Px‖ = ‖Qx‖ äëÿ âñåõ x ∈ G. Äåéñòâèòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.3) è (1.4)ñïðàâåäëèâî ‖Px‖ = ‖PQx‖ 6 ‖Qx‖ è, àíàëîãè÷íî, ‖Qx‖ 6 ‖Px‖.Çàìå÷àíèå 2. Åñëè x ∈ G0 , à y ∈ G, òî xy = yx ∈ G0 . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y(t) ≡ 0, òîóòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, åñëè æå y(t) 6≡ 0, òî ‖y‖ > 0, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî

{

t ∈ K : |x(t) y(t)| > ε
}

⊆
{

t ∈ K : |x(t)| > ε
‖y‖

} êîíå÷íî, òî åñòü xy ∈ G0 . Òàêèì îáðàçîì, G0ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííèì èäåàëîì â G, ïðè÷åì åñëè �óíêöèè x, y ∈ G ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè
(x ∼ y) ïðè x − y ∈ G0 , òî â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 1 ñïðàâåäëèâî G

L
≈ G/G0 ≈ G

R
.Äðóãèìè ñëîâàìè, â êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè èìåþòñÿ ðîâíî îäíà íåïðåðûâíàÿ ñëåâàè ðîâíî îäíà íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà ïðåðûâèñòûå �óíêöèè ( x ∼ Px ∼ Qx ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òîîïåðàòîðû P è Q ÿâëÿþòñÿ ýíäîìîð�èçìàìè àëãåáðû G, à èõ ÿäðî Ker P = Ker Q = G0ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííèì èäåàëîì ýòîé àëãåáðû.Çàìå÷àíèå 3. Âñÿêèé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë Φ : G

L
→ C äîïóñêàåò ïðåä-ñòàâëåíèå â âèäå èíòåãðàëà Äóøíèêà�Ñòèëòüåñà [5, . 38℄, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ

Q îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ÷òî Φ(x) =

∫

K
xdQ äëÿ ëþáîé x ∈ G

L
. Òàì æå ïðèâîäèòñÿ îáùèéâèä ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî �óíêöèîíàëà â ïðîñòðàíñòâå G. Çàìåòèì, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëå-íèå îòíþäü íå åäèíñòâåííî âîçìîæíîå; â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèîíàëà

Φ ÷åðåç èíòåãðàë Ïåððîíà�Ñòèëòüåñà (ñì., íàïðèìåð, [13℄).



12 Â.È. �îäèîíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 4� 2. Àëãåáðû GT [a, b], Γ[a, b] è BV[a, b]Êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî T =̇ {τ1, τ2, . . .} ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê τk ∈ K áóäåìíàçûâàòü ðàçáèåíèåì îòðåçêà K, à ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçáèåíèé K îáîçíà÷èì ÷åðåç T(K).Ïóñòîå ìíîæåñòâî ìû òàêæå âêëþ÷àåì â T(K) � îíî ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì ÷àñòè÷-íîãî ïîðÿäêà íà T(K), çàäàííîãî åñòåñòâåííûì îáðàçîì: ïîëàãàåì, ÷òî ðàçáèåíèå T ïðåäøå-ñòâóåò ðàçáèåíèþ S, åñëè T ⊆ S.Çà�èêñèðóåì T ∈ T(K) è äëÿ ëþáîé �óíêöèè x ∈ G ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
x−

k =̇ x(τk − 0) − x(τk), x+
k =̇ x(τk + 0) − x(τk) ∀ τk ∈ T. (2.1)Ïîëàãàåì x−

k = 0, åñëè a = τk äëÿ íåêîòîðîãî k, è x+
k = 0, åñëè b = τk äëÿ íåêîòîðîãî k.×åðåç ⌈x⌉

T
îáîçíà÷èì ðÿä (è åãî ñóììó, åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ)

⌈x⌉
T

=̇
∑

τk∈T

(|x−
k | + |x+

k |), (2.2)à ÷åðåç GT =̇ GT [a, b] îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ òåõ �óíêöèé x ∈ G, ÷òî ðÿä ⌈x⌉
T
ñõîäèò-ñÿ. Ïîñêîëüêó T � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî ðÿä ⌈x⌉

T
òðàêòóåòñÿ åñòåñòâåííûìîáðàçîì: |x−

1 | + |x+
1 | + |x−

2 | + |x+
2 | + . . . . Îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ èóìíîæåíèÿ GT ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä C. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè λ ∈ C, x, y ∈ GT , u = λx,

v = x + y, w = xy, òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
u−

k = λx−
k , u+

k = λx+
k , v−k = x−

k + y−k , v+
k = x+

k + y+
k ,

w−
k = x(τk − 0) y(τk − 0) − x(τk) y(τk), w+

k = x(τk + 0) y(τk + 0) − x(τk) y(τk),
(2.3)ïîýòîìó w−

k = x(τk − 0) y−k + x−
k y(τk), w+

k = x(τk + 0) y+
k + x+

k y(τk),

⌈u⌉
T

= |λ| · ⌈x⌉
T

< ∞, ⌈v⌉
T

6 ⌈x⌉
T

+ ⌈y⌉
T

< ∞, ⌈w⌉
T

6 ‖x‖ · ⌈y⌉
T

+ ⌈x⌉
T
· ‖y‖ < ∞.Ñëåäîâàòåëüíî, u, v,w ∈ GT .Åñëè T � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî GT = G, â ÷àñòíîñòè, G∅ = G.Âñÿêàÿ �óíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ïðèíàäëåæèò GT , êàêîâî áû íè áûëî T ∈ T(K).Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ BV è S =̇ T ∩ T (x), òî x−

k = x+
k = 0 äëÿ ëþáîãî τk ∈ T\S, ïî-ýòîìó ⌈x⌉

T
= ⌈x⌉

S
6 ⌈x⌉

T (x)
< ∞, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ GT . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî Tñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ BV ⊂ GT ⊆ G, à ïîñêîëüêó ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, èìåþùàÿíåîãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå, ïðèíàäëåæèò GT , òî ïåðâîå âêëþ÷åíèå � ñòðîãîå. Áîëåå òîãî,ìåæäó BV è GT çàêëþ÷åíî ïðîñòðàíñòâî Γ =̇ Γ[a, b], ñîñòîÿùåå èç òåõ �óíêöèé x ∈ G, ÷òîðÿä ⌈x⌉

T (x)
ñõîäèòñÿ. Ïðèìåðîì �óíêöèè èç G, íå ïðèíàäëåæàùåé Γ, ñëóæèò �óíêöèÿ èçïðèìåðà 1. Òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ ïðîñòðàíñòâ GT (ñì. (2.3)), äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Γ �ýòî àëãåáðà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè T =̇ T (x) ∪ T (y), òî T (u) ⊆ T (x), T (v) ⊆ T, T (w) ⊆ T,

⌈u⌉
T (u)

= |λ| ⌈x⌉
T (x)

< ∞, ⌈v⌉
T (v)

= ⌈v⌉
T

6 ⌈x⌉
T

+ ⌈y⌉
T

= ⌈x⌉
T (x)

+ ⌈y⌉
T (y)

< ∞,

⌈w⌉
T (w)

= ⌈w⌉
T

6 ‖x‖⌈y⌉
T

+ ⌈x⌉
T
‖y‖ = ‖x‖⌈y⌉

T (y)
+ ⌈x⌉

T (x)
‖y‖ < ∞.Çàìåòèì, ÷òî KC ⊂ Γ, òî åñòü èìååò ìåñòî äèàãðàììà âêëþ÷åíèÿ ïîäàëãåáð àëãåáðû Gïðåðûâèñòûõ �óíêöèé:

CBV → C → KC
ց ց

BV → Γ →
{

GT
}

T∈T(K)
→ G .

(2.4)



Îá îäíîì ñåìåéñòâå ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà ïðåðûâèñòûõ �óíêöèé 13ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 4Îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè ïðîñòðàíñòâ { GT } â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà T ∈ T(K) ìîæíîñêàçàòü ñëåäóþùåå. Íàçîâåì ðàçáèåíèÿ T è S ýêâèâàëåíòíûìè (T ∼ S), åñëè èõ ñèììåòðè÷å-ñêàÿ ðàçíîñòü êîíå÷íà, òî åñòü card (T∆S) < ∞. �å�ëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü î÷åâèäíû,à òðàíçèòèâíîñòü ñëåäóåò èç ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî òîæäåñòâà T∆S = (T∆R)∆ (R∆S). Î÷åâèä-íî, âñå êîíå÷íûå ðàçáèåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé.Ëåììà 5. Ïóñòü T, S ∈ T(K).1. Åñëè S ⊆ T, òî GT ⊆ GS .2. GT = GS òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T ∼ S.3. Åñëè U = T ∪ S, òî GT ∩ GS = GU .4. Åñëè V = T ∩ S, òî GT ∪ GS ⊆ GV .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Åñëè x ∈ GT è S ⊆ T, òî ⌈x⌉
S

6 ⌈x⌉
T

< ∞ è x ∈ GS .2. Ïóñòü ðàçáèåíèå T∆S êîíå÷íî. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî T∆S = Q ∪ R, ãäå Q =̇ T\S,
R =̇ S\T, ñëåäîâàòåëüíî, î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî ⌈x⌉

T
+⌈x⌉

R
= ⌈x⌉

S
+⌈x⌉

Q
è êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâ

Q è R îçíà÷àþò, ÷òî ðÿäû ⌈x⌉
T
è ⌈x⌉

S
ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.Îáðàòíî. Åñëè T è S íå ýêâèâàëåíòíû, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ðàçáèåíèé Q èëè

R áåñêîíå÷íî. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî Q. Òîãäà �óíêöèÿ x, ó êîòîðîé x(τk) = 1
k ïðè τk ∈ Q è

x(t) = 0 ïðè t ∈ K\Q, ïðèíàäëåæèò GS , íî íå ïðèíàäëåæèò GT . Äåéñòâèòåëüíî, âêëþ÷åíèå
x ∈ G0 î÷åâèäíî, ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 2 ñïðàâåäëèâî x(τk − 0) = 0 ïðè τk ∈ S ∩ (a, b] è
x(τk + 0) = 0 ïðè τk ∈ S ∩ [a, b). Êðîìå òîãî, x(τk) = 0 äëÿ âñåõ τk ∈ S, ñëåäîâàòåëüíî,
x−

k = x+
k = 0 äëÿ âñåõ τk ∈ S, ïîýòîìó x ∈ GS . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ⌈x⌉

T
> ⌈x⌉

Q
= 2

∞
∑

k=1

1
k ,ïîýòîìó x 6∈ GT .3. Âêëþ÷åíèÿ T ⊆ U è S ⊆ U âëåêóò âêëþ÷åíèÿ GU ⊆ GT è GU ⊆ GS , ñëåäîâàòåëüíî,

GU ⊆ GT ∩ GS . Åñëè æå x ∈ GT ∩ GS , òî x ∈ GT è x ∈ GS , ïîýòîìó ⌈x⌉
T

< ∞ è ⌈x⌉
S

< ∞,à ïîñêîëüêó ⌈x⌉
U

6 ⌈x⌉
T

+ ⌈x⌉
S

< ∞, òî x ∈ GU .4. Ïîñêîëüêó V ⊆ T è V ⊆ S, òî GT ⊆ GV è GS ⊆ GV , ïîýòîìó GT ∪ GS ⊆ GV . �Ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà θ(t) =̇

{

0 , t 6 0
1 , t > 0

è ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà τ ∈ K ïîðîæäàþò ñòó-ïåí÷àòûå �óíêöèè ξτ (t) =̇ − θ(τ − t) è ητ (t) =̇ θ(t − τ). Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòüñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: åñëè τ = 0 ∈ K, òî ξ(·) =̇ ξ0(·) è η(·) =̇ η0(·), à åñëè τ = τk ∈ T, òî
ξk(·) =̇ ξτk

(·) è ηk(·) =̇ ητk
(·). Äðóãèìè ñëîâàìè,

ξk(t) =

{

−1 , t < τk

0 , t > τk
, ηk(t) =

{

0 , t 6 τk

1 , t > τk
.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé �óíêöèè x : K → C, íåïðåðûâíîé â òî÷êå τ ∈ K, è äëÿëþáûõ α, β ∈ K ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû �èìàíà�Ñòèëòüåñà ∫ β

α
xdξτ è ∫ β

α
xdητ , ïðè÷åì

∫ β

α
xdξτ = x(τ)

∫ β

α
dξτ è ∫ β

α
xdητ = x(τ)

∫ β

α
dητ . (2.5)Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî â îñíîâíîì ñ èíòåãðàëàìè �èìàíà�Ñòèëòüåñà è îãîâàðè-âàòü íàçâàíèå èíòåãðàëà áóäåì ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ.Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ ëþáûõ α ∈ K è x ∈ GT �óíêöèîíàëüíûé ðÿä

x
T
(t) =̇ x

T
(t, α) =̇ −

∑

τk∈T

x−
k

∫ t

α
dξk +

∑

τk∈T

x+
k

∫ t

α
dηk (2.6)àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà K ñõîäèòñÿ, òàê êàê

∑

τk∈T

∣

∣

∣
x−

k

∫ t

α
dξk

∣

∣

∣
+

∑

τk∈T

∣

∣

∣
x+

k

∫ t

α
dηk

∣

∣

∣
6 ⌈x⌉

T
< ∞.



14 Â.È. �îäèîíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 4Ñóììó ðÿäà áóäåì îáîçíà÷àòü òàê æå, êàê è ñàì ðÿä, � ÷åðåç x
T
(t). Â ñëó÷àå T = ∅ ïîëàãàåì

x
T
(t) ≡ 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [11, . 336℄ �óíêöèè âèäà (2.6) áóäåì íàçûâàòü �óíêöèÿìè ñêà÷êîâ.Òàì æå îòìå÷àåòñÿ, ÷òî x

T
∈ BV è

Var x
T

= ⌈x⌉
T
. (2.7)Çäåñü è â äàëüíåéøåì ÷åðåç Var y îáîçíà÷àåì ïîëíóþ âàðèàöèþ �óíêöèè y íà îòðåçêå K.Íàðÿäó ñ (2.6) îïðåäåëåíà �óíêöèÿ

xT (t) =̇ xT (t, α) =̇ x(t) − x
T
(t), (2.8)òàêæå çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà α. Â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî òî÷êà α ∈ K �èêñèðîâàíà,ïîýòîìó çàâèñèìîñòü îò α â îáîçíà÷åíèè �óíêöèé x

T
è xT ÷àùå âñåãî áóäåò îòñóòñòâîâàòü.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðÿä (2.6) áîëåå ïðàâèëüíî ñëåäîâàëî áû ïèñàòü â âèäå

−
∑

τk∈T∩(a,b]

x−
k

∫ t

α
dξk +

∑

τk∈T∩[a,b)

x+
k

∫ t

α
dηk,ïîä÷åðêèâàÿ åãî íåçàâèñèìîñòü îò ëåâîãî ñêà÷êà �óíêöèè x â òî÷êå a è îò ïðàâîãî ñêà÷êàâ òî÷êå b, îäíàêî â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîãëàøåíèåì â (2.1) ìû ïîëàãàåì x−

k = 0 ïðè τk = a è
x+

k = 0 ïðè τk = b, è â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì çàïèñü (2.6).Çàìå÷àíèå 5. Ïîñêîëüêó x
T

∈ BV ⊂ GT , òî è xT ∈ GT . Áîëåå òîãî, â ñîîòâåòñòâèèñ [11, . 336℄ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (x
T
)−k = x−

k è (x
T
)+k = x+

k , ïîýòîìó (xT )−k = (xT )+k = 0.Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî xT íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ðàçáèåíèÿ T.Òàêèì îáðàçîì,
⌈x

T
⌉

T
= ⌈x⌉

T
< ∞, ⌈xT ⌉

T
= 0, (x

T
)

T
= x

T
, (x

T
)T = 0, (xT )

T
= 0, (xT )T = xT . (2.9)Êðîìå òîãî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè x, y ∈ GT è x, y ∈ GS , òî

(x
T
)

S
= x

T∩S
, (x

T
)S = x

T\S
, (xT )

S
= x

S\T
, (xT )S = xT∪S . (2.10)Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 5 ñïðàâåäëèâî x, y ∈ GT∪S , ïîýòîìó âñå �óíêöèè â �îðìóëàõîïðåäåëåíû. Åñëè z =̇x

T
, Q =̇ T\S, P =̇T ∩ S, R =̇ S\T, òî x

T
= x

Q
+ x

P
è

(x
T
)

S
= z

S
= z

P
+ z

R
= (x

Q
+ x

P
)

P
+ (x

T
)

R
= (x

P
)

P
= x

P
= x

T∩S
.Îñòàëüíûå �îðìóëû (2.10) ëåãêî âûâîäÿòñÿ èç ïåðâîé.Çàìå÷àíèå 6. Îäíîâðåìåííî ìû âûÿñíèëè, ÷òî êàæäûé èç îïåðàòîðîâ P
T

: x → x
T

è
P T : x → xT ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì â GT . Îáðàç ImP T ñîñòîèò èç �óíêöèé, íåïðåðûâíûõ âêàæäîé òî÷êå τk ∈ T, à ÿäðî Ker P T ñîñòîèò èç �óíêöèé ñêà÷êîâ âèäà

z(t) =̇ −
∑

τk∈T

gk

∫ t

α
dξk +

∑

τk∈T

hk

∫ t

α
dηk,

∑

τk∈T

(|gk| + |hk|) < ∞,ïðè÷åì åñëè τk = a, òî gk = 0, à åñëè τk = b, òî hk = 0. Ýòè æå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿñîîòâåòñòâåííî ÿäðîì è îáðàçîì äðóãîãî îïåðàòîðà, òî åñòü KerP
T

= Im P T è ImP
T

= Ker P T .Çàìå÷àíèå 7. Åñëè x ∈ Γ [ èëè åñëè x ∈ BV ℄, òî äëÿ âñåõ T, òàêèõ, ÷òî T ⊇ T (x),ñïðàâåäëèâî x
T

= x
T (x)

è xT = xT (x) , ïðè÷åì xT ∈ C [ ñîîòâåòñòâåííî xT ∈ CBV ℄. Ââå-äÿ îáîçíà÷åíèÿ xc =̇ x
T (x)

è xc =̇ xT (x) , îáíàðóæèâàåì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (2.8) ïðè x ∈ BVñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì ðàçëîæåíèåì Ëåáåãà �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà ñóììó íåïðå-ðûâíîé �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè è �óíêöèè ñêà÷êîâ: x = xc + xc. Çäåñü �óíêöèÿñêà÷êîâ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå [6, . 206℄. Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâå Γ [ èëè â BV ℄ òàê-æå îïðåäåëåíû ïðîåêòîðû Pc : x → xc è P c : x → xc, è èõ ñâîéñòâà èäåíòè÷íû ñâîéñòâàìîïåðàòîðîâ P
T
è P T . Êðîìå òîãî, â BV èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Var x = Var xc + Var xc.
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T

= λx
T
, v

T
= x

T
+ y

T
, uT = λxT , vT = xT + yT , àäëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè �îðìóëû äëÿ w

T
è wT , ñëåäóåò äîêàçàòü ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåð-æäåíèé.Ëåììà 6. Ïðè k 6= m ñïðàâåäëèâû �îðìóëû

∫ t

α
dξk

∫ t

α
dξm =

∫ τk

α
dξm

∫ t

α
dξk +

∫ τm

α
dξk

∫ t

α
dξm,

∫ t

α
dξk

∫ t

α
dηm =

∫ τk

α
dηm

∫ t

α
dξk +

∫ τm

α
dξk

∫ t

α
dηm,

∫ t

α
dηk

∫ t

α
dηm =

∫ τk

α
dηm

∫ t

α
dηk +

∫ τm

α
dηk

∫ t

α
dηmè ïðè âñåõ k

[

∫ t

α
dξk

]2
= −

(

1 + 2ξk(α)
)

∫ t

α
dξk,

[

∫ t

α
dηk

]2
=

(

1 − 2ηk(α)
)

∫ t

α
dηk,

∫ t

α
dξk

∫ t

α
dηk = −ηk(α)

∫ t

α
dξk − ξk(α)

∫ t

α
dηk.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîé �îðìóëû ðàâíà

∫ t

α

[

∫ t

α
dξk

]

dξm =

∫ t

α

[

∫ t

s
dξk +

∫ s

α
dξk

]

dξm(s) =

∫ t

α

[

∫ s

α
dξm

]

dξk(s) +

∫ t

α

[

∫ s

α
dξk

]

dξm(s).Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ïîìåíÿëè ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ó ïåðâîãî ñëàãàåìîãî. Îáå ïîäûí-òåãðàëüíûå �óíêöèè íåïðåðûâíû â òî÷êàõ τk è τm ñîîòâåòñòâåííî, è íàì îñòàåòñÿ ëèøüñîñëàòüñÿ íà �îðìóëû (2.5).Âòîðàÿ è òðåòüÿ �îðìóëû äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïîñëåäíèå òðè �îðìóëû ïðîâåðÿþòñÿíåïîñðåäñòâåííî, îïèðàÿñü íà òîæäåñòâà ξ2
k = −ξk, η2

k = ηk è ξkηk = 0 ñîîòâåòñòâåííî.Ëåììà 7. Ïóñòü T ∈ T(K), α ∈ K è îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ x : K → C íåïðåðûâíà âêàæäîé òî÷êå τk ∈ T. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè ñêà÷êîâ
y(τ) =̇ −

∑

τk∈T

y−k

∫ τ

α
dξk +

∑

τk∈T

y+
k

∫ τ

α
dηk,

∑

τk∈T

(|y−k | + |y+
k |) < ∞,ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ∫ t

α
xdy (ïðè ëþáîì t ∈ K ), è îí ðàâåí �óíêöèè ñêà÷êîâ

z(t) =̇ −
∑

τk∈T

x(τk) y−k

∫ t

α
dξk +

∑

τk∈T

x(τk) y+
k

∫ t

α
dηk. (2.11)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè card T < ∞ èëè åñëè x òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, òîóòâåðæäåíèå î÷åâèäíî; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî M =̇ sup

t∈K
|x(t)| > 0. Äëÿëþáîãî r > 1 ÷åðåç Tr îáîçíà÷èì êîíå÷íîå ðàçáèåíèå {τ1, . . . , τr}, ñîñòîÿùåå èç ïåðâûõ ròî÷åê ðàçáèåíèÿ T, à ÷åðåç yr � ñòóïåí÷àòóþ �óíêöèþ y

Tr
. Ñîãëàñíî �îðìóëå (2.7) ñïðà-âåäëèâî Var (yr − y) = ⌈y⌉

T\Tr
→
r

0, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N1 òàêîå,÷òî íåðàâåíñòâî r > N1 âëå÷åò îöåíêó Var (yr − y) < ε
3M .Â ñèëó (2.5) äëÿ ëþáîãî r ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû zr(t) =̇

∫ t

α
xdyr, ïðè÷åì zr = z

Tr
, ñëåäî-âàòåëüíî, {zr} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà



16 Â.È. �îäèîíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 4(2.11) (ñóììà êîòîðîãî ðàâíà z ). Òåì ñàìûì, ñóùåñòâóåò N2 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ r > N2 èëþáûõ t ∈ K ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∣

∣ z(t) − zr(t)
∣

∣ < ε
3 èëè ∣

∣

∣
z(t) −

∫ t

α
xdyr

∣

∣

∣
<

ε

3
.Ïóñòü r =̇ 1+max {N1, N2}, è çà�èêñèðóåì t ∈ K (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî

t > α ). Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ∫ t

α
xdyr, òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãîðàçáèåíèÿ α = s0 < s1 < . . . < sn = t, â êîòîðîì max

i
(si − si−1) < δ, è äëÿ ëþáîãî íàáîðà÷èñåë γi ∈ [si−1, si], i = 1, . . . , n, âûïîëíåíî ∣

∣

∣

∫ t

α
xdyr −

n
∑

i=1

x(γi) [yr(si) − yr(si−1)]
∣

∣

∣
<

ε

3
. Òîãäà

∣

∣

∣
z(t) −

n
∑

i=1

x(γi) [y(si) − y(si−1)]
∣

∣

∣
6

∣

∣

∣
z(t) −

∫ t

α
xdyr

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

∫ t

α
xdyr −

n
∑

i=1

x(γi) [yr(si) − yr(si−1)]
∣

∣

∣
+

+

n
∑

i=1

|x(γi)| ·
∣

∣[yr(si) − y(si)] − [yr(si−1) − y(si−1)]
∣

∣ <
ε

3
+

ε

3
+ M · Var (yr − y) < ε,ïîýòîìó ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ∫ t

α
xdy è îí ðàâåí z(t), òî åñòü ñóììå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (2.11).Ñëåäñòâèå 5. Åñëè x ∈ G è y ∈ BV òàêîâû, ÷òî T (x) ∩ T (y) = ∅, òî ñóùåñòâóåòèíòåãðàë ∫ t

α
xdy, ïðè÷åì ∫ t

α
xdy =

∫ t

α
xdyc −

∑

τk∈T (y)

x(τk) y−k

∫ t

α
dξk +

∑

τk∈T (y)

x(τk) y+
k

∫ t

α
dηk.Óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî â ñèëó òåîðåìû 3.Ëåììà 8. Êàêîâû áû íè áûëè �óíêöèè x, y∈GT , èíòåãðàëû ∫ t

α
xT dy

T
,

∫ t

α
yT dx

T
,

∫ t

α
x

T
dyTè ∫ t

α
y

T
dxT ñóùåñòâóþò è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(

xy
)

T
(t)=x

T
(t)y

T
(t) +

∫ t

α
xT dy

T
+

∫ t

α
yT dx

T
,

(

xy
)

T (t)=xT (t)yT (t) +

∫ t

α
x

T
dyT +

∫ t

α
y

T
dxT .(2.12)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôîðìóëû èç ëåììû 6 èìåþò áîëåå êîìïàêòíûé âèä (÷åðåç δkmîáîçíà÷åí ñèìâîë Êðîíåêåðà):

∫ t

α
dξk

∫ t

α
dξm = −δkm

∫ t

α
dξk +

∫ τk

α
dξm

∫ t

α
dξk +

∫ τm

α
dξk

∫ t

α
dξm,

∫ t

α
dξk

∫ t

α
dηm =

∫ τk

α
dηm

∫ t

α
dξk +

∫ τm

α
dξk

∫ t

α
dηm,

∫ t

α
dηk

∫ t

α
dηm = δkm

∫ t

α
dηk +

∫ τk

α
dηm

∫ t

α
dηk +

∫ τm

α
dηk

∫ t

α
dηm.Â ñëåäóþùåé öåïî÷êå ðàâåíñòâ �èãóðèðóþò àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà K ñõîäÿùèåñÿ�óíêöèîíàëüíûå ðÿäû, ïîýòîìó âñå îïåðàöèè êîððåêòíû, à ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ðàçáèå-íèþ T (è ìû ïèøåì ∑

k

âìåñòî ∑

τk∈T
):

σ =̇ x
T
(t) y

T
(t) =

[

−
∑

k

x−
k

∫ t

α
dξk +

∑

k

x+
k

∫ t

α
dηk

][

−
∑

m

y−m

∫ t

α
dξm +

∑

m

y+
m

∫ t

α
dηm

]

=
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=

∑

k,m

x−
k y−m

[

∫ τk

α
dξm

∫ t

α
dξk +

∫ τm

α
dξk

∫ t

α
dξm

]

−
∑

k

x−
k y−k

∫ t

α
dξk−

−
∑

k,m

x−
k y+

m

[

∫ τk

α
dηm

∫ t

α
dξk +

∫ τm

α
dξk

∫ t

α
dηm

]

−
∑

k,m

x+
k y−m

[

∫ τk

α
dξm

∫ t

α
dηk +

∫ τm

α
dηk

∫ t

α
dξm

]

+

+
∑

k,m

x+
k y+

m

[

∫ τk

α
dηm

∫ t

α
dηk +

∫ τm

α
dηk

∫ t

α
dηm

]

+
∑

k

x+
k y+

k

∫ t

α
dηk.Ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, èìååì ðàâåíñòâà

σ = −
∑

k

x−
k [y(τk) − yT (τk)]

∫ t

α
dξk +

∑

k

x+
k [y(τk) − yT (τk)]

∫ t

α
dηk −

∑

k

x−
k y−k

∫ t

α
dξk+

+
∑

k

x+
k y+

k

∫ t

α
dηk −

∑

m

y−m [x(τm) − xT (τm)]

∫ t

α
dξm +

∑

m

y+
m [x(τm) − xT (τm)]

∫ t

α
dηm =

= σ1 −
∑

k

[x−
k y−k + x−

k y(τk) + x(τk)y
−
k ]

∫ t

α
dξk +

∑

k

[x+
k y+

k + x+
k y(τk) + x(τk)y

+
k ]

∫ t

α
dηk =

= σ1 +
(

xy
)

T
(t),ãäå ÷åðåç σ1 îáîçíà÷åíà �óíêöèÿ

σ1 =̇
∑

k

x−
k yT (τk)

∫ t

α
dξk −

∑

k

x+
k yT (τk)

∫ t

α
dηk +

∑

k

y−k xT (τk)

∫ t

α
dξk −

∑

k

y+
k xT (τk)

∫ t

α
dηk.Ïðèâåäÿ åùå ðàç ïîäîáíûå ÷ëåíû (â ñèëó íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé xT è yT â òî÷êàõ τk ∈ Tñïðàâåäëèâà ëåììà 7), ïîëó÷àåì

σ1 =

∫ t

α
yT d

[

∑

k

x−
k ξk −

∑

k

x+
k ηk

]

+

∫ t

α
xT d

[

∑

k

y−k ξk −
∑

k

y+
k ηk

]

= −

∫ t

α
yT dx

T
−

∫ t

α
xT dy

T
.Îäíîâðåìåííî ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëîâ.Ñðàâíèâàÿ íà÷àëî è êîíåö öåïî÷êè äëÿ σ, ïîëó÷àåì ïåðâîå ðàâåíñòâî (2.12). ×òî êàñàåòñÿâòîðîãî, òî â ñèëó �îðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ðàâåíñòâ x

T
(α) = y

T
(α) = 0 äëÿ åãîäîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ñëîæèòü ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè �îðìóë (2.12) è ïîëó÷èòü òîæäåñòâî.Çàìå÷àíèå 8. Âîçâðàùàÿñü ê �îðìóëàì (2.3), ìû ìîæåì òåïåðü ñêàçàòü ñëåäóþùåå: åñëè

λ ∈ C, x, y ∈ GT , u = λx, v = x + y, w = xy, òî u, v,w ∈ GT è
u

T
= λx

T
, uT = λxT , v

T
= x

T
+ y

T
, vT = xT + yT ,

w
T
(t) = x

T
(t) y

T
(t) +

∫ t

α
xT dy

T
+

∫ t

α
yT dx

T
, wT (t) = xT (t) yT (t) +

∫ t

α
x

T
dyT +

∫ t

α
y

T
dxT .Çàìå÷àíèå 9. Ïóñòü x, y ∈ Γ [ èëè x, y ∈ BV ℄, w = xy è T òàêîâî, ÷òî T ⊇ T (x) ∪ T (y),òîãäà xT , yT , wT ∈ C [ ñîîòâåòñòâåííî xT , yT , wT ∈ CBV ℄, ïîýòîìó íåïðåðûâíûå ñîñòàâëÿþùèå

xc, yc, wc ýòèõ �óíêöèé (ñì. çàìå÷àíèå 7) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
wc(t) = (xy)c(t) = xc(t) yc(t) +

∫ t

α
xcdyc +

∫ t

α
ycdxc,à äëÿ �óíêöèé ñêà÷êîâ xc, yc, wc ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

wc(t) = (xy)c(t) = xc(t) yc(t) +

∫ t

α
xcdyc +

∫ t

α
ycdxc.



18 Â.È. �îäèîíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 4Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü x, y ∈ GT . Åñëè ñóùåñòâóåò îäèí èç èíòåãðàëîâ
∫

K
x

T
dy

T
,

∫

K
y

T
dx

T
,

∫

K
xdy

T
,

∫

K
y

T
dx,

∫

K
x

T
dy,

∫

K
ydx

T
, (2.13)òî ñóùåñòâóþò îñòàëüíûå èíòåãðàëû (2.13), à ïåðâàÿ �îðìóëà (2.12) ïðèíèìàåò âèä

(

xy
)

T
(t) =

∫ t

α
xdy

T
+

∫ t

α
ydx

T
. (2.14)Åñëè ñóùåñòâóåò îäèí èç èíòåãðàëîâ

∫

K
xT dyT ,

∫

K
yT dxT ,

∫

K
xdyT ,

∫

K
yT dx,

∫

K
xT dy,

∫

K
ydxT , (2.15)òî ñóùåñòâóþò îñòàëüíûå èíòåãðàëû (2.15), à âòîðàÿ �îðìóëà (2.12) ïðèíèìàåò âèä

(

xy
)

T (t) = x(α) y(α) +

∫ t

α
xdyT +

∫ t

α
ydxT . (2.16)Äîêàæåì �îðìóëó (2.16). Åñëè, íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ∫

K
xT dyT , òî ñóùåñòâóþòèíòåãðàëû ∫ t

α
xT dyT è ∫ t

α
yT dxT , ïðè÷åì ∫ t

α
xT dyT +

∫ t

α
yT dxT = xT (t)yT (t) − xT (α)yT (α). Âñèëó ëåììû 8 ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû ∫ t

α
xdyT è ∫ t

α
ydxT , à ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâàâòîðîå òîæäåñòâî (2.12) òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â (2.16). Ôîðìóëà (2.14) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî(çäåñü ïðèìåíÿåì ðàâåíñòâà x

T
(α) = y

T
(α) = 0 ).Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü T ∈ T(K) è x, y ∈ GT . Åñëè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ∫

K
xdy, òîñóùåñòâóåò åùå òðèíàäöàòü èíòåãðàëîâ: èíòåãðàë ∫

K
ydx è èíòåãðàëû (2.13) è (2.15).Ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà ∫

K
ydx õîðîøî èçâåñòíî. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ∫

K
xdy,òî â ñîîòâåòñòâèè ñ [14, . 117℄ îäíà èç �óíêöèé x èëè y íåïðåðûâíà âî âñÿêîé òî÷êå t ∈ K,òî åñòü T (x)∩T (y) = ∅. Åñëè S =̇ T ∩ T (y), òî, î÷åâèäíî, y

T
= y

S
, à �óíêöèÿ x íåïðåðûâíàâ êàæäîé òî÷êå τk ∈ S. Â ñèëó ëåììû 7 ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ∫

K
xdy

S
, à âìåñòå ñ íèì èèíòåãðàëû ∫

K
xdy

T
,

∫

K
xdyT è äðóãèå èíòåãðàëû (2.13) è (2.15).Ñëåäñòâèå 8. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ GT ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(x
T
y

T
)

T
= x

T
y

T
, (x

T
y

T
)T = 0, (xT yT )

T
= 0, (xT yT )T = xT yT .Óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç �îðìóë (2.12) è (2.9).Ñëåäñòâèå 9. Åñëè x, y ∈ GT è ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ∫

K
xdy, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫ t

α
xdy =

∫ t

α
xdyT −

∑

τk∈T

x(τk) y−k

∫ t

α
dξk +

∑

τk∈T

x(τk) y+
k

∫ t

α
dηk.Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 7.
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∫

K
xcdyc,

∫

K
ycdxc,

∫

K
xdyc,

∫

K
ycdx,

∫

K
xcdy,

∫

K
ydxc, (2.17)òî ñóùåñòâóþò îñòàëüíûå èíòåãðàëû (2.17) è (

xy
)

c
(t) =

∫ t

α
xdyc +

∫ t

α
ydxc. Åñëè ñóùåñòâóåòîäèí èç èíòåãðàëîâ

∫

K
xcdyc,

∫

K
ycdxc,

∫

K
xdyc,

∫

K
ycdx,

∫

K
xcdy,

∫

K
ydxc, (2.18)òî ñóùåñòâóþò îñòàëüíûå èíòåãðàëû (2.18) è (

xy
)c

(t) = x(α) y(α) +

∫ t

α
xdyc +

∫ t

α
ydxc. Åñëèñóùåñòâóåò èíòåãðàë ∫

K
xdy, òî ñóùåñòâóåò åùå òðèíàäöàòü èíòåãðàëîâ: èíòåãðàë ∫

K
ydx èèíòåãðàëû (2.17), (2.18).Çàìå÷àíèå 11. Ïóñòü x, y∈Γ [ èëè x, y∈BV ℄. Òîãäà

(xcyc)c = xcyc, (xcyc)
c = 0, (xcyc)c = 0, (xcyc)c = xcyc.� 3. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà3.1. Ïîëíîòà GT [a, b]Ïîñêîëüêó GT = G ïðè card T < ∞, òî GT � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî, îäíàêî, êàê ïîêàçû-âàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, ïðè ñ÷åòíîì T ïðîñòðàíñòâî GT íå çàìêíóòî â G ïî íîðìå
‖x‖ =̇ sup

t∈K
|x(t)|. (3.1)Ïðèìåð 4. Ôóíêöèÿ x ∈ G[0, 1] òàêàÿ, ÷òî x(0) = 0 è x(t) = t{1

t } ïðè t 6= 0, ÿâëÿåòñÿïðåäåëüíîé (ïî íîðìå (3.1)) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåðûâèñòûõ �óíêöèé
xn(t) =̇

{

0 , t ∈ [0, 1
n ]

t{1
t } , t ∈ ( 1

n , 1]
, n = 1, 2, . . . .Ïîñêîëüêó �óíêöèè xn èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà, òî xn ∈ GT äëÿ ëþáîãî T. Â÷àñòíîñòè, xn ∈ GT äëÿ T =̇T (x), â òî âðåìÿ êàê x 6∈ GT (ñì. ïðèìåð 1), ñëåäîâàòåëüíî,ïðîñòðàíñòâî GT íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïî íîðìå (3.1).Òàêèì îáðàçîì, ðåøåòêà ïðîñòðàíñòâ {

GT
}

T∈T(K)
ñîäåðæèò êàê ïîëíûå, òàê è íåïîëíûåïðîñòðàíñòâà. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî GT áóäåò ïîëíûì, åñëè ââåñòè íîðìó

‖x‖
T

=̇ ‖xT ‖ + ⌈x⌉
T

= ‖xT ‖ + Var x
T
. (3.2)Ïðîâåðêà àêñèîì íîðìû (3.2) íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. Áîëåå âàæíî òî, ÷òî íîðìà (3.1) âõîäèò âñåìåéñòâî (3.2), � ýòî èìååò ìåñòî ïðè T = ∅. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíè-åì 4 �óíêöèÿ xT çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè α ∈ K, òî åñòü xT (·) = xT (·, α), ïîýòîìó è íîðìà(3.2) çàâèñèò îò α, òî åñòü ‖ · ‖

T
= ‖ · ‖α

T
.Ëåììà 9. Ïóñòü T, S ∈ T(K).1. Åñëè S ⊆ T, òî GT ⊆ GS è äëÿ ëþáîãî x ∈ GT ñïðàâåäëèâî ‖x‖

S
6 ‖x‖

T
.2. Äëÿ ëþáîãî x ∈ GT èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ‖x‖ 6 ‖x‖

T
.3. Åñëè T ∼ S, òî GT = GS è â GT (= GS) íîðìû ‖ · ‖

T
è ‖ · ‖

S
ýêâèâàëåíòíû.4. Äëÿ ëþáûõ α, β ∈ K íîðìû ‖ · ‖α

T
è ‖ · ‖β

T
ýêâèâàëåíòíû.



20 Â.È. �îäèîíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 4Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Âêëþ÷åíèå GT ⊆ GS äîêàçàíî â ëåììå 5. Ïóñòü x ∈ GT . Âñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ (2.8) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
xS (t) = xT (t) + x

T\S
(t), (3.3)ñëåäîâàòåëüíî, |xS (t)| 6 |xT (t)|+⌈x⌉

T\S
, t ∈ K, ïîýòîìó |xS(t)|+⌈x⌉

S
6 |xT (t)|+⌈x⌉

T
6 ‖x‖

T
.Ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà ïðè âñåõ t ∈ K, òî ‖x‖

S
6 ‖x‖

T
.2. Íåðàâåíñòâî ‖x‖ 6 ‖x‖

T
ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïðè S = ∅.3. �àâåíñòâî GT = GS äîêàçàíî â ëåììå 5. Åñëè R =̇ T ∩ S, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâûìïóíêòîì ëåììû GT = GS ⊆ GR è äëÿ ëþáîãî x ∈ GT èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà âèäà (3.3):

xR(t) = xT (t) + x
T\R

(t), xR(t) = xS(t) + x
S\R

(t). Âû÷èòàÿ îäíî èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðèâñåõ t ∈ K ñïðàâåäëèâî |xS(t)| 6 |xT (t)| + ⌈x⌉
T∆S

, ïîýòîìó ‖xS‖ 6 ‖xT ‖ + ⌈x⌉
T∆S

, ñëåäîâà-òåëüíî, âûðàæàÿ ‖xS‖ è ‖xT ‖ ÷åðåç ‖x‖
S
è ‖x‖

T
ïî �îðìóëå (3.2), ïîëó÷àåì öåïî÷êó

‖x‖
S

6 ‖x‖
T

+ 2⌈x⌉
S\R

= ‖x‖
T

+ 2⌈x⌉
S\T

6 ‖x‖
T

+ 8 ‖x‖ · card (S\T ) 6
(

1 + 8 card (S\T )
)

· ‖x‖
T
.Ìû âîñïîëüçîâàëèñü î÷åâèäíûìè íåðàâåíñòâàìè |x−

k | 6 2 ‖x‖ è |x+
k | 6 2 ‖x‖. Àíàëîãè÷íîïîëó÷àåòñÿ ñèììåòðè÷íîå íåðàâåíñòâî ‖x‖

T
6

(

1 + 8 card (T\S)
)

· ‖x‖
S
.4. ×åðåç xT (t, α) è xT (t, β) îáîçíà÷èì �óíêöèè âèäà (2.8), ïîä÷åðêèâàÿ èõ çàâèñèìîñòü îòòî÷åê α è β. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.6) ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ íîñÿò ýëåìåíòàðíûé õàðàêòåð:

x
T
(t, α) = x

T
(t, β) + x

T
(β, α), xT (t, α) − xT (t, β) = x

T
(α, β),

∣

∣xT (t, α) − xT (t, β)
∣

∣ 6 ⌈x⌉
T
,

∥

∥xT ( · , α)
∥

∥ 6
∥

∥xT ( · , β)
∥

∥ + ⌈x⌉
T
,

∥

∥x
∥

∥

α

T
=

∥

∥xT ( · , α)
∥

∥ + ⌈x⌉
T

6
∥

∥xT ( · , β)
∥

∥ + 2 ⌈x⌉
T

6 2
∥

∥x
∥

∥

β

T
.Àíàëîãè÷íî ‖x‖β

T
6 2 ‖x‖α

T
, ÷òî è äîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü äàííûõ íîðì.Ñëåäñòâèå 10. Åñëè card T < ∞, òî GT = G è íîðìû ‖ · ‖

T
è ‖ · ‖ ýêâèâàëåíòíû â G.Äîñòàòî÷íî âçÿòü S = ∅ â òðåòüåì ïóíêòå ëåììû.Çàìå÷àíèå 12. Ïðè ñ÷åòíîì T íîðìû ‖ · ‖

T
è ‖ · ‖ íå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè â ïðî-ñòðàíñòâå GT . Íàïðèìåð, ñåìåéñòâî �óíêöèé xn ∈ G[0, 1] òàêèõ, ÷òî xn(t) = 0 ïðè t ∈ [0, 1

n ]è xn(t) = {1
t } ïðè t ∈ [ 1

n , 1], âíå ìíîæåñòâà T =̇ {1
2 , 1

3 , . . .} ðàçðûâîâ íå èìååò. Î÷åâèäíî,
‖xn‖ = 1 ïðè âñåõ n > 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäàÿ èç �óíêöèé xn ïðèíàäëåæèò GT , òàêêàê èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà (èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî n − 1 ). Áîëåå òîãî, âñå xníåïðåðûâíû ñëåâà, à ïðàâûå ñêà÷êè ðàâíû ïî 1, ïîýòîìó êàêîå áû γ > 0 ìû íè âçÿëè, íàéäåò-ñÿ òàêàÿ �óíêöèÿ xn èç ñåìåéñòâà, ÷òî ‖xn‖T

> γ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåò òàêîãî γ > 0, ÷òîíåðàâåíñòâî ‖x‖
T

6 γ‖x‖ âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ GT .Çàìå÷àíèå 13. Äëÿ ëþáîãî x ∈ GT ñïðàâåäëèâî ‖x‖ 6 ‖x‖
T

6 ‖x‖ + 2 ⌈x⌉
T
.Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ìû óæå äîêàçàëè. ×òî êàñàåòñÿ âòîðîãî, òî â ñèëó (3.2) è (2.8) ñïðà-âåäëèâà öåïî÷êà ‖x‖

T
= ‖xT ‖+ ⌈x⌉

T
6 ‖x‖+ ‖x

T
‖+ ⌈x⌉

T
6 ‖x‖+Var x

T
+ ⌈x⌉

T
= ‖x‖+2 ⌈x⌉

T
.Òåîðåìà 4. Ïðîñòðàíñòâî GT [a, b] áàíàõîâî ïî íîðìå ‖ · ‖

T
.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè êîíå÷íîì T óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.Ïóñòü T ÷åòíî è {xn} � �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â GT ïî íîðìå ‖ · ‖

T
, òîåñòü ‖xm − xn‖T

−→
m,n

0. Åñëè yn =̇ (xn)T è zn =̇ (xn)
T
, òî xn = yn + zn, zn(α) = 0 è, ñîãëàñíîçàìå÷àíèþ 13 è îïðåäåëåíèþ (3.2),

‖xm − xn‖−→
m,n

0, ‖ym − yn‖−→
m,n

0, ‖zm − zn‖BV
= Var (zm − zn) −→

m,n
0
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BV

= |x(α)|+Var x ). Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâ {G, ‖·‖} è {BV, ‖·‖
BV

}ñóùåñòâóþò x, y ∈ G è z ∈ BV ⊂ GT òàêèå, ÷òî
‖xn − x‖ →

n
0, ‖yn − y‖ →

n
0, ‖zn − z‖

BV
→
n

0, ‖zn − z‖ →
n

0.Òàê êàê ‖zn − (x− y)‖ 6 ‖xn −x‖+ ‖yn− y‖ →
n

0, òî x− y = z. Ôóíêöèÿ y ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîìðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn} íåïðåðûâíûõ â òî÷êàõ τk ∈ T �óíêöèé,ïîýòîìó îíà íåïðåðûâíà â ýòèõ òî÷êàõ, ñëåäîâàòåëüíî, y−k = y+
k = 0, x−

k = z−k è x+
k = z+

k .Òàêèì îáðàçîì, ⌈x⌉
T

= ⌈z⌉
T

< ∞, òî åñòü x ∈ GT , ïîýòîìó y ∈ GT , x
T

= z
T
è xT = y + zT .Òàê êàê zT

n = 0, òî zT = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè wn =̇ z − zn, òî wn ∈ BV è ñïðàâåäëèâî
Var wn = Var(wn)c + Var(wn)c. Ïîñêîëüêó zn ⇉ z è âñå �óíêöèè zn íåïðåðûâíû â òî÷êàõìíîæåñòâà K\T, òî è �óíêöèè z,wn íåïðåðûâíû â ýòèõ òî÷êàõ. Òåì ñàìûì, T (wn) ⊆ T è
(wn)c = (wn)T = zT − zT

n = zT , ñëåäîâàòåëüíî,
Var zT + Var(wn)c = Var(wn)c + Var(wn)c = Var wn = Var (z − zn) →

n
0,ïîýòîìó Var zT = 0 è, î÷åâèäíî, zT = 0, xT = y, x

T
= z. Òàêèì îáðàçîì, (xn − x)T = yn − yè (xn − x)

T
= zn − z, ñëåäîâàòåëüíî, ‖xn − x‖

T
= ‖yn − y‖ + Var (zn − z) →

n
0.Òåîðåìà 5. Àëãåáðà GT [a, b], íàäåëåííàÿ íîðìîé ‖ · ‖

T
, ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé áàíà-õîâîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �îëü åäèíèöû èãðàåò �óíêöèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ 1 íà [a, b].Êîììóòàòèâíîñòü î÷åâèäíà, ïîýòîìó îñòàåòñÿ ïîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü óìíîæåíèÿ ïî íîðìå

‖ · ‖
T

îòíîñèòåëüíî, íàïðèìåð, ïåðâîé ïåðåìåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x, y ∈ GT è w = xy,òî w ∈ GT è â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 13 è ëåììîé 9 ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ
‖xy‖

T
= ‖w‖

T
6 ‖w‖ + 2 ⌈w⌉

T
6 ‖xy‖ + 2 ‖x‖ ⌈y⌉

T
+ 2 ⌈x⌉

T
‖y‖ 6 5 ‖x‖

T
‖y‖

T
, (3.4)ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ‖xn − x‖

T
→
n

0 âëå÷åò ‖xny − xy‖
T
→
n

0.3.2. Ïîëíîòà Γ[a, b]Ëåììà 10. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
Γ =

⋂

T∈T(K)

GT . (3.5)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïîìíèì (ñì. (2.4)), ÷òî Γ ñîñòîèò èç òåõ �óíêöèé x ∈ G, ÷òîðÿä ⌈x⌉
T (x)

ñõîäèòñÿ. Âêëþ÷åíèå Γ ⊆
⋂

T∈T(K)

GT ñïðàâåäëèâî â ñèëó âêëþ÷åíèé Γ ⊂ GT . Åñëè
x ∈

⋂

T∈T(K)

GT , òî x ∈ GT äëÿ âñåõ T, â ÷àñòíîñòè, x ∈ GT äëÿ T =̇ T (x), òî åñòü ðÿä ⌈x⌉
T (x)ñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Γ. �Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî íîðìû

‖x‖
Γ

=̇ sup
T∈T(K)

‖x‖
T

(3.6)è äëÿ ëþáûõ x ∈ Γ è T ∈ T(K) èìåþò ìåñòî îöåíêè
‖x‖ 6 ‖x‖

T
6 ‖x‖

Γ
6 ‖x‖ + 2 ⌈x⌉

T (x)
= ‖x‖ + 2 Var xc. (3.7)Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.2) íîðìà ‖ · ‖
T
çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè α ∈ K, òîåñòü ‖ ·‖

T
= ‖ ·‖α

T
, ïðè÷åì â ñèëó ëåììû 9 íîðìû ‖ ·‖α

T
è ‖ ·‖β

T
ýêâèâàëåíòíû. Òàêèì îáðàçîì,íîðìà ‖ · ‖

Γ
òàêæå çàâèñèò îò α, òî åñòü ‖ · ‖

Γ
= ‖ · ‖α

Γ
, è íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ

α, β ∈ K íîðìû ‖ · ‖α
Γ
è ‖ · ‖β

Γ
ýêâèâàëåíòíû.



22 Â.È. �îäèîíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 4Ëåììà 11. Äëÿ ëþáîãî x ∈ Γ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
‖x‖

Γ
= ‖xc‖ + Var xc. (3.8)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 7 äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû (3.8) ñâîäèòñÿê äîêàçàòåëüñòâó ðàâåíñòâà ‖x‖

Γ
= ‖x‖

T
, ãäå T =̇ T (x). Åñëè S ∈ T(K) è P =̇ T ∩ S, òî

x−
k = x+

k = 0 äëÿ ëþáîãî τk ∈ S\P, à òàê êàê x ∈ Γ ⊂ GT , òî
‖x‖

S
= ‖xS‖ + ⌈x⌉

S
= ‖xS‖ + ⌈x⌉

P
, xS(t) = x(t) − x

S
(t) = x(t) − x

P
(t) = xT (t) + x

T\P
(t),ñëåäîâàòåëüíî, ‖xS‖ 6 ‖xT ‖+⌈x⌉

T\P
è ‖x‖

S
6 ‖xT ‖+⌈x⌉

T
, òî åñòü äëÿ ëþáîãî S ñïðàâåäëèâî

‖x‖
S

6 ‖x‖
T
, ïîýòîìó ‖x‖

Γ
6 ‖x‖

T
. Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.Òåîðåìà 6. Ïðîñòðàíñòâî Γ[a, b] áàíàõîâî ïî íîðìå ‖ · ‖

Γ
.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {

xn

}

, xn ∈ Γ, � �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,òî åñòü ‖xm − xn‖Γ
−→
m,n

0. Â ñèëó (3.6) ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé âêàæäîì èç áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ GT , T ∈ T(K), ïî ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìå ‖ · ‖
T
. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî T ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ x(T ) ∈ GT òàêàÿ, ÷òî ‖xn − x(T )‖

T
→
n

0, àâ ñèëó çàìå÷àíèÿ 13 èìååì ‖xn − x(T )‖ →
n

0. Òàêèì îáðàçîì, âñå ïðåäåëüíûå �óíêöèè x(T )ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé, òî åñòü x(T ) = x äëÿ ëþáîãî T. Ïîñêîëüêó x(T ) ∈ GT , òî x ∈ GT äëÿëþáîãî T, ïîýòîìó â ñèëó (3.5) èìååì x ∈ Γ, è íàì îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ‖xn − x‖
Γ
→
n

0.Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N, ÷òî ïðè m,n > N è T ∈T(K) âûïîëíåíî ‖xm−xn‖T
< ε,ñëåäîâàòåëüíî, ïðè m → ∞ èìååì ‖x − xn‖T

6 ε, ïîýòîìó ‖xn − x‖
Γ

= sup
T∈T(K)

‖xn − x‖
T

6 ε.Òåîðåìà 7. Àëãåáðà Γ[a, b] ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé ïîíîðìå ‖ · ‖
Γ
.Èç (3.4) è (3.5) èìååì ‖xy‖

Γ
6 5 ‖x‖

Γ
‖y‖

Γ
, îòêóäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü óìíîæåíèÿ â Γ.

�Ïðîñòðàíñòâî BV[a, b] ñ íîðìîé
‖x‖BV =̇ |x(α)| + Var

[a,b]
x (3.9)òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé. Ýòî óòâåðæäåíèå õîðîøî èç-âåñòíî äëÿ íîðìû (3.9), â êîòîðîé α = a (ñì. [11, . 337℄), à äëÿ îñòàëüíûõ íîðì îòìåòèì, ÷òîâ ñåìåéñòâå (3.9), çàâèñÿùåì îò ïàðàìåòðà α ∈ [a, b], âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé.Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 4 ìû ðàáîòàåì ñ �èêñèðîâàííûì α.Ëåììà 12. Åñëè x ∈ BV, òî ïðè ëþáîì T ∈ T(K)

Var x = Var xT + Var x
T

(3.10)è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîìïîíåíò ëåáåãîâà ðàçëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâî Var x = Var xc + Var xc.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ õîðîøî èçâåñòíà (ñì., íàïðèìåð, çà-ìå÷àíèå 7). Ïóñòü Q =̇T\T (x), P =̇ T ∩ T (x), R =̇ T (x)\T. Ïîñêîëüêó x−
k = x+

k = 0 äëÿ âñåõ
τk ∈ Q, òî x

T
= x

P
è xT = xP . Åñëè z =̇ x

P
è y =̇ xP , òî T (z) = P è T (y) = R. Ñîãëàñíî(2.10) èìååì

zc = z
T (z)

= (x
P
)

P
= x

P
, yc = y

T (y)
= (xP )

R
= x

R\P
= x

R
,

zc = zT (z) = (x
P
)P = 0, yc = yT (y) = (xP )R = xP∪R = xT (x) = xc,

Var xT + Var x
T

= Var y + Var z = Var yc + Var yc + Var zc + Var zc = Var xc + Var x
R

+ Var x
P

=

= Var xc + ⌈x⌉
R

+ ⌈x⌉
P

= Var xc + ⌈x⌉
T (x)

= Var xc + Var x
T (x)

= Var xc + Var xc = Var x.
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‖x‖ 6 ‖x‖
T

6 ‖x‖
Γ

6 ‖x‖
BV

. (3.11)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà óæå äîêàçàíû, ÷òî êàñàåòñÿ òðåòüåãî, òîäîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ‖x‖
T

6 ‖x‖
BV

äëÿ ëþáîãî T ∈ T(K). Äåéñòâèòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèèñ ëåììîé 12 è ðàâåíñòâîì xT (α) = x(α) ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ
‖x‖

BV
− ‖x‖

T
= |x(α)| + Var x − ‖xT ‖ − Var x

T
=

= |x(α)| + Var xT − ‖xT ‖ = |xT (α)| + Var xT − ‖xT ‖ = ‖xT ‖
BV

− ‖xT ‖ñ íåîòðèöàòåëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ‖x‖
Γ

= sup
T∈T(K)

‖x‖
T

6 ‖x‖
BV

.Çàìå÷àíèå 14. Ïîäâîäÿ èòîã, ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî âòîðàÿ ñòðîêà äèàãðàììû (2.4) ñîñòîèòèç êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð ñ åäèíèöåé, ïðè÷åì êàæäàÿ èç àëãåáð ïîëíà ïî ñâîåéíîðìå, � ýòî ñîîòâåòñòâåííî íîðìû (3.9), (3.6), (3.2) è (3.1). Êðîìå òîãî, åñëè x ∈ BV, òîñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (3.11), åñëè x ∈ Γ, òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (3.7), à åñëè x ∈ GT ,òî ‖x‖ 6 ‖x‖
T
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