
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4ÓÄÊ 531.19, 519.24© Ñ. �. �àëëÿìîâ, Ñ. À. Ìåëü÷óêîâÎÁ ÎÄÍÎÌ ÌÅÒÎÄÅ �ÀÑ×�ÒÀ ÏÎ�Î�ÎÂ Ï�ÎÒÅÊÀÍÈß ÊÂÀÄ�ÀÒÍÎÉ ÈÀËÌÀÇÍÎÉ �ÅØÅÒÎÊ Â ÏÅ�ÊÎËßÖÈÎÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÓÇËÎÂÏðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ xc áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè â d -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàîñíîâå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû xcL ðåøåòîê ìàëûõ ðàçìåðîâ L . Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäàîãðàíè÷èëî êðóã ðàññìàòðèâàåìûõ 2d è 3d ðåøåòîê â çàäà÷å óçëîâ äî êâàäðàòíîé è àëìàçíîé. Âå-ëè÷èíû xcL äëÿ ýòèõ ðåøåòîê ðàññ÷èòûâàëèñü íà îñíîâå âåêòîðà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðåøåòêè èìàòðèöû ñìåæíîñòè ãðà�à, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåòêå ñ äîëåé óçëîâ x = 1 . Âû÷èñëåíû ïîðîãè ïðî-òåêàíèÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè xc = 0,592744 è ðåøåòêè àëìàçà xc = 0,430308 .Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðêîëÿöèÿ, ðåøåòêà, ïîðîã ïðîòåêàíèÿ, çàäà÷à óçëîâ, ãðà�.ÂâåäåíèåÊàê èçâåñòíî áîëüøèíñòâî ðàáîò â òåîðèè ïåðêîëÿöèè ïî îïðåäåëåíèþ ïîðîãîâ ïðîòåêà-íèÿ xc ðåøåòîê ñâÿçàíû ñ êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì. Îáùåãî ìåòîäà ðàñ÷åòà xc íåñóùåñòâóåò äàæå â ïðåäåëàõ îäíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d . Äëÿ òåîðèè è ïðàêòèêè èí-òåðåñ ïðåäñòàâëÿþò 2d è 3d ðåøåòêè â çàäà÷å óçëîâ. Â 2d ïðîñòðàíñòâå çàäà÷à óçëîâ äëÿðåøåòîê, ïðåäñòàâëÿþùèõ íàèáîëüøèé èíòåðåñ (òðåóãîëüíàÿ, êâàäðàòíàÿ è øåñòèóãîëüíàÿ),ðåøåíà äëÿ òðåóãîëüíîé ( xc = 0,5 [1, 2℄) è îñòàåòñÿ íåðåøåííîé äëÿ êâàäðàòíîé è øåñòèóãîëü-íîé ðåøåòîê. Â 3d ïðîñòðàíñòâå â çàäà÷å óçëîâ (âïðî÷åì, êàê è â çàäà÷å ñâÿçåé) íåèçâåñòíîíè îäíîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ.Â � 1 äàííîé ðàáîòû ïðåäëîæåí ìåòîä è óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ìåòîäà äëÿ ðàñ÷å-òà xc áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè â d ïðîñòðàíñòâå íà îñíîâå äâóõ èçâåñòíûõ âåëè÷èí xcL1
è xcL2

,ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì ðàçìåðàì L1 < L2 ìàëûõ ðåøåòîê.Ïåðâîíà÷àëüíî ïëàíèðîâàëîñü èçó÷èòü íàèáîëåå ¾ïîïóëÿðíûå¿ 2d è 3d ðåøåòêè (êâàä-ðàòíàÿ è øåñòèóãîëüíàÿ, ïðîñòàÿ êóáè÷åñêàÿ, îáú¼ìíî-öåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ, ãðàíåöåí-òðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ è àëìàçíàÿ), xc êîòîðûõ îïðåäåëåíû â îñíîâíîì êîìïüþòåðíûì ìî-äåëèðîâàíèåì. Ââåä¼ííîå â ðàáîòå ïðèáëèæ¼ííîå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà èñêëþ÷èëîäàëüíåéøåå èçó÷åíèå âñåõ 3d ðåøåòîê êðîìå ðåøåòêè àëìàçà.Â � 2 ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ xcL ðåøåòîê ïðè ðàçìåðíîñòÿõ ïðîñòðàíñòâà
d > 1 , ïîñëå ïðèìåíåíèÿ, êîòîðîãî øåñòèóãîëüíàÿ ðåøåòêà áûëà òàêæå èñêëþ÷åíà èç äàëü-íåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ �� ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ âûáîð ðåøåòîê â íàçâàíèè ðàáîòû. Âåëè÷èíû xcLäëÿ ýòèõ ðåøåòîê ðàññ÷èòûâàëèñü íà îñíîâå âåêòîðà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðåøåòêè è ìàòðè-öû ñìåæíîñòè ãðà�à, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåòêå, â êîòîðîé âñå óçëû ïðîâîäÿùèå, òî åñòü ïðè
x = 1 .� 3 è � 4 ïîñâÿùåíû ðàñ÷åòó ïîðîãîâ ïðîòåêàíèÿ àëìàçíîé è êâàäðàòíîé ðåøåòîê íà îñíîâåàëãîðèòìà � 2.� 1. Ìåòîä ðàñ÷åòà ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ xc áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè íà îñíîâå ðåøåòîêìàëûõ ðàçìåðîâ. Ïðèìåíèìîñòü ìåòîäàÂ [3℄ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè xc ÷åðåç ñðåäíåå çíà÷å-íèå xcL êîíå÷íîé ðåøåòêè ïðåäëîæåíî ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ òðåõìåðíûõ ðåøåòîê:

xcL = xc +
B

L
, (1.1)ãäå B � êîíñòàíòà.



34 Ñ.�. �àëëÿìîâ, Ñ.À. Ìåëü÷óêîâÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4Õîòÿ (1.1) ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå, îäíàêî îíî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòûñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ, íàïðèìåð îïèñàíèå íåñêåéëèíãîâûõ �óíêöèé Y (x,L) è P (x, L) â [4℄.Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðåøåòîê ìàëûõ ðàçìåðîâ ëèíåéíûé çàêîí (1.1) ìîæåò áûòü ïðèìåíåíäëÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d .Â [4, 5℄ ââåäåíà �óíêöèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî âûáðàííûé ñ âåðîÿòíîñòüþ x óçåë,èíòåðåñóþùåé íàñ �àçû, ïðèíàäëåæèò ñîåäèíÿþùåìó êëàñòåðó
Y (x,L) =

1

1 + exp[−S(x, L)]
, S(x, L) =

N
∑

n=1

an(xn − xn
cL), (1.2)ãäå (N − 1 ) ÷èñëî íåòðèâèàëüíûõ òî÷åê Yi(xi) , ïîëó÷åííûõ ðàñ÷åòíûì ïóòåì, à xcL ñîîòâåò-ñòâóåò óñëîâèþ

Y (xcL, L) =
1

2
. (1.3)Âåðîÿòíîñòü ïðîòåêàíèÿ èëè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé óçåë ðåøåòêè ðàç-ìåðà L ïðèíàäëåæèò ñîåäèíÿþùåìó êëàñòåðó P (x,L) îïðåäåëÿåòñÿ êàê [4, 5℄

P (x,L) = xY (x,L), (1.4)îòêóäà èç óñëîâèÿ (1.3) ïðè x = xcL ñëåäóåò, ÷òî
P (xcL, L) =

xcL

2
. (1.5)Òîãäà ìàññà ñîåäèíÿþùåãî êëàñòåðà M(L) èëè ñðåäíåå ÷èñëî óçëîâ â ñîåäèíÿþùåì êëàñòåðåðåøåòêè ðàçìåðà L = (N)1/d ïðè x = xcL áóäåò

M(L) = NP (xcL, L) =
NxcL

2
. (1.6)Â [4℄ ïîêàçàíî, ÷òî xcL ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x , �óíêöèÿ ðàñïðå-äåëåíèÿ êîòîðîé çàäàíà êàê Y (x, L) , òîãäà ñîãëàñíî [6℄ äëÿ ðåøåòêè ñ ëèíåéíûì ðàçìåðîì Lñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

|x − xc|−ν ∝ L èëè |xcL − xc|−ν ∝ L (1.7)ïðè x = xcL . Çäåñü ν êðèòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü, çàâèñÿùèé îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d .Cëåäóÿ [7, 8℄ ïîêàæåì, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ν = 1 . Äåéñòâèòåëüíî, ðàñïîëàãàÿ óçëû íàëèíèè, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ñîåäèíÿþùèé êëàñòåð âîçíèêàåò òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå óçëû ÿâ-ëÿþòñÿ ïðîâîäÿùèìè, òî åñòü ïîðîã ïðîòåêàíèÿ xc = 1 ïðè d = 1 . Ïðè ðåíîðìàëèçàöèè (ðå-íîðìèðîâêå) ìû ãðóïïèðóåì óçëû â ñóïåðóçëû ïî b óçëîâ â êàæäîì ñóïåðóçëå. Òåïåðü íîâàÿêîíöåíòðàöèÿ x′ ñâÿçàíà ñ êîíöåíòðàöèåé x èíòåðåñóþùåé íàñ �àçû äî ðåíîðìèðîâêè êàê
x′ = xb . Åñëè íà÷àòü ðåíîðìèðîâêó ïðè x = xc = 1 , òî âåëè÷èíà Λ = dx′

dx = bxb−1 = b . Èçïåðâîãî ïî (1.7) ñëåäóåò, ÷òî b|x′ − xc|−ν = |x − xc|−ν è ïîñëå ëîãàðè�ìèðîâàíèÿ ïîëó÷àåìêðèòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü
ν =

log b

log Λ
= 1. (1.8)�àññìîòðèì ìàëûå ðåøåòêè, õàðàêòåðíûé ðàçìåð êîòîðûõ L ïîðÿäêà õàðàêòåðíîãî ðàç-ìåðà L1 ýëåìåíòàðíîé ðåøåòêè, òî åñòü L ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ

L = L1, L1 + 1, . . .Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ðåøåòêó â d ïðîñòðàíñòâå ñ ÷èñëîì óçëîâ ðàâíûì N . Îáîçíà-÷èì ÷åðåç Nmin ìèíèìàëüíîå ÷èñëî óçëîâ-ïðîâîäíèêîâ, ïðè êîòîðîì âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ñî-åäèíÿþùåãî êëàñòåðà. Ïðè ÷èñëå óçëîâ-ïðîâîäíèêîâ ìåíüøå ÷åì Nmin óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòüïðîòåêàíèÿ Y (x, L) è âåðîÿòíîñòü ïðîòåêàíèÿ P (x, L) ðàâíû íóëþ: Y (x,L) = P (x, L) = 0 .
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à) á) â) ã)�èñ. 1. Êâàäðàòíàÿ ðåø¼òêà, ÷èñëî óçëîâ N = 3 × 3 . Ñòðåëêîé ïîêàçàíî íàïðàâëåíèåïðîòåêàíèÿ. Ïðîâîäÿùèå óçëû (óçëû-ïðîâîäíèêè) � áåëûå. à) äâóõ óçëîâ-ïðîâîäíèêîâíåäîñòàòî÷íî äëÿ ïðîòåêàíèÿ ñëåâà íàïðàâî; á) Nmin = 3 , ñîåäèíÿþùèé êëàñòåð ïî òð¼ìóçëàì 1-2-3; â) òðè íåïðîâîäÿùèõ óçëà äàþò õîòÿ áû îäíó êîí�èãóðàöèþ, ïðè êîòîðîéîòñóòñòâóåò ïðîòåêàíèå ñëåâà íàïðàâî è ïîýòîìó Nmax = 6 ; ã) êîí�èãóðàöèÿ äëÿ çàäàíèÿìàòðèöû ñìåæíîñòè: âñå 9 óçëîâ � ïðîâîäíèêè.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êâàäðàòíîé è êóáè÷åñêîé ðåøåòîê Nmin ðàâíî ðàçìåðó ðåøåòêè L . Íàïðè-ìåð, äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè ñ N = 3 × 3 (ðèñ. 1à) äâóõ óçëîâ-ïðîâîäíèêîâ íåäîñòàòî÷íî äëÿïðîòåêàíèÿ ñëåâà íàïðàâî è ïîýòîìó Nmin = 3 (ðèñ. 1á). Çíà÷åíèÿ Nmin äëÿ äðóãèõ ìàëûõðåøåòîê ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ èç èõ ãåîìåòðèè.Åñëè M(L) ñðåäíåå ÷èñëî óçëîâ â ñîåäèíÿþùåì êëàñòåðå ïðè x = xcL áóäåò áëèçêî ê Nmin

NxcL

2
≈ Nmin, (1.9)òî ñîåäèíÿþùèé êëàñòåð ïðåäñòàâëÿåò îäíîìåðíóþ ( d = 1 ) öåïî÷êó, äëÿ êîòîðîé, êàê ïî-ëó÷åíî âûøå, â (1.7) çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ν = 1 . Òîãäà (1.7) áóäåò ëèíåéíîéçàâèñèìîñòüþ îò îáðàòíîãî ðàçìåðà ðåøåòêè ( 1
L ):

|xcL − xc| ∝
1

L
, (1.10)êîòîðàÿ áóäåò íàðóøàòüñÿ ïðè óñëîâèè NxcL

2 > Nmin è ñòðîãî âûïîëíÿòüñÿ ïðè
NxcL

2
6 Nmin, (1.11)òî åñòü (1.11) äîëæíî îáåñïå÷èâàòü ëèíåéíîñòü (1.10) ïðè ëþáîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d .Ïðè ðàçìåðíîñòÿõ ïðîñòðàíñòâà d > 1 äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ ðåøåòêè xc ïðèïîìîùè (1.10) äîñòàòî÷íî çíàòü äâà çíà÷åíèÿ xcL , ñîîòâåòñòâåííî äâóì ðàçìåðàì L1 è L2 :

xc =
xcL1

− xcL2

(

L2

L1

)

1 −
(

L2

L1

) , (1.12)ïðè ýòîì êàæäîå L è xcL äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (1.11).Òàê êàê xcL çàðàíåå íåèçâåñòíû, çàìåíèì ïîêà (1.9) è (1.11) èõ ïðèáëèæåíèÿìè. Êàê ñêà-çàíî âûøå, Nmin �� ïðàâàÿ ÷àñòü (1.9) è (1.11), äëÿ ìàëûõ ðåøåòîê ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ èç èõãåîìåòðèè è ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà ðàçìåðó ðåøåòêè L .Âêëàä ïðè d > 1 â ëåâóþ ÷àñòü (1.9) è (1.11) äàåò âåëè÷èíà N = Ld è xcL , äëÿ îöåíêèêîòîðîé èñïîëüçóåì âåëè÷èíû Nmin è Nmax ñëåäóþùèì îáðàçîì.Åñëè Nmin �� ýòî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî óçëîâ-ïðîâîäíèêîâ, ïðè êîòîðîì âîçìîæíî ïîÿâëåíèåñîåäèíÿþùåãî êëàñòåðà, òî Nmax ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó óçëîâ-ïðîâîäíèêîâ, ïðèêîòîðîì ñîåäèíÿþùèé êëàñòåð ìîæåò îòñóòñòâîâàòü. Íàïðèìåð, äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè ñ
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N = 3 × 3 (ðèñ. 1â) Nmax = 6 (òðè íåïðîâîäÿùèõ óçëà äàþò õîòÿ áû îäíó êîí�èãóðàöèþ, ïðèêîòîðîé îòñóòñòâóåò ïðîòåêàíèå, íàïðèìåð, ñëåâà íàïðàâî).Ïðè x = x1 = Nmin−1

N óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðîòåêàíèÿ Y (x,L) ðàâíà 0, à ïðè x = x2 =
Nmax+1

N ðàâíà 1. Äëÿ îöåíêè xcL âîçüìåì ñðåäíåå x1 è x2 :
xcL =

x1 + x2

2
=

Nmax + Nmin
2N

, (1.13)òîãäà óñëîâèÿ (1.9) è (1.11) áóäåò âûðàæàòüñÿ òåïåðü ÷åðåç Nmin è Nmax :
Nmax ≈ 3Nmin è Nmax 6 3Nmin. (1.14)Âûðàæåíèÿ (1.13) è (1.14) ñëóæàò òîëüêî äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîé îöåíêè xcL è òîãî, ÷òî ìîæíîîæèäàòü âûïîëíåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (1.10).Ïðîâåðèì äâà õàðàêòåðíûõ ðàçìåðà ðåøåòêè L1 è L2 íà âûïîëíåíèå (1.14). Äëÿ ýòîãîâûáåðåì íàèáîëåå ¾ïîïóëÿðíûå¿ ðåøåòêè: êâàäðàòíóþ è øåñòèóãîëüíóþ â ïëîñêîì ñëó÷àå èïðîñòóþ êóáè÷åñêóþ, ÎÖÊ, �ÖÊ è ðåøåòêó àëìàçà â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. �åçóëüòàòû ïðîâåðêèóäîáíî ñâåñòè â ñëåäóþùóþ òàáëèöó:�åøåòêà Z N L1, L2 Nmax Nmin âûïîëíåíèå(1.14)

Nmax 6 3NminÊâàäðàòíàÿ 4 4 L1 = 2 2 2 äà(ðèñ. 1) 9 L2 = 3 6 3 äàØåñòèóãîëüíàÿ 3 6 L1 =
√

6 5 4 äà(ðèñ. 2) 24 L2 =
√

24 22 8 äàÏðîñòàÿ 8 L1 = 2 4 2 äàêóáè÷åñêàÿ (ÏÊ) 6 27 L2 = 3 18 3 íåòÎáúåìíî-öåíòðèðîâàííàÿ 8 9 L1 = 3
√

9 8 3 äàêóáè÷åñêàÿ (ÎÖÊ) 35 L2 = 3
√

35 31 5 íåò�ðàíåöåíòðèðîâàííàÿ 12 14 L1 = 3
√

14 10 3 íåòêóáè÷åñêàÿ (�ÖÊ) 63 L2 = 3
√

9 51 5 íåòÀëìàçà (ðèñ. 3à è ðèñ. 3á) 4 14 L2 = 3
√

14 12 5 äàÖåíòðèðîâàííûé òåòðàýäð (ýëå-ìåíòàðíàÿ ðåøåòêà àëìàçà)(ðèñ. 4à è ðèñ. 4á) 5 L1 = 3
√

5 4 3 äàÈç ïîñëåäíåãî ñòîëáöà òàáëèöû âèäíî, ÷òî âûïîëíåíèå (1.14) äëÿ äâóõ ðàçìåðîâ L1 è L2îäíîãî âèäà ðåøåòêè ïîçâîëÿåò îæèäàòü âûïîëíåíèÿ (1.10), à çíà÷èò è (1.12) äëÿ íàõîæäåíèÿïîðîãà ïðîòåêàíèÿ xc äëÿ êâàäðàòíîé, øåñòèóãîëüíîé è àëìàçíîé ðåøåòîê. Îäíàêî ñäå-ëàííûé âûáîð ðåøåòîê ÿâëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûì è òðåáóåò ïîâòîðíîé ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿíåðàâåíñòâà (1.11) ïîñëå áîëåå òî÷íîãî, ÷åì ïî (1.13), îïðåäåëåíèÿ xcL . Çàáåãàÿ âïåðåä, çàìå-òèì, ÷òî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà äëÿ áîëåå òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ xcL , îïèñàííîãî íèæåâ � 2, äëÿ øåñòèóãîëüíîé ðåøåòêè èç N = 24 óçëîâ (èëè L2 =
√

24 ) ïîëó÷åíî xcL2
= 0,742756 ,ïðè êîòîðîì NxcL

2 = 8,91 áîëüøå Nmin = 8 . Òîãäà øåñòèóãîëüíàÿ ðåøåòêà äîëæíà áûòü èñ-êëþ÷åíà èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ, õîòÿ ïðèìåíåíèå (1.12) ïðè L1 =
√

6 è xcL1
= 0,788294äàåò ïîðîã ïðîòåêàíèÿ øåñòèóãîëüíîé ðåøåòêè xc = 0,697218 �� ðåçóëüòàò î÷åíü áëèçêèé ê0,697043, ïîëó÷åííûé â [9℄. Çäåñü è äàëåå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ðàññ÷èòàííûõ íàìè âåëè÷èí xcLè xc ïðèâîäÿòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî 6 çíà÷àùèõ öè�ð. Òàêàÿ òî÷íîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ àëãîðèòìîìÇè��à äëÿ çàäà÷è óçëîâ íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå. Äàííûé àëãîðèòì ïðèçíàí íàèáîëåå ý��åê-òèâíûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ ìåòîäîì êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ìîäåëèãðàäèåíòíîé ïåðêîëÿöèè [10℄.
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à) á) â) ã)�èñ. 2. Øåñòèóãîëüíûå ðåø¼òêè  N = 6 è N = 24 . Ñòðåëêîé ïîêàçàíî íàïðàâëåíèåïðîòåêàíèÿ. Ïðîâîäÿùèå óçëû (óçëû-ïðîâîäíèêè) � áåëûå. à) N = 6 , Nmin = 4 , á) N = 6 ,
Nmax = 5 â) N = 24 , Nmin = 8 ã) N = 24 , Nmax = 22 .� 2. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ xcL ðåøåòîê ïðè ðàçìåðíîñòÿõ ïðîñòðàíñòâà D > 1Îòìåòèì, ÷òî (1.12) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì âûðàæåíèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ xcïðè îãðàíè÷åíèè (1.11), âûïîëíåíèå êîòîðîãî ñëåäóåò îæèäàòü äëÿ ðåøåòîê ìàëûõ ðàçìåðîâ.Ïîýòîìó ïîñòàâèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ xcL äëÿ ðåøåòîê ñ ìàëûì ÷èñëîì óçëîâ N .Ïðè èçâåñòíîé ãåîìåòðèè ðåøåòêè ïîäñ÷èòàåì Nmin è Nmax . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ xcL , ñìûñëêîòîðîãî îïðåäåëåí â (1.3),èñïîëüçóåì �óíêöèþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ïðîòåêàíèÿ Y (x, L)ïî (1.2):
Y (x, L) =

1

1 + exp[−S(x,L)]
, S(x, L) =

n
∑

i=1

ai(x
i − xi

cL),ãäå òåïåðü n = Nmax − Nmin . Äëÿ çàäàíèÿ Y (x,L) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êîý��èöèåíòû aiïðè çàðàíåå èçâåñòíûõ Yi(xi, L) , âû÷èñëåíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé, êîòîðóþ íåîáõîäèìîðåøèòü â ïåðâóþ î÷åðåäü. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì àëãîðèòì èç òåîðèè ãðà�îâ [?℄Ïðåäñòàâèì ðåøåòêó â âèäå íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à Γ = 〈Vi, rj〉 , {Vi} � ìíîæåñòâî âåð-øèí (óçëû ðåøåòêè), {rj} � ìíîæåñòâî ðåáåð (ïàðà ñâÿçàííûõ óçëîâ). Ñàì ãðà� ìîæíî çà-äàòü, íàïðèìåð, ìàòðèöåé ñìåæíîñòè.Ïðè ÷èñëå óçëîâ-ïðîâîäíèêîâ ìåíüøå ÷åì Nmin óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðîòåêàíèÿ Y (x, L)ðàâíà 0, à ïðè ÷èñëå óçëîâ-ïðîâîäíèêîâ áîëåå ÷åì Nmax � ðàâíà 1. Ïîýòîìó âû÷èñëÿåì óñëîâ-íûå âåðîÿòíîñòè ïðîòåêàíèÿ ïðè ÷èñëå óçëîâ k â èíòåðâàëå îò Nmin äî Nmax . Äëÿ ýòîãî�èêñèðóåì k � ÷èñëî óçëîâ-ïðîâîäíèêîâ è îïðåäåëÿåì âñå âîçìîæíûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîí-�èãóðàöèè (êîìáèíàöèè) ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ äëÿ ðåøåòêè îïðåäåëåííîé ãðà�îì Γ . ×èñëîòàêèõ êîí�èãóðàöèé ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç N ïî k : Ck
N = N !

(N−k)!k! .Äëÿ ðàñ÷åòîâ íåîáõîäèìî çàðàíåå çíàòü: ÷èñëî óçëîâ N â ðåøåòêå; ìàòðèöó ñìåæíîñòèãðà�à, îïðåäåëÿþùåãî ðåøåòêó è ÷èñëî óçëîâ (ïðè èçó÷åíèè ïðîòåêàíèÿ, íàïðèìåð, ñëåâàíàïðàâî) â ëåâîé ïëîñêîñòè è ÷èñëî óçëîâ â ïðàâîé ïëîñêîñòè (äàëåå ÷èñëî ¾ëåâûõ¿ è ¾ïðàâûõ¿óçëîâ).Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè Yk êàæäûé âàðèàíò ðåøåòêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìàññèâàäëèíû N : u = (u0, u1, . . . , uN−1) . uk = 0 , åñëè k -ûé óçåë íåïðîâîäÿùèé è uk = 1 , åñëè k -ûéóçåë� óçåë-ïðîâîäíèê.Çàäàäèì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ðåøåòêè âåêòîðîì r(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) , ó êîòîðîãî ÷èñëî åäè-íèö ðàâíî ÷èñëó ¾ëåâûõ¿ óçëîâ. Óìíîæàÿ âåêòîð r íà ìàòðèöó ñìåæíîñòè, ïîëó÷èì âåêòîðñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì ê ¾ëåâûì¿ óçëàì áóäóò äîáàâëåíû óçëû-ïðîâîäíèêè, ñìåæíûå ñ ¾ëåâû-ìè¿. Ïîâòîðÿåì óìíîæåíèå äî òåõ ïîð, ïîêà ïðîèçâåäåíèå íå ðàñøèðèò ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõóçëîâ äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Nmax . Åñëè ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû îäèí ¾ïðàâûé¿, òî ñ÷èòà-åòñÿ, ÷òî êîí�èãóðàöèÿ ðåøåòêè îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîòåêàíèÿ. �åîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò,
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à) á)�èñ. 3. �åø¼òêà àëìàçà, ÷èñëî óçëîâ N = 14 . Íàïðàâëåíèå ïðîòåêàíèÿ ñëåâà íàïðàâî.Ïðîâîäÿùèå óçëû (óçëû-ïðîâîäíèêè) � áåëûå. à) Nmin = 5 , á) Nmax = 12 .÷òî â äàííîé êîí�èãóðàöèè ðåøåòêè ïîÿâèëàñü ëèíåéíàÿ öåïî÷êà, ñîåäèíÿþùàÿ ëåâóþ ïëîñ-êîñòü ñ ïðàâîé.Ïîñëå ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû N ñ k åäèíèöàìè è (N − k )íóëÿìè íóæíî âûáðàòü òå mx êîí�èãóðàöèé, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïðîòåêàíèÿ, ïîñëå÷åãî íàõîäèì èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü â âèäå îòíîøåíèÿ Yk = mx

Ck

N

.Âû÷èñëèâ äëÿ êàæäîãî k âåðîÿòíîñòè Yk , ïîëó÷àåì
Yk = Y (xk), (2.1)ãäå xk = k

N , k = Nmin + 1, . . . , Nmax .Ïîäñòàâèâ â (1.2) âñå çíà÷åíèÿ Yk èç (2.1), ïîëó÷èì ñèñòåìó èç k íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
Yk(x) =

1

1 + e
−

nP
i=1

ai(xi

k
−xi

0
)

(2.2)îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x0 è ai , çäåñü ÷åðåç x0 îáîçíà÷åíî xcL â (1.2).Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê ëèíåéíîé ñèñòåìå èç ( k − 1 ) óðàâíåíèé îòíîñè-òåëüíî ai è ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè ( k−1 ) ñ íåèçâåñòíîé x0 . Äëÿ ýòîãî âûäåëèì ñóììó â ïðàâóþ÷àñòü:
ln

(

1

Yk
− 1

)

= −
n

∑

i=1

ai(x
i
k − xi

0), (2.3)è èçáàâèìñÿ îò x0 , ïîñëå ÷åãî îñòàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà
ln

(

1

Yk
− 1

)

− ln

(

1

Y1
− 1

)

= −
n

∑

i=1

ai(x
i
k − xi

1) (2.4)îòíîñèòåëüíî ai . �åøàåì (2.4) ëþáûì èçâåñòíûì ñïîñîáîì è íàõîäèì ai .Òåïåðü ïîäñòàâëÿåì íàéäåííûå êîý��èöèåíòû ai â ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.3), íóæíûé êî-ðåíü x0 êîòîðîé ìîæíî íàéòè, ê ïðèìåðó, èòåðàöèîííûì ìåòîäîì Íüþòîíà. Êîðåíü (2.3) âïðîìåæóòêå, ãäå Y ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0,5 è åñòü èñêîìîå çíà÷åíèå x0 = xcL .



Îá îäíîì ìåòîäå ðàñ÷åòà ïîðîãîâ ïðîòåêàíèÿ êâàäðàòíîé è àëìàçíîé ðåøåòîê 39ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4� 3. xcL ðåøåòîê àëìàçà è òåòðàýäðà. Ïîðîã ïðîòåêàíèÿ àëìàçíîé ðåøåòêèÂû÷èñëèì xcL äëÿ ðåøåòêè àëìàçà ïî àëãîðèòìó � 2. Èç ðèñ. 3à âèäíî,÷òî Nmin = 5 , à èçðèñ. 3á, ÷òî Nmax = 12 .Àëìàçíàÿ ðåøåòêà, ñ óçëàìè, çàíóìåðîâàííûìè êàê íà ðèñ. 3, äàåò ñëåäóþùóþ èí�îðìà-öèþ:1)Ïîëíîå ÷èñëî óçëîâ ðàâíî 14;2)Ìàòðèöà ñìåæíîñòè, ãðà�à, îïðåäåëÿþùåãî àëìàçíóþ ðåøåòêó, çàäàåòñÿ êàê
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1Ýòà ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóåò ðåøåòêå, â êîòîðîé âñå óçëû ïðîâîäÿùèå.3) ÷èñëî ¾ëåâûõ¿ óçëîâ: 3; ÷èñëî ¾ïðàâûõ¿ óçëîâ: 3.Âîçüìåì, ê ïðèìåðó, êîí�èãóðàöèþ ðåøåòêè u = (0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0) , ñîîòâåò-ñòâóþùóþ äîëå óçëîâ-ïðîâîäíèêîâ x = 8

14 . Ýòîé êîí�èãóðàöèè ðåøåòêè áóäåò ñîîòâåòñòâî-âàòü ìàòðèöà ñìåæíîñòè ñ îáíóëåííûìè ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ñ íîìåðàìè óçëîâ 1,4, 7, 9, 12,14: 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 00 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0Çàäàäèì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ðåøåòêè âåêòîðîì r(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) , ó êîòîðîãî ÷èñëî åäè-íèö ðàâíî 3 (÷èñëó ¾ëåâûõ¿ óçëîâ). Óìíîæàÿ âåêòîð r íà ìàòðèöó ñìåæíîñòè, ïîëó÷èì âåêòîðñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì ê ¾ëåâûì¿ óçëàì áóäóò äîáàâëåíû óçëû-ïðîâîäíèêè, ñìåæíûå ñ ¾ëåâû-ìè¿. Ïîâòîðÿåì óìíîæåíèå äî òåõ ïîð, ïîêà ïðîèçâåäåíèå íå ðàñøèðèò ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõóçëîâ äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Åñëè ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû îäèí ¾ïðàâûé¿, òî ñ÷èòàåòñÿ,÷òî êîí�èãóðàöèÿ ðåøåòêè îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîòåêàíèÿ.Ïðè êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà áûëî èñïîëüçîâàíî ðàñøèðåíèå ÿçûêà C++Standard Template Library. Äëÿ ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû N ñ k
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à) á)�èñ. 4. Öåíòðèðîâàííûé òåòðàýäð (ýëåìåíòàðíàÿ ðåø¼òêà àëìàçà), ÷èñëî óçëîâ N=5.Ñòðåëêîé ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå ïðîòåêàíèÿ. Ïðîâîäÿùèå óçëû (óçëû-ïðîâîäíèêè) - áåëûå. à)

Nmin = 3 , á) Nmax = 4 .åäèíèöàìè è (N − k) íóëÿìè èñïîëüçîâàëàñü �óíêöèÿ next_permutation. Ïåðåáðàâ âñå êîì-áèíàöèè è âûáðàâ òå mx êîí�èãóðàöèé, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïðîòåêàíèÿ, íàõîäèìâåðîÿòíîñòü â âèäå îòíîøåíèÿ Yk = mx
Ck

N

.Äëÿ ýëåìåíòàðíîé ðåøåòêè àëìàçà ïîëó÷åíû è ñâåäåíû â òàáëèöó ñëåäóþùèå âîñåìü íåòðè-âèàëüíûõ çíà÷åíèé Yi(xi) :
xi

5
14

6
14

7
14

8
14

9
14

10
14

11
14

12
14

Yi(xi)
8

1001
128
3003

37
286

826
3003

508
1001

731
1001

163
182

89
91Ïîäñòàâèâ â (2.1) âñå Yi(xi) èç òàáëèöû, ïîëó÷èì ñèñòåìó èç 8 íåëèíåéíûõ óðàâíåíèéïî (2.2) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x0 è ai , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê ëèíåéíîéñèñòåìå èç ñåìè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ai è ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 7 ñ íåèçâåñòíîé x0 ïî (2.3).Äëÿ ýòîãî âûäåëèì ñóììó â ïðàâóþ ÷àñòü:

ln

(

1

Yk
− 1

)

= −
n

∑

i=1

ai(x
i
k − xi

0), (3.1)è èçáàâèìñÿ îò x0 , ïîñëå ÷åãî îñòàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà (2.4)
ln

(

1

Yk
− 1

)

− ln

(

1

Y1
− 1

)

= −
n

∑

i=1

ai(x
i
k − xi

1) (3.2)îòíîñèòåëüíî ai . �åøàÿ ñèñòåìó (3.2) ëþáûì èçâåñòíûì ñïîñîáîì, íàõîäèì ai . Äëÿ àëìàçíîéðåøåòêè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ai :
a1 = −491,064998; a2 = 3488,505332; a3 = −11662,074916; a4 = 21722,789179;

a5 = −23132,509717; a6 = 13184,464932; a7 = −3113,736924,à òàêæå x0 = xcL = 0,640572 , ïðè êîòîðîì NxcL/2 = 4,48 ìåíüøå Nmin = 5 . Óáåäèâøèñü ââûïîëíåíèè(1.11) ïåðåéä¼ì ê öåíòðèðîâàííîìó òåòðàýäðó.Òåòðàýäð.Àëìàçíàÿ ðåøåòêà ñîñòîèò èç öåíòðèðîâàííûõ òåòðàýäðîâ (äàëåå òåòðàýäð), êàæäûé èçêîòîðûõ ñîäåðæèò ïî 5 óçëîâ , òî åñòü òåòðàýäð ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ðåøåòêîé äëÿ ðåøåòêèàëìàçà ñ îäèíàêîâûì êîîðäèíàöèîííûì ÷èñëî Z = 4 . Èç ðèñ. 4à âèäíî, ÷òî Nmin = 3 , à èçðèñ. 4á, ÷òî Nmax = 4 , îòñþäà ïîëó÷àåì äâå íåòðèâèàëüíûå òî÷êè Yi(xi) äëÿ x1 = 3
5 è x2 = 4

5 :
xi

3
5

4
5

Yi(xi)
3
10

6
10
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�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü Y (x) äëÿ òåòðàýäðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóõ ïðÿìûõ Y1(x) è Y2(x) .Ïëîùàäü íàä ïðÿìûìè Y1(x) = (15x − 6)/10 è Y2(x) = 2x − 1 ðàâíà xñò1 = 0,72 .Ïðÿìàÿ Y1(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0,5 ïðè xñò1 = 0,7(3) .Ïîñòðîèì çàâèñèìîñòü Y (x) ÷åðåç ýòè òî÷êè è ïîëó÷èì äâå ïðÿìûå Y1(x) = 15x−6
10 è Y2(x) =

= 2x − 1 (ðèñ. 5) Èñïîëüçóÿ èç [5℄ ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ:
I =

1
∫

0

[1 − Y (x,L)] dx = xcL,ãåîìåòðè÷åñêè ñìûñë, êîòîðîãî îçíà÷àåò, ÷òî xcL ÿâëÿåòñÿ ïëîùàäüþ íàä çàâèñèìîñòüþ
Y (x, L) , íàõîäèì ïëîùàäü íàä ïðÿìûìè Y1(x) è Y2(x) è îïðåäåëÿåì ïåðâîå çíà÷åíèå xñò1 = 0,72 .Äàëåå èç óñëîâèÿ Y1(x) = 15x−6

10 = 1
2 íàõîäèì âòîðîå çíà÷åíèå xñò2 = 0,7(3) . Ñ÷èòàÿ, ÷òî xñò1è xñò2 èìåþò îäèíàêîâûå âåñà íàõîäèì èõ ñðåäíåå xñò = 0,72(6) , ïðè êîòîðîì NcL

2 = 1,82ìåíüøå Nmin = 3 . Óáåäèâøèñü â âûïîëíåíèè (1.11) äëÿ òåòðàýäðà ñ L1 = (5)1/3 , ïåðåéäåì êâû÷èñëåíèþ xc .Ïîðîã ïðîòåêàíèÿ àëìàçíîé ðåøåòêè.Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ xcL1 = 0,72(6) äëÿ òåòðàýäðà ðàçìåðà L1 = (5)1/3 è ðå-øåòêè àëìàçà xcL2 = 0,64057194 ðàçìåðà L2 = (14)1/3 â �îðìóëó (1.12) è ïîëó÷èì ïîðîã ïðî-òåêàíèÿ àëìàçíîé ðåøåòêè xc = 0,43030774 .� 4. XcL êâàäðàòíûõ ðåøåòîê ðàçìåðàìè L1 = 2 è L2 = 3 . Ïîðîã ïðîòåêàíèÿêâàäðàòíîé ðåøåòêè.
L2 = 3 . Ñëåäóÿ � 3, âíà÷àëå ðàññìîòðèì ðåøåòêó áîëüøåãî ðàçìåðà. Èç ðèñ. 1á âèäíî, ÷òî

Nmin = 3 , à èç ðèñ. 1â, ÷òî Nmax = 6 .Êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà, ñ óçëàìè, çàíóìåðîâàííûìè êàê íà ðèñ. 1ã, äàåò ñëåäóþùóþ èí�îð-ìàöèþ:1) Ïîëíîå ÷èñëî óçëîâ ðàâíî 9;



42 Ñ.�. �àëëÿìîâ, Ñ.À. Ìåëü÷óêîâÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 42) Ìàòðèöà ñìåæíîñòè, ãðà�à, îïðåäåëÿþùåãî êâàäðàòíóþ ðåøåòêó ñ N = 3 × 3 , çàäàåòñÿêàê
1 1 0 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 0 1 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 0 1 0 1 1Ýòà ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóåò ðåøåòêå, â êîòîðîé âñå óçëû ïðîâîäÿùèå(ðèñ. 1 ã).3) ÷èñëî ¾ëåâûõ¿ óçëîâ: 3; ÷èñëî ¾ïðàâûõ¿ óçëîâ: 3.Ïî àëãîðèòìó � 2 äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè ñ N = 3 × 3 ïîëó÷åíû è ñâåäåíû â òàáëèöóñëåäóþùèå ÷åòûðå íåòðèâèàëüíûõ çíà÷åíèé Yi(xi) :

xi
3
9

4
9

5
9

6
9

Yi(xi)
1
28

11
63

59
126

67
84Ñëåäóÿ, äàëåå àëãîðèòìó � 2 ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ai :

a1 = 53,051604 a2 = −75,785239 a3 = 47,231464è çàòåì îïðåäåëåíà âåëè÷èíà xcL2 = 0,565637 , ïðè êîòîðîé NxcL

2 = 2,54 ìåíüøå Nmin = 3 .Óáåäèâøèñü â âûïîëíåíèè (1.11), ïåðåéäåì ê ðåøåòêå ìåíüøåãî ðàçìåðà.
L1 = 2 . Äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè ñ ÷èñëîì óçëîâ N = 2 × 2 ëåãêî íàéòè Nmin = Nmax = 2 ,òî åñòü ïîëó÷èì âñåãî îäíó íåòðèâèàëüíóþ òî÷êó Yi(xi) = 1/3 ïðè x1 = 1/2 (ðèñ. 6). Àíàëî-ãè÷íî � 4 (äëÿ òåòðàýäðà) èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë xcL íàõîäèì ïëîùàäü íàä ïðÿìûìè

Y1(x) = 4x−1
3 è Y2(x) = 8x−3

3 è îïðåäåëÿåì ïåðâîå çíà÷åíèå xc21 = 0,541(6) . Äàëåå èç óñëîâèÿ
Y2(x) = 8x−3

3 = 1
2 âòîðîå çíà÷åíèå xc22 = 0,5625 . Ñ÷èòàÿ, ÷òî xc21 è xc22 èìåþò îäèíàêîâûåâåñà íàõîäèì èõ ñðåäíåå xc2 = 0,55208(3) , ïðè êîòîðîì NxcL

2 = 1,10 ìåíüøå Nmin = 2 . Óáå-äèâøèñü â âûïîëíåíèè (1.11) äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè ñ L1 = 2 , ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ xc .Ïîðîã ïðîòåêàíèÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè.Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ xcL1 = 0,55208(3) äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè ðàçìåðà
L1 = 2 è xcL2 = 0,565637 äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè ðàçìåðà L2 = 3 â �îðìóëó (1.12) è ïî-ëó÷èì ïîðîã ïðîòåêàíèÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè xc = 0,592744 .� 5. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ.Ëèíåéíàÿ ñâÿçü |xcL − xc| ∝ 1

L ïî �îðìóëå (1.10), èñïîëüçîâàííàÿ íàìè äëÿ ðàñ÷åòà xcâ âèäå (1.12), ïðèìåíÿëàñü äëÿ ðåøåòîê ìèíèìàëüíûõ ðàçìåðîâ, xcL êîòîðûõ ìàêñèìàëü-íî îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ xc äëÿ áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè. Òî åñòü ñêåéëèíãîâîå ñîîòíîøåíèå
|x − xc|−ν ∝ L ñ êðèòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì ν 6= 1 âáëèçè ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ �îðìàëèçóåòñÿ âñêåéëèíãîâîå ñîîòíîøåíèå âäàëè ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ ñ êðèòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì ν = 1 .Ìåòîä, ðåàëèçîâàííûé íà îñíîâå âåêòîðà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðåøåòêè è ìàòðèöû ñìåæ-íîñòè ãðà�à, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåòêå ñ äîëåé óçëîâ x = 1 , ïðè âû÷èñëåíèè óñëîâíûõ âå-ðîÿòíîñòåé Yi(xi) ïðèâîäèò ê èõ òî÷íûì çíà÷åíèÿì äëÿ ðåøåòîê ìàëûõ ðàçìåðîâ. Ïîýòîìóñëåäîâàëî îæèäàòü, ÷òî âû÷èñëåííûå âûøå xcL , íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ÷åòà ïîðîãà ïðîòåêà-íèÿ xc ïî (1.12), îïðåäåëåíû ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ýòîãî ñðàâíèì ïî-ëó÷åííûå íàìè çíà÷åíèÿ xc ñ âåëè÷èíàìè, ïîëó÷åííûìè êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì ñëèòåðàòóðíûìè äàííûìè.Âû÷èñëåííîå â � 3 çíà÷åíèå ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ àëìàçíîé ðåøåòêè xc = 0,430308 îòëè÷àåòñÿíå áîëåå ÷åì íà 0,044% îò çíà÷åíèÿ xc = 0,4301(2) , ïîëó÷åííîå â [11℄.
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�èñ. 6. Çàâèñèìîñòü Y (x) äëÿ êâàäðàòíîé ðåø¼òêè ðàçìåðà L1 = 2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåäâóõ ïðÿìûõ Y1(x) è Y2(x) . Ïëîùàäü íàä ïðÿìûìè Y1(x) = (4x − 1)/3 è Y2(x) = (8x − 3)/3ðàâíà xc21 = 0,541(6) . Ïðÿìàÿ Y2(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0,5 ïðè xc22 = 0,5625 .Âû÷èñëåííîå â � 4 çíà÷åíèå ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè xc = 0,592744 îòëè÷à-åòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 0,00034% îò çíà÷åíèÿ xc = 0,592746 , ïîëó÷åííîå ìåòîäîì êîìïüþòåðíîãîìîäåëèðîâàíèÿ Ìîíòå-Êàðëî â ìîäåëè ãðàäèåíòíîé ïåðêîëÿöèè. Êàê ñêàçàíî âûøå, äàííûéàëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ äëÿ äâóìåðíûõ ðåøåòîê ïðèçíàí íàèáîëåå ý�-�åêòèâíûì [10℄.� 6. Âûâîäû.1. Ñêåéëèíãîâîå ñîîòíîøåíèå |x − xc|−ν ∝ L ñ êðèòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì ν 6= 1 âáëèçèïîðîãà ïðîòåêàíèÿ äëÿ êâàäðàòíîé è àëìàçíîé ðåøåòîê �îðìàëèçóåòñÿ â ñêåéëèíãîâîå ñîîò-íîøåíèå âäàëè ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ ñ ïîêàçàòåëåì ν = 1 .2. Ìåòîä ðàñ÷åòà ïîðîãîâ ïðîòåêàíèÿ äëÿ 2d è 3d -ìåðíûõ ðåøåòîê â ïåðêîëÿöèîííîéçàäà÷å óçëîâ íà îñíîâå ëèíåéíîé ñâÿçè (1.10) ðåàëèçóåòñÿ íàèáîëåå òî÷íî â ïëîñêîì ñëó÷àåäëÿ êâàäðàòíîé è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå äëÿ àëìàçíîé ðåøåòîê.3. Îïðåäåëåííûå â ðàáîòå ðàñ÷åòíûì ïóòåì ïîðîãè ïðîòåêàíèÿ xc = 0,592744 äëÿ êâàä-ðàòíîé ðåøåòêè è xc = 0,430308 äëÿ àëìàçíîé ðåøåòêè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ íàèáîëååòî÷íûìè çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì.Àâòîðû áëàãîäàðíû Â.Â.Âàñüêèíó çà êîíñòðóêòèâíîå îáñóæäåíèå è êðèòè÷åñêèå çàìå÷à-íèÿ. ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Kesten H. The ritial probability of bond perolation on the square lattie equals 1/2. // Comm. Math.Phys. 74. 41�59 (1980).2. Sykes M.F., Essam J.W. Exat ritial perolation probabilities for site and bond perolation in twodimensions. // J. Math. Phys. 5 (8). 1117�1127(1964).



44 Ñ.�. �àëëÿìîâ, Ñ.À. Ìåëü÷óêîâÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 43. Ëåâèíøòåéí Ì.Å., Øóð Ì.Ñ., Øêëîâñêèé Á.È., Ý�ðîñ À.Ë. Î ñâÿçè ìåæäó êðèòè÷åñêèìè èíäåê-ñàìè òåîðèè ïðîòåêàíèÿ, ÆÝÒÔ, 1975, ò. 69, ñ. 386.4. �àëëÿìîâ Ñ.�., Ìåëü÷óêîâ Ñ.À. Î íåñêåéëåíãå âåðîÿòíîñòè ïðîòåêàíèÿ ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðå-øåòêè: òåîðèÿ è êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò. // Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà.Ìåõàíèêà. Êîìïüþòåðíûå íàóêè. � 2009. �� Âûï. 2. �� Ñ. 29�36.5. �àëëÿìîâ Ñ.�. Ïîðîã ïðîòåêàíèÿ ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè â çàäà÷å óçëîâ â ìîäåëè ðåøåò-êè Áåòå// Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Êîìïüþòåðíûå íàóêè. ��2008. �� Âûï. 3. �� Ñ. 109�115.6. Stau�er D., Aharony A. Introdution to perolation theory. �� London: Tailor & Franis, 1992.7. Ôåäåð Å. Ôðàêòàëû. �� Ì., Ìèð, 1991 � Ñ. 126�127.8. Òàðàñåâè÷ Þ.Þ. Ïåðêîëÿöèÿ: òåîðèÿ, ïðèëîæåíèÿÿ, àëãîðèòìû. � Ì.: Åäèòîðèàë Ó�ÑÑ, 2002. �Ñ. 53�55.9. Suding P.N., Zi� R.M. Site perolation thresholds and universal formulas for the Arhimedean latties. //Phys. Rev. E60 (1), P. 275�283 (1999).10. Zi� R.M., Sapoval B. The e�ient determination of the perolation threshold by a frontier generatingwalk in a gradient // J. Phys. A: Math. Gen. 19L 1169�L1172 (1986).11. Àõî À.Â., Õîïêðî�ò Ä.,Óëüìàí Ä.Ä. Ñòðóêòóðû äàííûõ è àëãîðèòìû, Ì.:Èçäàòåëüñêèé äîì ¾Âè-ëüÿìñ¿, 2000, Ñ. 187�195.12. van der Mark S.C. Calulation of perolation threshold in high dimensions for f, b and diamondlattie // Int. J. Mod. Phys. C 9, P. 529-540(1998). Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 01.12.2009S.R. Gallyamov, S.A. MelhukovOn one method of alulating perolation thresholds for square and diamond latties in theperolation problem of knotsA method of alulating the perolation threshold xc in d -dimensional spae is proposed based on theaverage value of the quantity xcL of small-sized latties L . The ondition for appliability of the methodhas limited the range of 2d and 3d latties being onsidered in the problem of knots to square and diamondlatties. The values of xcL for these latties have alulated in terms of the vetor of the initial state of thelattie and the adjaeny matrix of the graph orresponding to the lattie with the fration of knots x = 1 .Perolation thresholds for the square lattie xc = 0,592744 and the diamond lattie xc = 0,430308 havebeen alulated.Keywords: perolation, lattie, perolation threshold, site problem, graph.Mathematial Subjet Classi�ations: 60K, 82B�àëëÿìîâ Ñåðãåé �à�àýëîâè÷, ñò. ïðåï., êà�åäðà îáùåé �èçèêè, Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð-ñèòåò, 426034, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1, E-mail: galser�uni.udm.ruÌåëü÷óêîâ Ñåðãåé Àíàòîëüåâè÷, ñò. ïðåï., êà�åäðà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé è ïàðàëëåëü-íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 426034, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1,E-mail: sam�izh.om


