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, (1.2)ãäå xi , ui � êîìïîíåíòû êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè ( i = 1, 2, 3) , t � âðåìÿ, p � äàâëåíèå, ν �êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü.Îñíîâîé ìåòîäà êðóïíûõ âèõðåé (âèõðåðàçðåøàþùåãî ìîäåëèðîâàíèÿ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-ñòâåííàÿ �èëüòðàöèÿ ñèñòåìû òðåõìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, ÷òî ïðè-âîäèò ê ðàçäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ íà êðóïíîìàñøòàáíóþ è ìåëêîìàñøòàáíóþ ñîñòàâëÿ-þùèå. Ïðè ýòîì ïåðåíîñ èìïóëüñà è ýíåðãèè êðóïíûìè âèõðÿìè ìîäåëèðóåòñÿ òî÷íî, à õàðàê-òåðèñòèêè òóðáóëåíòíîñòè áîëåå ìåëêèõ ìàñøòàáîâ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîä-ñåòî÷íûõ ìîäåëåé. Êðóïíîìàñøòàáíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âûäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè èñïîëüçîâàíèÿîïåðàöèè ïðîñòðàíñòâåííîé �èëüòðàöèè:

f̄(x, t) =

∫

D

f(ξ, t)g(x, ξ, ∆) dξ. (1.3)1�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò07-08-96044-ð_óðàë_à).



Ìîäåëèðîâàíèå òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé ìåòîäîì êðóïíûõ âèõðåé 63ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4Çäåñü D � ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü, g � �óíêöèÿ �èëüòðà, ∆ � øèðèíà �èëüòðà, îïðåäåëÿþùàÿíàèìåíüøèé ðàçìåð âèõðÿ, îñòàþùåãîñÿ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ �èëüòðà. Ôóíêöèÿ �èëüòðà g èìå-åò âèä
g(x, ξ) =






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V
, ξ ∈ V,

0, ξ /∈ V,
(1.4)ãäå V � îáúåì ÿ÷åéêè.Ïðè äèñêðåòèçàöèè èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ îáú-åìîâ, ïðîöåäóðà �èëüòðàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ íåÿâíî. �îëü �èëüòðà â äàííîì ñëó÷àå âûïîë-íÿåò äèñêðåòèçàöèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïî ïðîñòðàíñòâó ñ øàãîì ∆̄ , îãðàíè÷èâàþùàÿ ñïåêòðòóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé äëèíîé âîëíû λ = 2∆̄ . ×èñëåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êîðîòêîâîëíîâîãîó÷àñòêà ñïåêòðà ïóëüñàöèé, òî åñòü ìîäåëèðîâàíèå ìåëêîìàñøòàáíîé ñîñòàâëÿþùåé òóðáóëåíò-íîñòè, ïðîèçâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè ïîäñåòî÷íîé òóðáóëåíòíîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî,îïåðàöèÿ �èëüòðàöèè ïîíèìàåòñÿ êàê îñðåäíåíèå ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ ïî îáúåìàì ÿ÷ååê ðàñ-÷åòíîé ñåòêè:

f̄(x) =
1

V

∫

V

f(ξ) dξ, ξ ∈ V. (1.5)Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ïðîñòðàíñòâåííîé �èëüòðàöèè (1.5) ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.1)�(1.2) ïðè èñïîëüçîâàíèè îñðåäíåíèÿ ïî �åéíîëüäñó äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà óðàâíåíèéïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
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= 0, (1.6)
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, (1.7)ãäå òåíçîð ïîäñåòî÷íûõ íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

τij = uiuj − ūiūj . (1.8)Â ìîäåëè Ñìàãîðèíñêîãî [4℄ ïîëàãàåòñÿ, ÷òî àíèçîòðîïíàÿ ÷àñòü òåíçîðà ïîäñåòî÷íûõ íàïðÿ-æåíèé ïðîïîðöèîíàëüíà òåíçîðó îñðåäíåííûõ ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé
τij = −2νsgsS̄ij, (1.9)ãäå S̄ij = 1
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.Ïîäñåòî÷íàÿ âÿçêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê �óíêöèÿ òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé è ðàçìåðà�èëüòðà:
νsgs = (CS∆̄)2|S̄|. (1.10)Çäåñü CS � ïàðàìåòð Ñìàãîðèíñêîãî (äëÿ òå÷åíèÿ â êàíàëå CS = 0, 1 [5℄), ∆̄ � øèðèíà�èëüòðà, |S̄| =

√

2S̄ij S̄ij . Øèðèíà �èëüòðà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî �îðìóëå ∆̄ = (∆x∆y∆z)1/3 =

= 3
√

V , ãäå ∆x, ∆y, ∆z � ðàçìåðû ÿ÷ååê ñåòêè ïî ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì.Îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
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∂u
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+ ∇F (u) + ∇L(u, ∇u) + ∇H(p) = 0, (2.1)ãäå îïåðàòîðû F (êîíâåêòèâíûå ÷ëåíû), L (äè��óçèîííûå ÷ëåíû) è H (÷ëåíû, âêëþ÷àþùèåäàâëåíèå) îïðåäåëÿþòñÿ êàê
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. (2.4)Ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ çàêëþ÷àåòñÿ â äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ (2.1), ïðåäñòàâëåííîãîâ èíòåãðàëüíîé �îðìå
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∇H(p) dV = 0, (2.5)ãäå V � îáúåì ðàñ÷åòíîé ÿ÷åéêè. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Îñòðîãðàäñêîãî��àóññà, ïðåîáðàçóåìóðàâíåíèå ê âèäó
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∇H(p) · n dS = 0, (2.6)ãäå S � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êîíòðîëüíîãî îáúåìà, n � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ïî-âåðõíîñòè.Èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (2.6) ïî êîíòðîëüíîìó îáúåìó ðàñ÷åòíîé îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàêñóììà èíòåãðàëîâ ïîòîêîâ ÷åðåç âñå åãî ãðàíè:
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= 0, (2.7)ãäå Sk � ïëîùàäü k -îé ãðàíè êîíòðîëüíîãî îáúåìà, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü äåêàðòîâîéñèñòåìû êîîðäèíàò k = 1, 6 .Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèÿ (2.7) ïî ïðîñòðàíñòâó ïðîâîäèëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿäè��óçèîííîãî ÷ëåíà L è ÷ëåíà H , âêëþ÷àþùåãî äàâëåíèå, èñïîëüçîâàëàñü öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, äëÿ êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà F � ïðîòèâîïîòî÷íàÿðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Çäåñü èñïîëüçîâàëàñü ïðîòèâîïîòî÷íàÿ ñõåìà òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòèQUICK (Quadrati
 Upwind Interpolation for Conve
tive Kinemati
s) [7℄, [8℄. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Fíåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè â öåíòðå êîíòðîëüíîãî îáúåìàè íà åãî ãðàíÿõ. �àçëîæåíèå ñêîðîñòè u â ñòåïåííîé ðÿä â îêðåñòíîñòè òî÷êè i + 1/2 ïðèâîäèòê ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì u â i -îì è i + 1 -îì óçëàõ (ðèñ. 1):
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∆x�èñ. 1. Óçëû ðàñ÷åòíîé ñåòêè â îêðåñòíîñòè i -ãî êîíòðîëüíîãî îáúåìà: (à) u < 0 ; (á) u > 0 .Ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ (2.8) è (2.9), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå äëÿ ui+1/2 :
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i
âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâ-íåíèé (2.10) è (2.13) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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. (2.16)Äàëåå, ó÷èòûâàÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè â öåíòðå êîíòðîëüíîãî îáúåìà, çàïèøåì âûðàæåíèÿäëÿ (∂3u
∂x3

)

i
. Â ñëó÷àå ui < 0 èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ (2.11), (2.14):

(

∂3u

∂x3

)

i

=
ui+2 − 3ui+1 + 3ui − ui−1

∆x3
, (2.17)è óðàâíåíèå (2.16) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(

∂u

∂x

)

i

=
1

8∆x
(−ui+2 + 7ui+1 − 3ui − 3ui−1) . (2.18)Àíàëîãè÷íî äëÿ ui > 0 (èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ (2.12) è (2.15)):

(

∂3u

∂x3

)

i

=
ui+1 − 3ui + 3ui−1 − ui−2

∆x3
, (2.19)

(

∂u

∂x

)

i

=
1

8∆x
(3ui+1 + 3ui − 7ui−1 + ui−2) . (2.20)Äëÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé ïî âðåìåíè èñïîëüçîâàëàñü ãèáðèäíàÿ ÿâíî-íåÿâíàÿ ñõåìà âòî-ðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè [9, 10℄. Êîíâåêòèâíûå ÷ëåíû (äèñêðåòíûé îïåðàòîð Fdisc) âû÷èñëÿëèñüïî ÿâíîé ñõåìå Àäàìñà�Áýø�îðòà, à äè��óçèîííûå (äèñêðåòíûé îïåðàòîð Ldisc) íåÿâíî, ïîñõåìå Àäàìñà�Ìóëòîíà:

u∗ − un

∆t
+

[

3

2
F

disc
(un) − 1

2
F

disc
(un−1)

]

+

[

1

2
L

disc
(u∗) +

1

2
L

disc
(un)

]

+ H
disc

(pn) = 0, (2.21)ãäå âåðõíèé èíäåêñ n � íîìåð ñëîÿ ïî âðåìåíè.�åøåíèå çàäà÷è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äîçâóêîâûõ òå÷åíèé òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ àëãî-ðèòìà äëÿ ðàñ÷åòà ïîëÿ äàâëåíèÿ. Çäåñü èñïîëüçîâàí ïîäõîä [6, 10℄, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ñëåäó-þùåé èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ íåêîòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ äàâëåíèÿ p∗ âû÷èñëÿ-þòñÿ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ïîëåé ñêîðîñòåé u∗ , ïîñëå ÷åãî ïðîâîäèòñÿ êîððåêöèÿ äàâëåíèÿ÷åðåç èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ ïîïðàâêè ê äàâëåíèþ p′

∇2p′ =
1

∆t
∇u∗, (2.22)êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî îòêîððåê-òèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè un+1

un+1 = u∗ − ∆t∇p′. (2.23)Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå ïðèáëèæåíèå äàâëåíèÿ pn+1 :
pn+1 = pn + p′. (2.24)� 3. �ðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ�àññìîòðèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 2. Íà âåðõíåéè íèæíåé ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (íåïðîíèöàåìûå ïîâåðõíîñòè ïëàñòèí) âûñòàâëÿëèñüóñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ è ïðèëèïàíèÿ äëÿ âñåõ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè:

z = 0, z = h : u(x, y) = v(x, y) = w(x, y) = 0. (3.1)
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Z

Y

X

l

w

h

�èñ. 2. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü.Íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ âûñòàâëÿëèñü ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
y = 0 : u1(x, z) = uk−1(x, z), (3.2)
y = w : uk(x, z) = u2(x, z). (3.3)Ïðè ðàñ÷åòå íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé ãàçà áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âû-õîäíîé ãðàíèöå x = l . Â ïîòîêå, ñîäåðæàùåì âèõðåâûå ñòðóêòóðû (â ïðîèçâîëüíîì ñëó÷àåçàõâàòûâàþùèå âûõîäíóþ ãðàíèöó ðàñ÷åòíîé îáëàñòè), â ïðåäåëàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ãåíåðè-ðóþòñÿ âîëíû äàâëåíèÿ, êîòîðûå äîëæíû âûéòè èç íåå áåç îòðàæåíèÿ. Èíà÷å âîçíèêíåò ñó-ùåñòâåííîå èñêàæåíèå ðåàëüíîé êàðòèíû òå÷åíèÿ. Ïðèìåíåíèå îáùåïðèíÿòîãî ¾ìÿãêîãî¿ ãðà-íè÷íîãî óñëîâèÿ (íóëåâîãî íîðìàëüíîãî ãðàäèåíòà) âèäà ∂Φ

∂n = 0 íå äàåò óäîâëåòâîðèòåëüíûõðåçóëüòàòîâ èìåííî ïî ïðè÷èíå óêàçàííîãî ý��åêòà âîçíèêíîâåíèÿ âîëí äàâëåíèÿ. Çäåñü èñ-ïîëüçîâàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà (íåîòðàæàþùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå [1℄):
x = l :

∂Φ

∂t
+ ubor

∂Φ

∂n
= 0, (3.4)ãäå Φ(y, z) � èñêîìàÿ �óíêöèÿ (çäåñü ýòî êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè, â áîëåå îáùåì ñëó-÷àå� âñå ðàññ÷èòûâàåìûå ïåðåìåííûå), ubor � çíà÷åíèå íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íàãðàíèöå.Âî âõîäíîì ñå÷åíèè çàäàí îäíîðîäíûé ïðî�èëü ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè è íåâîçìóùåííîå ïîëåòå÷åíèÿ äëÿ ïîïåðå÷íûõ êîìïîíåíò

x = 0 : u(y, z) = u0, v(y, z) = w(y, z) = 0. (3.5)Äëÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ òå÷åíèÿ ïðèíÿòî óñëîâèå ïîêîÿ:
t = 0 : u(x, y, z) = v(x, y, z) = w(x, y, z) = 0. (3.6)� 4. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÏðîâåäåíû ðàñ÷åòû äîçâóêîâîãî òå÷åíèÿ âîçäóõà â íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ (ïðè àòìîñ�åð-íîì äàâëåíèè p = 101320 Ïà è êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå T = 300 Ê). �àçìåðû ðàñ÷åòíîé îáëà-ñòè èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: l = 0, 15 ì, w = 0, 03 ì, h = 0, 03 ì. �àñ÷åòû ïðîâîäèëèñüäëÿ òðåõ çíà÷åíèé ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè íà âõîäå u0 , ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëàì �åéíîëüäñà

Re = u0h
2ν , ðàâíûõ 750, 4000, 23000. ×èñëî óçëîâ ðàçíîñòíîé ñåòêè ñîñòàâèëî 100 × 30 × 30 .Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå èçîëèíèé ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè. Î÷åâèäíà ðåàëè-çàöèÿ ëàìèíàðíîãî, ïåðåõîäíîãî òóðáóëåíòíîãî ðåæèìîâ òå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 4ïîêàçàíû ïðî�èëè ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè è ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ èç-âåñòíûìè óñòàíîâëåííûìè òåîðåòè÷åñêèìè, ðàñ÷åòíûìè è ýìïèðè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè. Íàðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ òóðáóëåíòíûõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ.
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X�èñ. 3. Èçîëèíèè ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè; (à) Re=750, (á) Re=4000, (â) Re=23000.
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�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè. Íàñòîÿùèé ðàñ÷åò:ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò Re=750, òðåóãîëüíèêè △ ñîîòâåòñòâóþò Re=4000, êðóæêè ◦ñîîòâåòñòâóþò Re=23000; ýìïèðè÷åñêèå çàâèñèìîñòè [11℄: 1� Re=750, 2� Re=4000, 3�Re=23000; ðàñ÷åò [2℄ (ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå): çâåçäî÷êè ∗ ñîîòâåòñòâóþòRe=2500.
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�èñ. 5. �àñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè:1 ñîîòâåòñòâóåò Re=4000, 2 ñîîòâåòñòâóåò Re=23000.
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