
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4ÓÄÊ 517.917© À.Í. Êóëèêîâ, Ä.À. ÊóëèêîâÏÎÑËÅÊ�ÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ È ÄÎÊ�ÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈÈ ÁÅ�ÓÙÈÕÂÎËÍ ÌÎÄÈÔÈÖÈ�ÎÂÀÍÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß �ÈÍÇÁÓ��À�ËÀÍÄÀÓ 1Äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ �èíçáóðãà�Ëàíäàó, ñîäåðæàùåãî êàê êóáè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü, òàê è íåëè-íåéíîñòü áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè, ðàññìîòðåíà ïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêîãîîáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ �èíçáóðãà�Ëàíäàó ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí âàðèàíò äîêðèòè÷åñêîé æåñòêîé áè-�óðêàöèè äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ òîðîâ áåãóùèõ âîëí.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòîé÷èâîñòü, æåñòêàÿ è ìÿãêàÿ áè�óðêàöèè, èíâàðèàíòíûå òîðû.ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå áóäåò ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå
ut = u− α1(1 + ic1)u|u|

2 − α2(1 + ic2)u|u|
4 − ibuxx, (1)ãäå b > 0 , α1, α2, c1, c2 ∈ R , α2 ≥ 0 , u = u(t, x) = u1(t, x) + iu2(t, x) . Óðàâíåíèå (1) áóäåìðàññìàòðèâàòü âìåñòå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(t, x+ 2π) = u(t, x). (2)Ïðè α2 = 0 , α1 = 1 ïîëó÷àåì ñëàáîäèññèïàòèâíûé âàðèàíò èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿ�èíçáóðãà�Ëàíäàó. Îí âîçíèêàåò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ íåëèíåéíîé îïòèêè è ãèäðîäèíàìèêå [1,2℄.�àññìàòðèâàëñÿ è äðóãîé ÷àñòíûé ñëó÷àé, α1 = 0 , α2 = 1 , êàê ïðèìåð óðàâíåíèÿ, ó êîòîðîãîâîçìîæíî ïîÿâëåíèå ðåøåíèé ñ ¾îáîñòðåíèåì¿ [3℄. Òàêèå ðåøåíèÿ ÷àñòî àññîöèèðóþò ñ ¾æåñò-êîé òóðáóëåíòíîñòüþ¿ [1, 3, 4℄.Áîëåå îáùèé âàðèàíò (óðàâíåíèå (1)) âñå ÷àùå ñòàë ïîÿâëÿòüñÿ â ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðè-ìåð, [4℄), à òàêæå ïðèâåäåííóþ â ýòîé ñòàòüå îáøèðíóþ áèáëèîãðà�èþ), êîòîðûé ïðèçâàí, áûòüìîæåò, íà �åíîìåíîëîãè÷åñêîì óðîâíå ìîäåëèðîâàòü íåëèíåéíûå ý��åêòû â ðÿäå çàäà÷ ãèäðî-äèíàìèêè. Â ìîíîãðà�èè [3℄ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ âîçíèêíîâåíèåì ¾ðåæèìîâ  îáîñòðåíèåì¿,ðàññìàòðèâàëèñü íà îñíîâàíèè ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Â äàííîé ðàáîòå ýòè âîïðîñû èçó÷åíûàíàëèòè÷åñêè.Èòàê, ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (1), (2). Îíà äîëæíà áûòü äîïîëíåíà íà÷àëüíûìè óñëî-âèÿìè
u(0, x) = f(x). (3)Ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1), (2), (3) ëîêàëüíî êîððåêòíî ðàçðåøèìà, åñëè f(x) ∈ H2

2 , ïðîñòðàíñòâóÑîáîëåâà ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé ñ ïåðèîäîì 2π , ó êîòîðûõ ñóùåñòâóþò îáîáùåííûå ïðî-èçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ïðèíàäëåæàò L2(−π, π) . Óìåñòíî, áûòü ìîæåò,íàïîìíèòü, ÷òî â ñèëó òåîðåì âëîæåíèÿ f(x) ∈ C1 � ïðîñòðàíñòâó íåïðåðûâíî äè��åðåíöè-ðóåìûõ �óíêöèé, èìåþùèõ ïåðèîä 2π . Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé (1), (2), (3) öåëåñî-îáðàçíî âûáðàòü H2
2 , è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äàëåå áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå íîðìû ýòîãîïðîñòðàíñòâà: åñëè f(x) ∈ H2

2 , òî
||f ||H2

2

= ||f ||L2(−π,π) + ||f ′||L2(−π,π) + ||f ′′||L2(−π,π).1�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ òåìàòèêè, ïîääåðæàííîé ãîñóäàðñòâåííûì êîíòðàêòîì �02.552.11.7068.



72 À.Í. Êóëèêîâ, Ä.À. ÊóëèêîâÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4Âñå ýòè çàìå÷àíèÿ âûòåêàþò èç ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ â [5,6℄, òàê êàê äàííîå óðàâíåíèå âõî-äèò â êëàññû ðàññìàòðèâàåìûõ òàì ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, ïðèëîæåíèÿ Á,Â èç [6℄).Êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) äîïóñêàåò ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âîëí
un(t, x) = η∗ exp(iσn + inx), (4)ãäå η∗ � íåíóëåâîé êîðåíü óðàâíåíèÿ P0(η) = η − α1η

3 − α2η
5 = 0 èëè, èíà÷å,

P (η) = 1 − α1η
2 − α2η

4 = 0. (5)Áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî η∗ > 0 . Íàêîíåö,
σn = −α1c1η

2
∗ − α2c2η

4
∗ + bn2.Íèæå áóäóò èçó÷åíû ëîêàëüíûå áè�óðêàöèè ðåøåíèé (4) ïðè ñìåíå èìè óñòîé÷èâîñòè.�àíåå ýòà çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ: α1 = 1 , α2 = 0 èëè α1 = 0 , α2 = 1[7℄, [8℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ âàðèàíòîâ ó óðàâíåíèÿ èìååò ìåñòî ëèøüïîñëåêðèòè÷åñêèå áè�óðêàöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ, èìååò ìåñòî ¾ìÿãêàÿ¿ áè�óðêàöèÿ äâóìåðíûõèíâàðèàíòíûõ òîðîâ.� 1. Óñòîé÷èâîñòü áåãóùèõ âîëíÈññëåäîâàíèå ýòîãî âîïðîñà îáëåã÷àåò ïðèíöèï ñàìîïîäîáèÿ [7, 9℄, ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷à-åòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïîëîæèì

u(t, x) = exp(ibn2t+ inx)v(t, x+ 2bnt), (1.1)êîòîðàÿ ïåðåâîäèò óðàâíåíèå (1) ñíîâà â òî æå óðàâíåíèå, íî óæå äëÿ �óíêöèè v(t, x) :
vt = v − α1(1 + ic1)v|v|

2 − α2(1 + ic2)v|v|
4 − ibvxx, (1.2)ãäå v = v(t, x) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ïåðèîäè÷åñêèì êðàåâûì óñëîâèÿì

v(t, x+ 2π) = v(t, x). (1.3)Ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîìó ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è (1.2), (1.3) v(t, x) =
= v0(t) = η∗ exp(iσ0t) , σ0 = −α1c1η

2
∗ − α2c2η

4
∗ ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿ un(t, x) çàäà÷è (1), (2).Ýòî ñîîòâåòñòâèå îñóùåñòâëÿåò çàìåíà (1.1). Ïîýòîìó äëÿ çàäà÷è (1.2), (1.3) äîñòàòî÷íî ðàñ-ñìîòðåòü âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ v0(t) .Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì â (1.2), (1.3)

v(t, x) = η∗(1 +w) exp(iσ0t).Äëÿ �óíêöèè w(t, x) ïîëó÷èì óæå ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
wt = −α1(1 + ic1)η

2
∗(w + w + F1(w, w))−

−α2(1 + ic2)η
4
∗(2(w +w) + F2(w, w)) − ibwxx,

(1.4)

w(t, x+ 2π) = w(t, x). (1.5)Çäåñü
F1(w, w) = 2ww + w2 +w2w,

F2(w, w) = w2 + 6ww + 3w2 + 3ww2 + 6w2w + w3 + 2w3w + 3w2w2 + w3w2.Íàðÿäó ñ (1.4), (1.5) ðàññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
wt = A(b)w = [−α1(1 + ic1)η

2
∗ − 2α2η

4
∗(1 + ic2)](w +w) − ibwxx, (1.6)



Áè�óðêàöèÿ àâòîâîëí îáîáùåííîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 73ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4ãäå w(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïåðèîäè÷íîñòè (1.5). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íó-ëåâîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.6), (1.5), à â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè è íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîéêðàåâîé çàäà÷è (1.4), (1.5) äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ñïåêòð ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïå-ðàòîðà A(b) . Ïóñòü f(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ. Ïîëîæèì f(x) = f1(x) + if2(x) .Òîãäà ïîñëåäíþþ êðàåâóþ çàäà÷ó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âåêòîðíîé �îðìå:
A(b)F = λF, F (x) = col(f1(x), f2(x)), A(b)F =

(

(−2α1η
2
∗ − 4α2η

4
∗)f1 + bf ′′2

−bf ′′1 − (2α1c1η
2
∗ + 4α2c2η

4
∗)f1

)

.Ñîáñòâåííûå �óíêöèè ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà A(b) ìîæíî è óäîáíî èñ-êàòü â ñëåäóþùåì âèäå
F (x) = a exp(inx), a = col(a1, a2), n ∈ Z.Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ çàäà÷àñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
det

(

−2α1η
2
∗ − 4α2η

2
∗ − λ −bn2

bn2 − 2α1c1η
2
∗ − 4α2c2η

4
∗ −λ

)

= 0.Â èíîé �îðìå
λ2 + 2pλ+ qn = 0,ãäå p = α1η

2
∗ +2α2η

4
∗ > 0 , qn = bn2(bn2−2α1c1η

2
∗ −4α2c2η

4
∗) . Ïîëîæèì b∗ = 2α1c1η

2
∗ +4α2c2η

4
∗ .Ëåììà 1. Ïóñòü b∗ > 0 . Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.4) , (1.5) óñòîé÷èâî, åñëè

b ∈ (b∗, ∞) , è íåóñòîé÷èâî ïðè b ∈ (0, b∗) .Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî b∗ 6 0 , òî íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïðè ëþáîì âûáîðå ïàðàìåòðîâçàäà÷è.Ïðîâåðêà óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå íåðàâåíñòâ
p > 0, qn > 0.Ïåðâîå èç íèõ î÷åâèäíî âûïîëíåíî âñåãäà, à âòîðîå ïðè n 6= 0 ñâîäèòñÿ ê óñëîâèÿì ëåììû 1.Ïðè n = 0 èìååì q0 = 0 . Ëèíåéíûé îïåðàòîð A(b) âñåãäà èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî.Ýòîò �àêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íàëè÷èÿ ó îñíîâíîé êðàåâîé çàäà÷è îäíîðîäíîãî ïåðèîäè÷å-ñêîãî ðåøåíèÿ v0(t) = η∗ exp(iσ0t) . Ïîýòîìó ëåììà 1 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîé òåîðåìûÀíäðîíîâà�Âèòòà [10℄.Ïðè b = b∗ > 0 ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 0 îïåðàòîðà

Af = A(b∗)f = −(α1(1 + ic1)η
2
∗ + 2α2(1 + ic2)η

4
∗)(f + f) − ib∗f

′′, (1.7)ãäå f = f(x) = f1(x) + if2(x) , òðåõêðàòíî, è ýòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþò òðèñîáñòâåííûå �óíêöèè:
e0(x) = i, e1(x) = (−κ+ i) cos x, e2(x) = (−κ+ i) sin x,à κ =

α1c1 + 2α2c2η
2
∗

α1 + 2α2η2
∗

> 0 , òàê êàê çíàê ýòîé äåéñòâèòåëüíîé ïîñòîÿííîé ñîâïàäàåò ñî çíà-êîì b∗ .�àññìîòðèì òåïåðü òîò æå îïåðàòîð (1.7), íî ñ èíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ: f(x) ∈ DA ,åñëè äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì
f ′(0) = f ′(π) = 0, x ∈ [0, π]. (1.8)



74 À.Í. Êóëèêîâ, Ä.À. ÊóëèêîâÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4Îïåðàòîð (1.7), (1.8) òàêæå èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 0 , íî îíî óæå äâóêðàòíî,à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè� e0(x) = i , e1(x) = (−κ+ i) cos x .�àññìîòðèì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå
Af(x) = g(x), (1.9)ãäå �óíêöèÿ f(x) ∈ W 2

2 [0, π] è óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (1.8), à g(x) ∈ L2(0, π) .Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Ëåììà 2. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ó óðàâíåíèÿ
(1.9) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ

Img0 = κReg0, Img1 = 0, (1.10)ãäå g0, g1 � êîý��èöèåíòû Ôóðüå �óíêöèè g(x) :
g0 =

2

π

π
∫

0

g(x)dx, g1 =
2

π

π
∫

0

g(x) cos xdx.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ñëåäóåò �óíêöèè f(x), g(x) ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ ðÿäîâ Ôóðüå
f(x) =

f0

2
+

∞
∑

n=1

fn cosnx, g(x) =
g0

2
+

∞
∑

n=1

gn cosnx, fn, gn ∈ C.Èõ ïîäñòàíîâêà â (1.9)  ïîñëåäóþùèì ïðèðàâíèâàíèåì êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå è ïîçâîëÿþòïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 2. Òàê ïðè n = 0 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
−(α1(1 + ic1)η

2
∗ + 2α2(1 + ic2)η

4
∗)(f0 + f0) = g0,à ïðè n = 1 èìååì

−(α1(1 + ic1)η
2
∗ + 2α2(1 + ic2)η

4
∗)(f1 + f1) + ib∗f

′′

1 = g1.� 2. Âñïîìîãàòåëüíàÿ áè�óðêàöèîííàÿ çàäà÷à�àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó
vt = v − α1(1 + ic1)v|v|

2 − α2(1 + ic2)v|v|
4 − i(b∗ − ε)vxx, (2.1)

vx(t, 0) = vx(t, π) = 0, x ∈ [0, π]. (2.2)Óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè çàìåíåíû íà îäíîðîäíûå óñëîâèÿ Íåéìàíà. Êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1), (2.2)òàêæå èìååò ðåøåíèå v0(t) = η∗ exp(iσ0t) � îäíîðîäíûé öèêë, êîòîðûé óñòîé÷èâ ïðè ε < 0è òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè ε > 0 .Èç ðåçóëüòàòîâ �1, ãäå áûëà ðàññìîòðåíà ëèíåàðèçàöèÿ â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ v0(t) , à òàê-æå òåîðåìû î öåíòðàëüíîì èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè [11℄ âûòåêàåò, ÷òî äèíàìèêó ðåøåíèéêðàåâîé çàäà÷è â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ v0(t) îïðåäåëÿåò ñèñòåìà èç äâóõ îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé� íîðìàëüíàÿ �îðìà. Äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ ïîëîæèì â (2.1), (2.2)
v(t, x) = η∗ exp(iσ0t+ iϕ(t))(1 + w(ξ, x)). (2.3)Çäåñü ϕ = ϕ(t) , ξ = ξ(t) � äåéñòâèòåëüíûå �óíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìîé äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé

ϕ̇ = G0(ξ, ϕ), ξ̇ = G1(ξ, ϕ), (2.4)



Áè�óðêàöèÿ àâòîâîëí îáîáùåííîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 75ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4ãäå G0, G1 � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè ξ ∈ (−ξ0, ξ0) è ϕ ∈ R , èìåþùèå ïî ïåðåìåííîé ϕïåðèîä 2π . Èçëîæèì àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ G0, G1 . Àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì áûë èñïîëü-çîâàí, íàïðèìåð, â [7℄. Ïîëîæèì
G0 = βξ2 + . . . , G1 = εαξ + aξ3 + . . . ,ãäå òî÷êàìè îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå, èìåþùèå áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþñ âûïèñàííûìè â ÿâíîì âèäå.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû (2.4) âûïèøåì óðàâíåíèå äëÿ w(t, x) ≡ w(ξ(t), x) :

wt + iϕ̇(1 + w) = Aw + iεwxx − α1(1 + ic1)F1(w, w) − α2(1 + ic2)F2(w, w), (2.5)

wx(t, 0) = wx(t, π) = 0, (2.6)ãäå F1, F2 áûëè ââåäåíû ðàíåå. Ïîëîæèì
w(t, x) = w(ξ(t), x) = ξw1(x) + ξ2w2(x) + ξ3w3(x) + εξw0(x) + . . . . (2.7)Çäåñü ξ(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç (2.4), �óíêöèè wj(x) óäîâëåòâîðÿþò êðàåâûì óñëîâèÿì (2.6), à òî÷-êàìè îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå, èìåþùèå áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè.Ïîäñòàíîâêà ñóììû (2.7) â (2.5), (2.6) ïðèâîäèò íàñ ê ñåðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îïðåäåëåíèÿ

w0, w1, w2, w3 . Òàê äëÿ îïðåäåëåíèÿ w1 ïîëó÷àåì îäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
Aw1 = 0, w′

1(0) = w′

1(π) = 0,ó êîòîðîé ñëåäóåò âûáðàòü ðåøåíèå w1(x) = (−κ+ i) cos x . Äëÿ îñòàëüíûõ �óíêöèé ïîëó÷èìóæå íåîäíîðîäíûå êðàåâûå çàäà÷è:
Aw2 = iβ + α1(1 + ic1)η

2
∗(2w1w1 + w2

1) + α2(1 + ic2)η
4
∗(w

2
1 + 6w1w1 + 3w2

1), (2.8)

w′

2(0) = w′

2(π) = 0, (2.9)

Aw3 = (a+ iβ)(−κ + i) cos x+ α1(1 + ic1)η
2
∗(w

2
1w1 + 2w1w2+

+2w1w2 + 2w1w2) + α2(1 + ic2)η
4
∗(3w1w

2
1 + 6w2

1w1+

+2w1w2 + 6w1w2 + 6w1w2 + 6w1w2 + w3
1),

(2.10)

w′

3(0) = w′

3(0) = 0, (2.11)

Aw0 = −iw′′

1 + αw1, w
′

0(0) = w′

0(π) = 0. (2.12)Àíàëèç íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (2.8), (2.9), âêëþ÷àþùèé èñïîëüçîâàíèå óñëîâèé ååðàçðåøèìîñòè (ñì. ëåììó 2), ïîêàçàë, ÷òî
β =

1

2
[α1η

2
∗(1 + κ2)(3κ − c1) + 2α2η

4
∗((1 + 5κ2)(κ − c2) + 2κ(1 + κc2))],

w2(x) = γ1 + iγ2 + (γ3 + iγ4) cos 2x, γ1 = −
H1

2p
, γ2 = κγ1,

γ3 =
H2

3b∗
, γ4 = −

(

H2p

6b2∗
+
H1

4b∗

)

,

H1 =
η2
∗

2
[α1(3κ

2 + 1 + 2κc1) + 2α2η
2
∗(5κ

2 + 2c2κ+ 1)],

H2 =
η2
∗

2
[α1(3c1κ

2 + c1 − 2κ) + 2α2η
2
∗(5c2κ

2 − 2κ+ c2)].



76 À.Í. Êóëèêîâ, Ä.À. ÊóëèêîâÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ (2.10), (2.11) è (2.12) ïîçâîëÿþò íàéòè îñòàâøèåñÿ êîý��è-öèåíòû. Îêàçàëîñü, ÷òî α = κ , à
a = κβ +

3

4
α1η

2
∗(κc1 − 1)(κ2 + 1) + α1η

2
∗ [(2γ2 + γ4)κ−

−(2γ1 + γ3) + 3(2γ1 + γ3)κc1 − (2γ2 + γ4)c1]+

+
3

2
α2η

4
∗ [(5κ

2 + 3)c2κ− (3κ2 + 1)]+

+2α2η
4
∗ [(2γ1 + γ3)(5c2κ− 1) + (2γ2 + γ4)(κ − c2)].Â ñèñòåìå (2.4) ïîëîæèì òàêæå τ = 2|ε|κt , ξ =

√

|ε|κρ , ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì ξ ≥ 0 , ρ ≥ 0 .Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó
ϕ′ =

1

2
βρ+ o(ε), ρ′ = ρ+ aρ2 + o(ε) (2.13)ïðè ε > 0 è

ϕ′ =
1

2
βρ+ o(ε), ρ′ = −ρ+ aρ2 + o(ε) (2.14)ïðè ε < 0 . Çäåñü óæå ϕ = ϕ(τ) , ρ = ρ(τ) , à øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî τ . Äëÿèçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü ¾óêîðî÷åííóþ¿ íîðìàëüíóþ �îðìó
ρ′ = ρ+ aρ2 (ε > 0) (2.15)èëè
ρ′ = −ρ+ aρ2 (ε < 0). (2.16)Óðàâíåíèå (2.15) èìååò íåíóëåâîå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ρ = − 1

a
,åñëè, êîíå÷íî, a < 0 . Óðàâíåíèå (2.16) èìååò íåóñòîé÷èâîå íåíóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ

ρ = 1
a
ïðè a > 0 .Îòìåòèì, ÷òî çíàê ïîñòîÿííîé a ìîæåò áûòü ëþáûì. Òàê, â ¾êëàññè÷åñêèõ¿ ñëó÷àÿõ

α1 = 1 , α2 = 0 è α1 = 0 , α2 = 1 âåëè÷èíà a îòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷å-íèÿõ ïàðàìåòðîâ.Òàê â ïåðâîì èç íèõ
a = −

1

6
(30c41 − 9c21 + 1) < 0ïðè ëþáûõ c1 , à âî âòîðîì

a = −
1

3
(64c42 − 7c22 + 1) < 0òàêæå ïðè ëþáûõ c2 . Åñëè α1α2 6= 0 , òî çíàê ìîæåò áûòü ëþáûì. Ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî¾ïðåîáëàäàþò¿ ñëó÷àè, êîãäà a < 0 . Íî òåì íå ìåíåå è ïðîòèâîïîëîæíûå ñëó÷àè òàêæå âñòðå-÷àþòñÿ. Ïóñòü (α1, α2, c1, c2) � íàáîðû èç êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1). Íèæå ïðèâåäåíûïðèìåðû øåñòè òàêèõ íàáîðîâ, ïðè êîòîðûõ a > 0 :

(−1.25, 2.25, 10, 3), (−2, 3, 10, 3.5), (−9, 10, 10, 4.75),

(−1, 2, 15, 4), (−59, 60, 15, 7.5), (−9, 10, 15, 7).Åñòåñòâåííî, çäåñü ïðèâåäåíà ëèøü èëëþñòðàöèÿ âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè íåðàâåíñòâ a > 0 ,
a < 0 . �àçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ (α1, α2, c1, c2) íà îáëàñòè ñîõðàíåíèÿ çíàêà� îò-äåëüíàÿ è î÷åíü òðóäîåìêàÿ, à ìîæåò áûòü, è íå äî êîíöà ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à. Èç ðåçóëüòàòîâ,èçëîæåííûõ â [12�14℄, âûòåêàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå:



Áè�óðêàöèÿ àâòîâîëí îáîáùåííîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 77ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ε0 > 0 , ÷òî ïðè ε ∈ (0, ε0) êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1) , (2.2) èìååòïàðó óñòîé÷èâûõ (îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ) ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ, åñëè
a < 0 . Ýòè ðåøåíèÿ èìåþò âèä

v(t, x, ε) = η∗ exp(i(σ0 + βξ2±)t)×

×[1 + ξ±(−κ+ i) cos x+ (ξ2±)w2(x)] + o(ε),
(2.17)ãäå ξ± = ±

√

− εκ
a
.Ïðè ε ∈ (−ε0, 0) ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ (2.17) ñóùåñòâóþò, åñëè a > 0 . Îáà ýòè ðåøå-íèÿ íåóñòîé÷èâû.� 3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàòÂîçâðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ îñíîâíîé êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) ïðè b = b∗ − ε . Ïóñòü

v(t, x) � ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (2.1), (2.2). Ýòà �óíêöèÿ îïðåäåëåííàÿ ïðè x ∈ [0, π] .Äîîïðåäåëèì åå ïî ÷åòíîñòè ïî ïåðåìåííîé x íà îòðåçîê [−π, π] . Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ñîõðà-íåíèåì ãëàäêîñòè â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè äëÿ íåå êðàåâûõ óñëîâèé (2.2). Çàòåì äîîïðåäåëèìåå íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü ïî ïåðèîäè÷íîñòè ñ ïåðèîäîì 2π îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x . Òàêèìîáðàçîì ïåðåîïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿ áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1), (2.2), ïåðèîäè÷åñêèì è ïîïåðåìåííîé t . Òàêîìó ðåøåíèþ â ñèëó çàìåíû (1.1) ñîîòâåòñòâóåò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ðåøåíèéâèäà
un(t, x, ε) = η∗ exp

[

i[(σ0 + βξ2± + bn2)t+ nx+ ϕ0]
]

×

×[1 + ξ±(−κ+ i) cos(x+ 2bt+ ϕ1) + (ξ±)2w2(x+ 2bt+ ϕ1)] + o(ε),
(3.1)ãäå b = b∗−ε , ξ± = ±

√

− εκ
a
, à εa < 0 . Íàêîíåö, çäåñü ϕ0, ϕ1 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûåïîñòîÿííûå. Ïîýòîìó âûáîð çíàêà ïðè îïðåäåëåíèè ξ± íå ñóùåñòâåíåí. Çàìåíà x→ x+ ϕ1ðåãóëèðóåò çíàê, è áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûáðàí âåðõíèé âàðèàíò çíàêà.Ôîðìóëà (3.1) çàïèñàííàÿ â âèäå ïðèíèìàåò âèä
un(t, x, ε) = η∗ exp

[

i(ψn + nx)
]

×

×[1 + ξ(−κ+ i) cos(x+ ϕ1) + ξ2w2(x+ ϕ1)] + o(ε).
(3.2)Çäåñü ξ = ξ+ , ψn = ψn(t) = bn2t+ βξ2 + o(ε) , ϕ1 = ϕ1(t) = 2bt . Òàêèå îáîçíà÷åíèÿ ïîçâîëÿþòñ÷èòàòü un = u(x, ε, ψn, ϕ1) �óíêöèåé, ïåðèîäè÷åñêè çàâèñÿùåé îò ψn, ϕ1 . Òåì ñàìûì ðàâåí-ñòâî (3.2) îïðåäåëÿåò èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2)� ñ÷åòíîå ñåìåéñòâîäâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ òîðîâ Tn(ε) . Îòêóäà çàêëþ÷àåì î ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ:Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ε0 > 0 , ÷òî ïðè ε ∈ (0, ε0) (a < 0) ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ñåìåé-ñòâî èíâàðèàíòíûõ òîðîâ T2,n(ε) , êàæäûé èç êîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâ.Åñëè ε ∈ (−ε0, 0) , êàæäûé èç òîðîâ T2,n(ε) áóäåò ñåäëîâûì.Îòìåòèì, ÷òî âûáîð ε0 íå çàâèñèò îò n , îäèíàêîâ äëÿ ëþáîãî òîðà T2,n(ε) äàííîãî ñåìåé-ñòâà. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà (3.1) â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ îïðåäåëÿåò êâàçèïåðèîäè-÷åñêîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé t . Ôîðìóëà (3.1) ñîäåðæèò äâà ìíîæèòåëÿ, êàæäûéèç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ ïî t , íî îòíîøåíèå ýòèõ ïåðèîäîââ îáùåì ñëó÷àå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè a < 0 èìååò ìåñòî ïîñëå-êðèòè÷åñêàÿ (ìÿãêàÿ) áè�óðêàöèÿ äâóìåðíûõ òîðîâ (b < b∗) , à ïðè a > 0 � äîêðèòè÷åñêàÿ(æåñòêàÿ) (b > b∗) . Âòîðîé èç ýòèõ âàðèàíòîâ âîçìîæåí ëèøü ïðè íàëè÷èè îáîèõ íåëèíåé-íûõ ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèè (1). Ïîñëåêðèòè÷åñêàÿ áè�óðêàöèÿ îò áåãóùèõ âîëí äîñòàòî÷íîòèïè÷íà, à äîêðèòè÷åñêàÿ� ðåàëèçóåòñÿ â óðàâíåíèè (1) ñ îäíîé íåëèíåéíîñòüþ, åñëè ÷èñëîïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ðàâíî n , ãäå n > 3 [7℄.
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