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�������������� ���� �!�"�#�� !�$ ��#% ��%#� �&������% $����' ��� �!�"� �' "� (��)
�� ��!��� �##* #�+�! ��%��#% �!���� �,�#�*' ������- -!�"#�#�*' #��� .#� � &!�#��#�
-� �"�/' � ���,� ����� �% !�0�#�/1 �#� ��������* � � ��� �##*� � $�"�������� �� � ����
!�0���% $����' !�$- .��� ���� �!�"�#�/ �+�#� �!�����" /(��/ " "��� $�"��������* �#)
��!��-(2�% ��� ���"��� / 3-#�4��#� .#% �"/$�* #��$"���#% ��!���##% �� "%��#% ��#)
#% $������ � / ��&� ���+ ������. !�$- .��� ��� ���"�#�/ " ��!��� �##�� � ���� $����'
�+�#� ���� .$-���/ �!�����" �#�� !�0�#�* " "��� $�"��������* #�+�!� +�$!�$��!#% ���)
� ����"' %�!����!�$-(2�% ��� ��-��� /" �#�/� 5���* ���%�� ��$"� /�� #� �� .�� "/"��.
%�!����!#� ���+�##���� �!�4����' #� � ���. ������"�##�� �����#�� �&� !�$"���/ " �����
0�!���� � ���� !������!�"���% /" �#�*' #� ��-2���" // ��,�* !�$ !����� �!� �$��#�)
#�� "%��#% ��!����!�" ��#�!��#�* �#,�#�!#�* $�����' ����!� �!� "�!����"#�� ���%���
� ��!����!�� ��&-� ���!�+�"��. +� .0�% "!���##% � ��������#% !��-!��"�

��� �$"���#�' � / ��&� ���+ !�$- .��� !�0�#�/ ��& � ����"��. ��������#� 0�!���*
� ��� $����' !�0�#�� �+�#� �2���/ " +�$!�$��!#% ��!���##%� 6�#�"#�/ �������� "/")
 �#�/ #�+�!� %�!����!#% +�$!�$��!#% ���� ����" 77 8�� 9)���!���� :��� �#��!-��#� #��)
+� �� 833����"�# �!� -���#�" �#�� $�!�#�� #��$"���#% $�"��������* ��,�- ��!����!���
$������ �!-&�� ����"#� ���� .$-��� �����+�� -��#.0�#�/ ��� � ��!����!�" $����� �-���
""���#�/ +�$!�$��!#% ���� ����" /" /���/ �#� �$ -!�"#�#�* ��%!�#�#�/ #� ��#�"� ���!��
!�$��!#����* ;�<�

� ��##�* !�+��� � �!�" ���#��� ���!�� !�$��!#����* !������!�"����/ � ��� �!�� ��#%
$����' ����(2�%�/ 3� .�!�4��##% ����#�* ,�������* � &�$�" " ��!���% #���#�!��#%
�!���%' ���(2�% �+ ���� ��"0�##�* �!�"��������� 9!�� ��#�* ������ $����� ���"���#1
!��. ���� �+ �����#�� � ���� ����#�* � �!�2�#� =>9 ��#��#% !�$��!�" � ��#��#�* �!�"�)
������� � -����� �� .����4��##% 833����"� 9!� ���� �!�"�#�� ����+#% $���� #��+%����
���� ���#* ���%��1 �!���#��� .#� � �����- =>9 �# �� ,�# "� (���. -��� "��% ��!����)
!�" �!�2�# ?� �#' 0�!�#' �!�#�4�������@ ;�<�

� !�+��� ����$�#�' ��� !�0�#�� ����+#% $���� ��#����� .#� ���� ���� +�$!�$��!#%
��!����!�" ��$"� /�� -����. "�!����"#���. $����� � �� -���. !�0�#�� � / ��������#� 0�)
!���&� � ���� $���� " "��� -#�"�!�� .#% &!�3������% $�"��������*�

 !" �#$%&�#�'& ()�'*&��#+ ��,���)�#+ -&�&.� � #$�#��/� (&)&0�%)/ -&�&.�

� #����/2�� "!��/ ��#�� �$ #��+� �� 833����"#% ������" -"� ���#�/ �!��-���"#����
#�3�/#% � &�$�"% ��"�,�# /" /���/ ����� ��"0�#�/ �!��-��#�* �����+#���� � ���� �-���
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��$��#�/ $�# ��"0�##�* �!�#�4�������1 �!�2�# &��!�" ������&� !�$!"� � ���� ?=>9@�
C�$��#�� -$��* � �!��/,�##�* ���-���"�##�* �!�2�# " &�!#�* ��!��� �����&����/ �-��� #�)
&#���#�/ " � ��� �!� "����� ��" �#�� !�+���* ,������� � "$"�0�##� " #�* ���4�� .#�
!��� �#�"�(2�� �&�#��� 77 �!����#���' %�!����!�$-��� "����* �!�#�4������.(� 9!��)
��#� -��!,�"��� �!�2�#- &��!�!�$!"� �� ����#�/ ��� � �!��!�2�#�/ $������ !�+���*
,��������

� �!�4���� ��$��#�/ �!�2�# &��!�!�$!"� !�+���/ ,������. =>9 �!��������� �� #�)
��.( ��3� .�!�""����/ " � ��� " �!��!�2�##-( $�#-' ��$��"�/ "��!-& �!�2�# �+ ���.
� ��#�,�##�� 3� .�!�4��##�� �"�*��"���' ��� #�$"���-( $�#- $�&!/$#�#�/� �%-�0�#��
3� .�!�4��##% �"�*��" " 8��* $�#� ��,�� �-2���"�##� " �/�. #� ��#��#-( �!��-���"#���.
��"�,�# � �!�2�#�* =>9�

6�#�"#�* $�����* ��##�* !�+�� /" /���/ !�$!�+���� ��� �##�&� � &�!���� !�0�#�/ -!�")
#�#�* �������������* ���� � � 4� .( ��!��� �#�/ 833����"#���� -"� ���#�/ �!��-���"#�)
��� ��"�,�# ������� =>9 � -����� ��#�"#% ��%#� �&������% ��!����!�" =>9 � "�$��,#%
�� .����4��##% 833����" �#�,�#�/ 3� .�!�4��##% �"�*��" ��!�"�&� �!���!�#��"� ��� �
�!�2�# &��!�!�$!"� "� ����"�� "�$��*��"�/ !�+���* ,������� =>9�

� !�+��� -�� �#� ���4�� .#�� "#���#�� "/" �#�( ���� ���� +�$!�$��!#% ��!����!�"'
%�!����!�$-(2�% !������!�"���� ����#�/� 9� -��##� " ��##�* !�+��� !�$- .��� �!��)
���" �# " "��� &!�3������% $�"��������* +�$!�$��!#% ���� ����"' ��� ��!��� /�� -#�"�!)
�� .#* %�!����! !�0�#�/ � 0�!���* �����$�# �!���������&� �!���#�#�/ � / !�$ ��#%
&�� �&������% ��!����!�" #�3�/#% � &�$�"% �����!�,��#�*�

C������ ��!��� /(2�% ��!����!�" $����� "� (���� � ��-(2�� ��#���#� ����#�/D
• ��������� ��	����

 ����� 
 ����
�� ���D " �!-&�"�� � ���� ��2#���.( hr ?"��)
��* �� ��� z @' � !���-��� ��#�-!� ����#�/ Re !���� �,�#� ������!��#�/ ��#����� .#�
��"� � ��"�,�# "�!���� .#�/ �!�2�#� =>9 �!/��-&� .#�* 3�!� ?0�!�#�* bf = 2yf '
�� -� �#�* xf @' "��!"�(2�/ � ��� #� "�( �&� "���- hr ?��� !��� �@� C������' ���
$�#� $�&!/$#�#�/ " � ������� ?Oxy @ ����� �!/��-&� .#-( 3�!�- 0�!�# ydz �� "��*
� �#� �!�2�# ?" �+ ���� ��#���� �!�2�# $�#� ��������/ E�-%�*F@�

• ��	���� 	����
 �����
�D � ��� ��������/ ��#�!��#� � �$��!��#� � �!�#�4����)
��.( kr " �+ ����' "#�0#�* �� ��#�0�#�( � �!�2�#� � $�#� $�&!/$#�#�/� 6+ ���. �� .)
����4�� ?$�# $�&!/$#�#�/@ %�!����!�$-���/ ��#�,�##�* �!�#�4������.( kdz ' � �!�2�)
#� $��� #�#� "�����!�#�4���� �!����#��� �!�#�4������.( kf �

• ���
� ���������

D �$���!�������* ���4��#�!#* �!���� #��,������* ,�������
�!� �����/##�� ��!����� ��" �#�/D #� $�+�� ��"�,�# ?&!�#�4� Γf−w @ $���#� �����)
/##�� ��" �#�� pwf ' #� ��#�-!� ����#�/ !���-�� Re ?&!�#�4� ΓRe @1 �����/##�� ��")
 �#�� pe �

• ��	��� ���������D " $����� �!�+-���/ !��������. �$�+�! �  �#�� ���� " $�#� ����)
#�/� C �#,�#�!#�* ����� $!�#�/ #��+� .0�* �#��!�� �!�����" /�� ��!��� �#�� ��83)
3�4��#�� �!��-���"#���� ��"�,�# K 1 ��#�0�#�/ ��+��� ��"�,�# � !�� �$-����-
��!����- ��" �#�/ �!� !�$ ��#% ��!����!�% �!�2�# =>9' 3� .�!�4��##% �"�*��"
� ���� � $�# $�&!/$#�#�/�

 1" �&%�0&%�.�$'&2 (#$%&�#�'& -&�&.�

������������� !�0�#�� �����##�* $����� � �!����� ,������� " � ���� � �!�2�#�* =>9 �
$�#�* �� .����4�� �"�����/ � !�0�#�( ������ -!�"#�#�* ���4��#�!#�* �"-%��!#�* 3� .)
�!�4�� #��,������* ,�������� " �&!�#���##�* �+ ����' ���� �!-(2�* $�#- �!�#�!�"�#�/'
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hr

x

y

0 Re

z

2xf

ГRe

ydz

ydz

kdz

kr

kdz

kf
2yf

D

D

F

2xf

0

Гf-w

Гdz-f

Гr-dz

R

Re

x

z

��$" !" ���� . #���#�!��#�&� � ���� � "�!���� .#�* �!�2�#�* &��!�!�$!"��

��"�,�#- � �!�2�#�* &��!�!�$!"� � ���� � $�#- $�&!/$#�#�/D⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

div w = 0,

w = −k

μ
grad p,

k =

⎧⎪⎨
⎪⎩

kr{x, y} ∈ R,

kd{x, y} ∈ D,

kf{x, y} ∈ F,

μ = const,

?���@

&�� R 77 �+ ���. ����#�/ " � ����' D 77 �+ ���. ����#�/ " $�#� $�&!/$#�#�/' F 77 �+ ���.
����#�/ " �!�2�#� =>9 ?��� !��� �@� 9�!"�� -!�"#�#�� ��!�,��� $���# ��%!�#�#�/ ����
#��,������* ,�������' "��!�� 77 $���# 3� .�!�4�� ��!��� C� �* &!�"���4�� �!�#�+!�,��'
$����� !������!�"����/ " �"-%��!#�* �����#�"�� #� � ������� Oxy � � / -#�3���4�� !�0�)
#�/ ""���� � ��-(2�� +�$!�$��!#� ��!����!D

pD =
p − pwf

pe − pwf
, pD ∈ [0, 1],

xD =
x

Re
, yD =

y

Re
, xD, yD ∈ [0, 1],

zD =
z

hr
, zD ∈ [0, 1].

?���@

��%��#�/ ������� -!�"#�#�* ?���@ ��,�� +�. ��!�����#� " � ��-(2�� +�$!�$��!#�� "���D⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

div (wD) = 0,

wxD = −k

μ

(pe − pwf)
Re

∂pD

∂xD
,

wyD = −k

μ

(pe − pwf)
Re

∂pD

∂yD
,

k =

⎧⎪⎨
⎪⎩

kr{x, y} ∈ R,

kdz{x, y} ∈ D,

kf{x, y} ∈ F.

?���@
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yD

yD

�pD

�pD

�n

�n

� 0

� 0

� 0

� 1

pD

pD

0

1

1 xD

xD

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

��$" 1" >�����#�/ �+ ���. ����#�/�

�$ -� �"�/ ������!�� $�����' +-��� ��� ���"��. ����#�� �� .�� " ���"�!�� � �������
?!��� �@� 6+�$!�$��!�##-( ������- -!�"#�#�* ��,#� !�0��. ��� �##�' #��!���!' �������
��#��#% 8 ���#��" ?�!���! !�����#�* ����� ����$�# #� !��� �@�

 3" 4�-)&-0�)�/� '#0(*�'$/ -&�&.�

�"���#�� %�!����!#% +�$!�$��!#% ��!����!�" �!� !�0�#�� $���� � �!����� � �!�2�#�
"����* �!�"��������1 ��"� .#� -���/"0�/�/ �!������� � !�+��� ;�< �!� 8����!���#�� .#��
��� ���"�#�� �!����� � "�!���� .#�* �!�2�#� " �&!�#���##�� � ���� � #��!�#�4����� &!�)
#�4��� + � -���#�" �#� $�"�������. �!��#���� -"� ���#�/ �!��-���"#���� �� ��#�0�#�(
� � -��( ��"�,�# +�$ �!�2�# =>9 �� ��!����!�

kfbf

kr

√
40
A

, ?���@

&�� bf 77 0�!�#� �!�2�#' A 1 � �2��. �!�#�!-���* �+ ���� ?" ��!�%@� �� .#�*0�� ���!�)
�������� � �!��� �"� ��� ���"�#�/ ����$� � 833����"#���. !������!�#�/ ����+#% $����

" $�"�������� �� ��833�4��#�� +�$!�$��!#�* �!�"�������� �!�2�# CfD = kf bf

krxf
� �����#�

"��!��/ � ���� �!�2�#�* &��!�!�$!"� Ix = xf

Re
;�<7;G<�

� ��##�* !�+��� #� ��#�"� �#� �$� +� �#��"% -!�"#�#�* ���� +-�-� �#� �������� �� -)
��# +�$!�$��!#� ���� ���' %�!����!�$-(2�� �!���� � ��"�,�#� � �!�2�#�* =>9 � $�#�*
$�&!/$#�#�/�

��$" 3" ���� . �!�2�# &��!�!�$!"� � $�#�* $�&!/$#�#�/�

�� !��� � ����$�#� ��#� �! � �!�2�# =>9 � $�#�* $�&!/$#�#�/� =!�#�4 ?Γf−w, Γdz−f ,
Γr−dz @ $�# !�$ ��#�* �!�#�4������� /" /(��/ ��"�!%#���/�� �� .#�&� !�$!"�' #� ����!%
�� ,# "�� #/�.�/ -� �"�/ #� ������%�
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H���0�� " +�$!�$��!#�� "��� $���# ��%!�#�#�/ ���� �!� �!�%�,��#�� ��"�!%#����*
!�$!"� �� ��!����!- k ?�!�#�4������. ��!����* �!��@ 77 ��!�%�� �+ ���� 3� .�!�4��
" � ���� � 3� .�!�4�� " �!�2�#� =>9 ��!�$ $�#- $�&!/$#�#�/� �����' ��� " �� - ��&�' ���
" !�� .#���� 0�!�#� �!�2�# #��#�&� ��#.0� �� -� �# �!�2�#' �� �� 2yf � xf ' �������
��!�$ ��!4 �!�2�# ��,#� �!�#�+!��.�

� / #��,������&� 3 (��� $���# ��%!�#�#�/ ���� #� !�$!"� Γr−dz ?����� �$ �!�2�)
# " ��"�,�#-@ ��,#� $������. " "��� �#��&!� � �� ��#�-!- ?" ����"����"�� � -!�"#�#���
#�!�$!"#���� " +�$!�$��!#% ��!���##%@D∫

Γr−dz

(wD)n dl =
∫

Γr−dz

(wD)−n dl. ?���@

�#� �&��#� ��,#� #������. -� �"�/ #� �"-% �!-&�% ��"�!%#���/% !�$!"��
5���!. $���0�� +� �#� ���� � / �+ ���� ����#�/ " �!�2�#� � � / �+ ���� ����#�/ " $�#�

$�&!/$#�#�/D∫
Γf−w

(wD)−n dl =
∫

Γdz−f

(wD)−n dl,

∫
Γdz−f

(wD)−n dl =
∫

Γr−dz

(wD)−n dl. ?���@

6��-�� �� -��� $���# +� �#�� ���� #� "%��� � "%��� �$ �!�2�#D∫
Γf−w

(wD)−n dl =
∫

Γdz−f

(wD)n dl ?���@

� � ∫ xf
Re

0
[wyD]

yD=
yf
Re

dxD =
∫ yf

Re

0
[wxD]xD=0 dyD. ?���@

C -����� "��!�&� -!�"#�#�/ ������ ?���@ �����D

∫ xf
Re

0

[
kdz

∂pD

∂yD

]
yD=

yf
Re

dxD =
∫ yf

Re

0

[
kf

∂pD

∂xD

]
xD=0

dyD. ?��G@

�"���� "�����&��� .#� 3-#�4��D

F1(xD) =
[
∂pD

∂yD

]
yD=

yf
Re

,

Fz(yD) =
[

∂pD

∂xD

]
xD=0

.

5�&��

kdz

∫ xf
Re

0
F1(xD) dxD = kf

∫ yf
Re

0
F2(yD) dyD. ?��I@

9!���#�� ���!��- � �!��#�� $#���#�� � / ��!��� �##% �#��&!� �"D

kdzF1(x̃1D)
(

xf

Re
− 0

)
= kfF2(ỹ2D)

(
yf

Re
− 0

)
,

x̃1D ∈
[
0,

xf

Re

]
,

ỹ2D ∈
[
0,

yf

Re

]
.

?���@

6��(��' ���"��#�' � ��-(� ����#�0�#�/D

kfyf

kdzxf
=

F1(x̃1D)
F2(ỹ2D)

= const.
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��#�,�" �+� ����� -!�"#�#�/ #� ��#�0�#�� �!�#�4�������* 2kdz
kr

= const ' �� -��� +�$!�$)
��!#* ���� ���' #�$"���* �	���
�
���	� ����������	� ��	�	 
�	�
 ����
��D

CfD =
2kf yf

krxf
=

kf bf

krxf
= const. ?��
@

H�����" +� �#��"�� ����#�0�#�� !�"�#��"� �+J��#% !��%���" #� ��#�-!� ����#�/ ΓRe

?��!-,#���. !���-�� rD = 1 @ � #� "%��� " $�#- $�&!/$#�#�/ ��!�$ &!�#�4- Γdz−r ' �� -���D∫
ΓRe

(wD)n dl =
∫

Γdz−r

(wD)n dl,

π

2

∫ 1

0

[
kr

∂pD

∂rD

]
rD=1

drD =
∫ xf

Re

0

[
kr

∂pD

∂yD

]
yD= f +ydz

Re

dxD.

?���	@

9!��+!�$�"�" "!�,�#�� ?���	@ � �!���#�" ��!��- � �!��#�� $#���#��' �� -��� "��!�* +�$)
!�$��!#* ��!����! 77 �	���
�
��� �����
� ����� ����
�	� ���D

Ix =
xf

Re
= const. ?����@

>������!�� ����!. ����#�0�#�� #� &!�#�4� Γdz−r �� �+� ���!�# �� &!�#�4' �� ���. ��
#��!�" �#�( n � −n ?������� ��!�$ ��!�4 �!�2�# ��/�. �!�#�+!�,��@D

∫ xf
Re

0

[
kr

∂pD

∂yD

]
yD=

yf+ydz
Re

dxD +
∫ yf+ydz

Re

wf
Re

[
kr

∂pD

∂xD

]
xD=

xf
Re

dyD =

=
∫ xf

Re

0

[
kdz

∂pD

∂yD

]
yD=

yf+ydz
Re

dxD +
∫ yf+ydz

Re

yf
Re

[
kdz

∂pD

∂xD

]
xD=

xf
Re

dyD.

�"���� 3-#�4��

F4(xD) =
[
kr

∂pD

∂yD

]
yD=

yf+ydz
Re

,

F5(yD) =
[
kr

∂pD

∂xD

]
xD=

xf
Re

.

C -����� ""��� 3-#�4�* F4 � F5 ' �� -���� -!�"#�#�� � / !������!�"����* &!�#�4D

kr

∫ xf
Re

0
F4(xD) dxD + kr

∫ yf+ydz
Re

yf
Re

F5(yD) dyD = kdz

∫ xf
Re

0
F4(xD) dxD + kdz

∫ yf+ydz
Re

wf
Re

F5(yD) dyD

� �

krF4(x̃4D)
(

xf

Re
− 0

)
+ krF5(ỹ5D)

(
yf + ydz

Re
− yf

Re

)
=

= kdzF4(x̃4D)
(

xf

Re
− 0

)
+ kdzF5(ỹ5D)

(
yf + ydz

Re
− yf

Re

)
,

x̃4D ∈
[
0,

xf

Re

]
,

ỹ5D ∈
[
0,

yf + ydz

Re

]
.

>�$�� �� �+� ����� -!�"#�#�/ #� kdzF5(ỹ5D)xf D

kr

kdz

F4(x̃4D)
F5(ỹ5D)

+
kr

kdz

ydz

xf
=

F4(x̃4D)
F5(ỹ5D)

+
ydz

xf
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��$" 5" 9!���! !������ +�$!�$��!#�&� ��" �#�/ � ����!��#�/  �#�* �����

� �
F4(x̃4D)
F5(ỹ5D)

(
1 − kr

kdz

)
=

ydz

xf

(
kr

kdz
− 1

)
,

���-��
F4(x̃4D)
F5(ỹ5D)

(
1 − kr

kdz

)
=

ydz

xf

(
kr

kdz
− 1

)
= const.

5���� �+!�$��' ��,#� ""���� �!���* ��!����! 77 �	���
�
��� �	�� ���������
�D

Sfs =
ydz

xf

(
kr

kdz
− 1

)
= const. ?����@

� ���&� $����� �"�����/ � !�0�#�( ������ -!�"#�#�* ?���@ � �!�����" �#�( !�$- .����"
��#����� .#� �!�% +�$!�$��!#% ��!����!�"D ��833�4��#�� +�$!�$��!#�* �!�"�������� �!�)
2�# =>9 ?��
@' ��833�4��#�� "��!��/ � ���� �!�2�#�* =>9 ?����@ � ��833�4��#�� $�#
$�&!/$#�#�/ ?����@�

5���* ���%�� ��$"� /�� -����. $�"�������. !�0�#�/ ������ -!�"#�#�* �� "��% "�$��,)
#% ���+�#�4�* ��!����!�" � ����' $�# $�&!/$#�#�/ � &�����!�� �!�2�# �!� !������!�#��
���4��#�!#�* 3� .�!�4�� #��,������* ,������� " �!�% �"/$�##% �+ ���/%' �� ��#% ���
�� ��!����!- �!�#�4������� k ' ��� � �� &�����!������� !�$��!��� ��833�4��#� +�$!�$��!)
#�* �!�"�������� �!�2�# CfD ��!�,��� ����#�0�#�� E�!��-��#�* �����+#����F �!�2�#
=>977 kfwf � E�!��-��#�* �����+#����F � ���� 77 krxf � ��833�4��#� "��!��/ � ����
�!�2�#�* Ix ��!��� /�� ����#�0�#�� ��,�- ��#�"#�� &�����!�������� !�$��!��� �+ �)
���* 3� .�!�4�� 77 �� -� �#�* �!�2�# xf � !���-��� ��#�-!� ����#�/ Re � ��833�4��#�
$�&!/$#�#�/ Sfs %�!����!�$-�� $�#- $�&!/$#�#�/ � -����� �� ��#����� .#% &�����!������%
!�$��!�" � ��#����� .#�* �!�#�4��������

 5" ��-6*7%&%/ .�$*���#8# 0#��*�)#�&��2

�� !��� � �!�"���# �!���! !������ �� / +�$!�$��!#�&� ��" �#�/ ?4"���"�/ &���� ��!�,���
$#���#�/ �� / ��" �#�/@ �  �#�* ���� �!� 3� .�!�4�� #��,������* ,������� � �!�2�#�
=>9' ��!-,�##�* $�#�* $�&!/$#�#�/�

���+� �� ����$��� .#� � ����� $!�#�/ -���� #�!�"#���!#���� 3� .�!�4��##% �"�*��"
/" /���/ !������!�#�� &!�3���" !���!��� �#�/ ��" �#�/ " #��!�" �#�/% "�� . �!�2�# ��
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��$" 9" 9!���! !���!��� �#�/ ��" �#�/ " !�$ ��#% ����#�/%�

����#�( �7� � ��!��#���- /!#� �!�2�#� �� ����#�( �7� ?� " -�!-�#�##�� ���0��+� �D�@�
9!�"���##� #� !��� � �!�3� � ��" �#�/ ��"���(� %�!����!#� �!���������� $#���#�)
/� Ix = 0,3 ' CfD = 10 ? Sfs = 0,29 @' "/" �##� #� ��#�"� �!�"���##%  �+�!���!#%
��� ���"�#�* �� ��!��� �#�( ��!����!�" ydz � kdz � ��� � � ���"� � �,����.' #��+� .0�*
&!����#� ��" �#�/ !�� �$-���/ " $�#� $�&!/$#�#�/' ��� ����"����"-�� -� �"�( �-2���"�##�)
&� �#�,�#�/ �!�#�4������� � ���� " $�#� �� .����4��� C���"����"�##�' " $�#� #��+� .0�*
�!�#�4������� ?" �!�2�#� =>9@ &!����#� ��" �#�/ ��#��� �#�

�� �� !�$- .��� ��� �##�&� ���� �!�"�#�/ �!�����"�� " ��!��#�%' 0�!��� �!���#/�)
�% �!� �!���������% �#,�#�!#% !������%� �"���� ��#/��� +�$!�$��!#�&� ��833�4��#��
�!��-���"#���� ��"�,�#D

KD =
∫ 1

0

∂pD

∂n
dhD =

Q
2πkhr

μ (pe − pwf)
, ?���@

&�� Q 1 �+J��#* !��%�� �!����� ,������� � ��"�,�#�

Q =
2πkhr

μ
(pe − pwf )

∫ 1

0

∂pD

∂n
dzD.

6�!��� �� $�"�������. +�$!�$��!#�&� ��833�4��#�� �!��-���"#���� ��"�,�# �� !������)
!�"���% +�$!�$��!#% ���� ����" ?CfD, Ix, Sfs @� >�$- .��� !������" �!�����"�� " "���
#�+�!� �!�"% ?�� ����@' ��,��* �$ ����!% ��"���(� �"�� $#���#�/ +�$!�$��!#% ���� ��)
��"�
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��$" :" H�"�������. +�$!�$��!#�&� ��833�4��#�� �!��-���"#���� �� +�$!�$��!#�*
�!�"�������� � ��833�4��#�� "��!��/ � ���� �!�2�#�* =>9�

�� !��� G� �!�����" �# !�$- .��� ��� �##�&� ���� �!�"�#�/ " "��� $�"�������� +�$!�$)
��!#�&� ��833�4��#�� �!��-���"#���� ��"�,�# �� +�$!�$��!#�* �!�"�������� �!�2�#
� ��833�4��#�� "��!��/ � ���� ? Ix @ � / � -��/ Sfs = 0 ?���-���"�� $�# $�&!/$#�#�/@�

�$ !��� G "��#�' ��� � / CfD < 40 +�$!�$��!#* ��833�4��#� �!��-���"#���� ��"�,�)
# ��,#� ���!������!�"��.  �#�*#�* 3-#�4��* ?"  �&�!�3�������% ���!��#���%@' � � /
CfD > 40 �����-( "� ���#- ��,#� ������. �!��������� #�$�"�����* �� CfD � 9!� $#���#�)
/% CfD < 40 � / -"� ���#�/ 833���� �� =>9 4� ����+!�$#� ��+�"��.�/ !���� +�$!�$��!#�*
�!�"��������' � �!� CfD > 40 +� �� 4� ����+!�$#� -"� ���"��. ��833�4��#� "��!��/ � �)
��� �!�2�#�* Ix ?�� ���. � �#- �!�2�#@' ��� +�$!�$��!#-( �!�"�������. �!�2�# CfD �

�� !��� I �!�����" �# �� ����' ����!��##� � / ��833�4��#�� "��!��/ � ���� Ix = 0, 5
�!� "�!.�!�"�#�� $#���#�* �"-% �!-&�% +�$!�$��!#% ��!����!�" � ����1 +�$!�$��!#�* �!�)
"�������� �!�2�# CfD � � ��833�4��#�� $�# $�&!/$#�#�/ Sfs �

�$ �!�����" �##�&� �!���!� !�0�#�/ ���"��#�' ��� " �/#�� E��!����!� �� .����4��F #�
��� ��#�$#��#�D � / �� % $#���#�* ��!����!� Sfs #� ���� $�# $�&!/$#�#�/ #� �-2���"�##�
" �/�� #� �$��#�#�� �!��-���"#���� ��"�,�# �� �!�"#�#�( �� ��"�,�#�* � #���"!�,��##�*
�!��!�2�##�* $�#�*� 6�#��� � !����� �#��#��"#���� $�&!/$#�#�/ �!���"�,�##�* $�# ����)
#�� �!��-���"#���� ��"�,�# � "����� CfD ���#�"���/ "��.�� �-2���"�##�� C ���"��� .)
#�' " ��,��� ��#�!��#�� � -��� � / �4�#�� 833����"#���� ��#�!��#�* ��%#� �&������* ���)
!�4�� #��+%����� �!�"����. �#� �$ !�$- .����" =>9 �-��� "��� �#�/ ��833�4��#��" Sfs '
CfD � Ix �

C!�"#�#�� !�����#% �!�"% � !�$- .������ �!��� �"% �  �+�!���!#% ��� ���"�#�*
����$"���' ��� #� ���� $�# $�&!/$#�#�/ ��,�� �!�"����. � �#�,�#�( !�����#�* �!��-���")
#���� ��"�,�# � =>9 #� ��7�	K � / �!���������&� �����$�#� +�$!�$��!#�* �!�"��������
�!�2�# =>9 ?CfD = 1 7�	@�

�&'*;.����

����� ""���#�/ %�!����!#% +�$!�$��!#% ��!����!�" $����� ��$"� /�� -#�3�4�!�"��.
�!�4��� �������������&� ���� �!�"�#�/ � �� -���. !�$- .��� " 0�!���� � ���� $����� �#�)
 �&��#� ������� �"��!��� ���,� !�0�#� $����� � ���� �!�"�#�� ����#�/ �,������&� 3 ()
��� " �#�$��!��#�� � ���� � �!�����" �#��� !�$- .����" " "��� $�"��������* �� !��0�!�##�&�
���� ���� %�!����!#% +�$!�$��!#% ��!����!�"�
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KD

CfD

0,81

0,71

0,61

0,51

0,41

0,31

0,21

0,11

0,01

0,01 0,1 1 10

Ix = 0,5

0
0,02
0,05
0,1
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8

Sfs:

��$" <" H�"�������. +�$!�$��!#�&� ��833�4��#�� �!��-���"#���� ��"�,�# ?Kd @ ��
!�$ ��#% Cfd � Sfs � / Ix = 0, 5 �

(#)(*+ ,)-."/-0"1

2% (���� ,%)% 3����� �����	� 	 ��
�������� � ����	��% 44 3%& !�% ���% �	
%'��% �	�%� 2567 44
89: �%

:% +�������� "%;% 3�����	������ ����	�����	� ��
������	 ����������	� ����	 	 ��
� � ��	�'
���	� �	�����	������� ��
���� ������% < 3%& *** =�����'>	
��������?� 2555% < :2: �%

9% @ABCDEF G%@%� HDIJEK L% G% MNF FOFAP JQ RFEPDAKS QEKAPCEFT JU VFSS WEJXCAPDRDPY ZZ MEKUT% [\@]% <
25^_% < L% :25% < %̀ 8_248_9%

8% `EKPT @% ]OFAP JQ RFEPDAKS QEKAPCEFT JU EFTFERJDE aFNKRDJE 44 DUAJbWEFTTDaSF cCDX AKTF ZZ HJA% `FPEJS%
]Ud% GJCEUKS% 44 25^2% 44 L% 2� e :% 44 %̀ 2_f4226%

f% gDUAJ'hFY� iFEUKUXJ HKbKUDFdJ'L MEKUTDFUP `EFTTCEF [UKSYTDT iDUDPF gJUXCAPDRDPY iEKAPCEF gKTF LFETCT
jKbKdFX iEKAPCEF gKTF� HKU [UPJUDJ� WKWFE H`]� 847 kAPJaFE 2562� HKU [UPJUDJ� MFlKT� 2562% 44
%̀ 27854278^%

^% m����	��� 3%� *�	�	 "%� n����� #% 0�	�	�	�������� �	
��� �	�����
���� ������& �� ����		
� �����	��% < )������ )
�'�� =)+)?� :__7% < :98 A%

#�����	�� � ������	� 2_%22%_5
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MNDT VJEI WEFTFUPT PNF aKTDA KWWSDAKPDJU JQ XDbFUTDJUKS KUKSYTDT PJ PNF WEJaSFb JQ cCDX cJV DU WJEJCT bFXDK
VDPN oUDPF AJUXCAPDRDPY QEKAPCEF AJbWSDAKPFX aY WEFTFUAF JQ XKbKdFX pJUF KEJCUX PNF QEKAPCEF%
MVJ IDUXT JQ QEKAPCEF XKbKdF WKEKbFPFET KEF TPCXDFX& K XKbKdFX pJUF VDXPN KEJCUX PNF QEKAPCEF KUX
K XKbKdFX pJUF WFEbFKaDSDPY EFXCAPDJU AKCTFX aY PNF QEKAPCEDUd cCDX SJTT DU PNF QJEbKPDJU% MNDT WKWFE
FbWNKTDpFT PNKP XKbKdF FOFAPT JU VFSS WEJXCAPDRDPY KEF qCDPF XDOFEFUP QJE XDOFEFUP RKSCFT JQ XDbFUTDJUSFTT
QEKAPCEF AJUXCAPDRDPY� QEKAPCEF WFUFPEKPDJU EKPDJ KUX XKbKdF QKAPJE% HWFADKS PYWF ACERFT QJE TPFKXY'TPKPF
WEJXCAPDRDPY DUXFl AKU aF CTFX PJ DXFUPDQY XDOFEFUP AKTFT VNFU XKbKdFX pJUF DUcCFUAF JU VFSS WEJXCAPDRDPY
DUXFl aFAJbFT qCDPF TDdUDoAKUP%

�������& cJV DU WJEJCT bFXDK� NYXEKCSDA QEKAPCEDUd� XKbKdFX pJUF� XDbFUTDJUKS KUKSYTDT� TDbDSKEDPY PNFJEY�
AJbWCPKPDJUKS bJXFSSDUd
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