
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4ÓÄÊ 532.517.4:536.25© È.Á. ÏàëûìñêèéÎ ×ÈÑËÅÍÍÎÌ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÈ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÎÉ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ1�àññìîòðåíà çàäà÷à î òðåõìåðíîé êîíâåêöèè æèäêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ñî ñâîáîäíû-ìè îò êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé èçîòåðìè÷åñêèìè ãîðèçîíòàëüíûìè ãðàíèöàìè, ïðè ïîäîãðåâå ñíèçó.Ïðåäëîæåí ñïåöèàëüíûé ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà, âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîê-ñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó è ïåðâîãî ïî âðåìåíè. Ïðîâåäåííûé ëèíåéíûé àíàëèç ïðåäëàãàåìîãî ÷èñ-ëåííîãî ìåòîäà ïîêàçàë, ÷òî ÷èñëåííûé ìåòîä ïðàâèëüíî (ñ õîðîøèì êîëè÷åñòâåííûì ñîîòâåòñòâèåìâ äëèííîâîëíîâîé ÷àñòè ñïåêòðà è ñ êà÷åñòâåííûì� â êîðîòêîâîëíîâîé) ïåðåäàåò ñïåêòðàëüíûå õàðàê-òåðèñòèêè äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è ïðè ðåàëüíûõ çíà÷åíèÿõ øàãîâ ïî âðåìåíè, ïðîñòðàíñòâó è íàä-êðèòè÷íîñòè. Â êà÷åñòâå òåñòîâ ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äâóìåðíîé âàëèêîâîé è òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè�ýëåÿ�Áåíàðà äëÿ íàäêðèòè÷íîñòè, ðàâíîé, ñîîòâåòñòâåííî, 2.2 è 950 ïðè ÷èñëå Ïðàíäòëÿ, ðàâíîì 10.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëèðîâàíèå, ãèäðîäèíàìèêà, êîíâåêöèÿ, òåïëîïåðåíîñ, òóðáóëåíòíîñòü, ñòîõàñòè÷-íîñòü.ÂâåäåíèåÊëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î êîíâåêöèè �ýëåÿ�Áåíàðà â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ ðåøàëàñü ìíîãè-ìè àâòîðàìè [1�14℄. Èç-çà î÷åâèäíîé ñâÿçè ñ ïðÿìûì ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì òóðáóëåíòíî-ñòè íàèáîëüøèé èíòåðåñ âûçûâàþò èññëåäîâàíèÿ ïðè âûñîêîé íàäêðèòè÷íîñòè r = Ra/Racr ,ãäå Ra è Racr � ÷èñëî �ýëåÿ è åãî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, à Pr � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ.Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷àþò äâå ïîñòàíîâêè çàäà÷è î êîíâåêöèè â áåñêî-íå÷íîì ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå� ñî ñâîáîäíûìè (îò íàïðÿæåíèé) è æåñòêèìè (ñ óñëîâèåì ïðè-ëèïàíèÿ) ãîðèçîíòàëüíûìè ãðàíèöàìè êàê ïðàâèëî, ðåøåíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìâ ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ èëè óäîâëåòâîðÿþùèì ñïåöèàëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.Îáå ïîñòàíîâêè çàäà÷è ÷àñòî ïðèâîäÿò ê ðåøåíèÿì, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü êîëè÷åñòâåí-íî, à íå êà÷åñòâåííî [15℄. Ýòèì è îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòîé ðåøåíèÿ çàäà÷è î êîíâåêöèè ñîñâîáîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è îáúÿñíÿåòñÿ èíòåðåñ ê ýòîé ïîñòàíîâêå. Êîíâåêöèÿ ñîñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè ðåàëèçîâàíà â ýêñïåðèìåíòå [16℄.Îñíîâíûå òðóäíîñòè ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè êîíâåêöèè ïðè âûñîêîé íàäêðèòè÷íî-ñòè ñâÿçàíû ñ íàëè÷èåì áûñòðîðàñòóùèõ ëèíåéíûõ âîçìóùåíèé; òàê, ïðè r = 950 è Pr = 10ñóùåñòâóþò âîçìóùåíèÿ, ðàñòóùèå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè êàê exp (198 · t) , ÷òî íàêëàäû-âàåò ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëåííûå ìåòîäû. Ìåæäó òåì, ÷èñëî �åéíîëüäñà Re ÿâëÿ-åòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåäëåííî ðàñòóùåé �óíêöèåé íàäêðèòè÷íîñòè â êîíâåêöèè �ýëåÿ�Áåíàðàè Re = 44 ïðè r = 950 (Pr = 10 ) [17℄.Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû èñïîëüçîâàëèñü â ðàáîòàõ [4�9℄, ïðè÷åì â [4�6℄ ïðåä-ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè âûñîêîé íàäêðèòè÷íîñòè.Â çàäà÷å î êîíâåêöèè �ýëåÿ�Áåíàðà ñî ñâîáîäíûìè ãîðèçîíòàëüíûìè ãðàíèöàìè ñîáñòâåí-íûå �óíêöèè çàäà÷è ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñèíóñû è êîñèíóñû [18℄, è ýòîîáóñëîâëèâàåò âûñîêóþ ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ. Â äàííîé òðåõìåð-íîé çàäà÷å ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû ïðèìåðíî íà äâà ïîðÿäêà ý��åêòèâíåå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ,ïðè÷åì ýòà ïîðÿäêîâàÿ îöåíêà îòíîøåíèÿ êîëè÷åñòâà òî÷åê äèñêðåòèçàöèè ê ÷èñëó ãàðìîíèêîòíîñèòåëüíî ñëàáî çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ ðåàëèçàöèé (â òîì ÷èñëå è îò ïîðÿäêà àïïðîêñèìà-öèè) êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî è ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäîâ, òàê êàê äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî1�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (�07-01-96070).



Î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè òðåõìåðíîé êîíâåêöèè 119ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4îïåðàòîðà èíòåðâàë àïïðîêñèìàöèè ñîñòàâëÿåò ëèøü òðåòü âñåãî ñïåêòðà [19℄ è, òàêèì îáðà-çîì, äëèíà âîëíû êàæäîé ó÷èòûâàåìîé ãàðìîíèêè äîëæíà áûòü íå ìåíåå øåñòè èíòåðâàëîâðàçíîñòíîé ñåòêè.Íî ïðèìåíåíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ìîæåò áûòü îïðàâäàíî ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷å-òîâ ñ íåáîëüøèìè íàäêðèòè÷íîñòÿìè [7,9℄, â îáëàñòÿõ ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé [4,5℄. Èñïîëüçî-âàíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé âîçìîæíî òàêæå ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ [20, 21℄.Äëÿ ðàñ÷åòà òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè ïðè âûñîêîé íàäêðèòè÷íîñòè â [3℄ èñïîëüçóåòñÿ ñïåöè-àëüíûé ÷èñëåííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå õàðàêòåðèñòèê ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïëàéíîâ. Íàíàø âçãëÿä, â çàäà÷å î êîíâåêöèè ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè áîëåå ý��åêòèâíû ñïåêòðàëüíûåìåòîäû ñ ðàçëîæåíèåì ïî ñèíóñàì è êîñèíóñàì, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìèëèíåéíîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè [18℄.Ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû èñïîëüçîâàëèñü â [1, 2, 10�14℄, ïðè÷åì â [1, 2, 10℄ ðàññìàòðèâàåòñÿêîíâåêöèÿ ïðè âûñîêîé íàäêðèòè÷íîñòè. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèèøèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïñåâäîñïåêòðàëüíûé ìåòîä â ðàçëè÷íûõ ìîäè�èêàöèÿõ [1,2,11,12℄, íåäî-ñòàòêàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåâûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè íà ïîëíîì øàãå ðàñùåï-ëåíèÿ è èñïîëüçîâàíèå íåóäà÷íîé ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì (â ÷àñòíîñòè,ñîâìåñòíûé ó÷åò íà îäíîì äðîáíîì øàãå íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ è ïëàâó÷åñòè), ÷òî îãðàíè÷èâàåòøàã ïî âðåìåíè. Íà íàø âçãëÿä, áîëåå ïðàâèëüíî ðàññìàòðèâàòü íà îòäåëüíûõ äðîáíûõ øàãàõëèíåéíîå è íåëèíåéíîå ðàçâèòèå âîçìóùåíèé.Ïðè ðàñ÷åòå êîíâåêöèè ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì íóæíî ðåøèòü äâå ïðîáëåìû: èíòåãðèðîâà-íèå ïî âðåìåíè æåñòêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé è âû÷èñëåíèå íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Âî âñåõ èçâåñò-íûõ àâòîðó ðàáîòàõ, êðîìå [14℄, äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè èñïîëüçîâàëèñü ðàçíîñòíûåñõåìû, ÷òî îãðàíè÷èâàåò øàã ïî âðåìåíè è ÷èñëî �ýëåÿ [22℄. Íà íàø âçãëÿä, äëÿ ðàñ÷åòàêîíâåêöèè ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè íàèáîëåå îïòèìàëüíû òî÷íûå ìåòîäû ñ èñïîëüçîâàíèåìàíàëèòè÷åñêèõ �îðìóë [17, 22℄ èëè ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû [14℄.Ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [23,24℄. Â ðàáîòå [23℄ðàññìîòðåíû òðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. ×èñëåííûå àëãîðèòìûñ âû÷èñëåíèåì íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ â ïðîñòðàíñòâå êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáëàäàþò âûñîêîéòî÷íîñòüþ, íî ïðè ýòîì âîçíèêàåò ïðîáëåìà èõ óñòîé÷èâîñòè. Íà íàø âçãëÿä, íàèáîëåå îïòè-ìàëüíûé êîìïðîìèññ ìåæäó óñòîé÷èâîñòüþ âû÷èñëåíèé è òî÷íîñòüþ äàåò ðàñ÷åò íåëèíåéíîãîïåðåíîñà â �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïî ðàçíîñòíûì ñõåìàì íà îòäåëüíîì ýòàïå ðàñùåïëå-íèÿ [17, 22℄.Â [22,25℄ ïðåäëîæåí ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíûé (ïñåâäîñïåêòðàëüíûé) ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ-÷åòà äâóìåðíîé êîíâåêöèè ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè, ãäå ëèíåéíîå ðàçâèòèå âîçìóùåíèé ðàñ-ñ÷èòûâàåòñÿ ïî àíàëèòè÷åñêèì �îðìóëàì â ñïåêòðàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, à íåëèíåéíûé ïåðåíîñó÷èòûâàåòñÿ â �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïî ñõåìå ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íîé ïðîãîíêè. Òàêîé ïîä-õîä ñ óñïåõîì ïðèìåíåí äëÿ ðàñ÷åòà äâóìåðíîé êîíâåêöèè ïðè âûñîêîé íàäêðèòè÷íîñòè [26,27℄.Â ðàáîòå [17℄ íà îñíîâå ðàçâèòèÿ ýòîãî ïîäõîäà ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âðåìåííîãî è ïðîñòðàí-ñòâåííîãî ñïåêòðîâ òåìïåðàòóðíûõ ïóëüñàöèé òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè. Îäíàêîêàêîé-ëèáî àíàëèç èñïîëüçóåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà â [17℄ íå ïðîâîäèëñÿ.Öåëü ðàáîòû� îïèñàíèå èñïîëüçîâàííîãî â [17℄ ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíîãî ÷èñëåííîãî ìåòî-äà ðàñ÷åòà òðåõìåðíîé êîíâåêöèè è ðåçóëüòàòîâ åãî ëèíåéíîãî àíàëèçà, ïðîâåäåíèå òåñòîâûõðàñ÷åòîâ êîíâåêöèè �ýëåÿ�Áåíàðà ïðè ìàëîé ( r = 2, 2 ) è óìåðåííî âûñîêîé íàäêðèòè÷íîñòè( r = 950 ).� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà ðàññìàòðèâàþòñÿ òðåõìåðíûå êîíâåêòèâíûå òå÷åíèÿ âÿçêîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå åäèíè÷íîé âûñîòû ïðè ïîäîãðåâåñíèçó. Êîíâåêòèâíîå òå÷åíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíîé â ïëàíå îáëàñòè ñ ðàçìåðà-ìè π/α è π/β â ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ãäå α è β � ìèíèìàëüíûå âîëíîâûå ÷èñ-ëà. �îðèçîíòàëüíûå ãðàíèöû îáëàñòè ñ÷èòàþòñÿ èçîòåðìè÷åñêèìè. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíå-íèé â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, çàïèñàííàÿ â îòêëîíåíèÿõ îò ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ, èìååò
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ux + vy + wz = 0,

ut +
1

Pr
(uux + vuy + wuz) + Px = △u,

vt +
1

Pr
(uvx + vvy + wvz) + Py = △v, (1.1)

wt +
1

Pr
(uwx + vwy + wwz) + Pz = △w +Ra ·Q,

Qt +
1

Pr
(uQx + vQy + wQz) =

1

Pr
△Q+

w

Pr
,ãäå u, v, w, p � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè è äàâëåíèå, Q � îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðûîò ðàâíîâåñíîãî ëèíåéíîãî ïðî�èëÿ (ïîëíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà Θ = 1 − y +Q ), △f = fxx+

+fyy + fzz � îïåðàòîð Ëàïëàñà, äåéñòâóþùèé íà �óíêöèþ f , Ra = gβtH
3dQ/χν � ÷èñëî �ý-ëåÿ, Pr = ν/χ � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè, βt, ν, χ � êîý��èöèåíòûòåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè è òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, H � òîëùèíàñëîÿ è dQ � ðàçíîñòü òåìïåðàòóð íà ãîðèçîíòàëüíûõ ãðàíèöàõ, x, y è z � ãîðèçîíòàëüíûåè âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòû. Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü Q è Θ òåìïåðà-òóðîé.Êîíâåêöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñî ñâîáîäíûìè îò êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ãîðèçîíòàëüíûìèãðàíèöàìè uz = vz = w = Q = 0 . Òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ �èçè÷åñêè ðåàëüíû è ðåàëèçîâàíûâ ýêñïåðèìåíòå [16℄.Èñêîìûå âåëè÷èíû u, v, w, p, Q ðàçûñêèâàþòñÿ â âèäå

u(t, x, y, z) =

K
∑

k=0

N
∑

n=0

M
∑

m=0

uknm(t)ρkρnρmcos(αkx)cos(βny)cos(πmz),

v(t, x, y, z) =
K−1
∑

k=1

N−1
∑

n=1

M
∑

m=0

vknm(t)ρmsin(αkx)sin(βny)cos(πmz),

w(t, x, y, z) =

K−1
∑

k=1

N
∑

n=0

M−1
∑

m=1

wknm(t)ρnsin(αkx)cos(βny)sin(πmz),

p(t, x, y, z) =

K−1
∑

k=1

N
∑

n=0

M
∑

m=0

pknm(t)ρnρmsin(αkx)cos(βny)cos(πmz),

Q(t, x, y, z) =
K−1
∑

k=1

N
∑

n=0

M−1
∑

m=1

Qknm(t)ρnsin(αkx)cos(βny)sin(πmz),

(1.2)
ãäå ρk = 0, 5 ïðè k = 0,K è ρk = 1 ïðè 1 6 k 6 K− 1 . Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèé âèäà (1.2)èç ñèñòåìû (1.1) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî u000 = 0 è, òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñåãäà
k + n+m > 0 .¾Ìÿãêèå¿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ x = 0 , π/α è
y = 0 , π/β ñòàâÿòñÿ èñõîäÿ èç âèäà ðåøåíèÿ (1.2), íàïðèìåð, ïðè x = 0 , 0 ≤ y ≤ π/β è
0 ≤ z ≤ 1 èç (1.2) íàõîäèì, ÷òî ux = v = w = Q = 0 � óñëîâèÿ íà âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð êîíâåêòèâíîãî âàëà, ïàðàëëåëüíî åãî îñè. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè
y = 0 , 0 ≤ x ≤ π/α è 0 ≤ z ≤ 1 : uy = v = wy = Qy = 0 ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿì íà ãðàíèöåêîíâåêòèâíîé ÿ÷åéêè.Íåêîòîðàÿ èñêóññòâåííîñòü òàêîé ïîñòàíîâêè îáóñëîâëåíà æåëàíèåì îáåñïå÷èòü âîçìîæ-íîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ âàëèêîâîé êîíâåêöèè (ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [30℄ ïðè Pr = 10êîíâåêöèÿ â âèäå êîíâåêòèâíûõ âàëîâ ðåàëèçóåòñÿ ïðè 1 ≤ r ≤ R1 , R1 ≈ 10 , r = Ra/Racr )è ïðååìñòâåííîñòü ñ äâóìåðíûìè ðàñ÷åòàìè ðàáîòû [27℄.



Î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè òðåõìåðíîé êîíâåêöèè 121ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4Ïóñòü r = Ra/Racr � íàäêðèòè÷íîñòü, ãäå Racr = 657, 5 � êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ÷èñëà�ýëåÿ.� 2. ×èñëåííûé ìåòîäÊðàòêî îïèøåì ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíûé ìåòîä, èñïîëüçóåìûé äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1).Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä èñïîëüçîâàëñÿ â [17℄ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðîâ òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíîéêîíâåêöèè. Äâóìåðíûé âàðèàíò äàííîãî ìåòîäà ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ êîíâåêöèè ïðè âûñî-êîé íàäêðèòè÷íîñòè ñî ñâîáîäíûìè è æåñòêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè [27℄, îïèñàíèå ìåòîäàðàñ÷åòà, ðåçóëüòàòû ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî (íà ìîäåëüíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé)àíàëèçà, ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â [22℄, [25℄, [26℄. Õîòÿ ïðåäëàãàåìûé ìåòîäÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì ïñåâäîñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà, íàçûâàåì åãî â äàëüíåéøåì ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíûì, ÷òîáû îòëè÷àòü îò ïñåâäîñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà Îðçàãà [11℄, [12℄.Ñëåäóÿ îáùåé èäåîëîãèè ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ, ïåðåõîä îò ñëîÿ n ê ñëîþ n+ 1 ïî âðåìåíèïðîèçâîäèòñÿ â òðè ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ðàñùåïëåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå â ëè-íåéíîì ïðèáëèæåíèè ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ÷èñëåííîãî ìåòîäà è äè��åðåíöèàëüíîéçàäà÷è, íà âòîðîì ó÷èòûâàþòñÿ íåëèíåéíûå ÷ëåíû è íà òðåòüåì� âîññòàíàâëèâàåòñÿ âûïîë-íåíèå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, íàðóøåííîå íà âòîðîì ýòàïå ðàñùåïëåíèÿ.Íà ïåðâîì ýòàïå ðàñùåïëåíèÿ ó÷èòûâàåì ëèíåéíîå ðàçâèòèå âîçìóùåíèé, áåç ó÷åòà âçàè-ìîäåéñòâèÿ ãàðìîíèê
ux + vy + wz = 0, ut + Px =

1

2
△ u, vt + Py =

1

2
△ v,

wt + Pz =
1

2
△ w +RaQ, Qt =

1

2Pr
△Q+

w

Pr
. (2.1)Äëÿ ý��åêòèâíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íåëèíåéíîãî êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà äëÿ u, v, w è Qïîëîâèíà âÿçêèõ ÷ëåíîâ ó÷òåíà íà âòîðîì ýòàïå ðàñ÷åòà. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ (1.2)â ñèñòåìó (2.1), ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ïîëó÷èì äëÿ äàâëåíèÿ (k + n+m > 0) :

Pknm = −πm
S
RaQknm, S = α2k2 + β2n2 + π2m2 > 0,è âìåñòî (2.1) ïîëó÷èì ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ àìïëèòóä uknm = U , vknm = V , wknm = W è Qknm = Q :

Ut = −S
2
U +

αkπm

S
RaQ, Vt = −S

2
V − βnπm

S
RaQ,

Wt = −S
2
W +

α2k2 + β2n2

S
RaQ, Qt = − S

2Pr
Q+

W

Pr
. (2.2)Êàê óæå îòìå÷àëîñü, S > 0 è íåîïðåäåëåííîñòè òèïà äåëåíèÿ íà íóëü â (2.2) íå âîçíèêà-åò. Ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2) ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, áåçïðèìåíåíèÿ êàêèõ-ëèáî àïïðîêñèìàöèé ïî âðåìåíè ïî �îðìóëàì, âûâåäåííûì ïðîãðàììîéàíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé Maple V R5 ïðè 0 6 k 6 K , 0 6 n 6 N è 0 6 m 6 M (èñêëþ÷àÿ

k = n = m = 0 ). Àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû àíàëîãè÷íû �îðìóëàì ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷è-âîñòè [17℄ è íå ïðèâîäÿòñÿ çäåñü ââèäó èõ ãðîìîçäêîñòè. Ïîëàãàåòñÿ u000 = 0 , è àìïëèòóäûîòñóòñòâóþùèõ â ïðåäñòàâëåíèè (1.2) ãàðìîíèê ñ÷èòàþòñÿ íóëåâûìè.Íà âòîðîì ýòàïå ó÷èòûâàåòñÿ íåëèíåéíûé êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ, òî åñòü ïðèíèìàåòñÿ âîâíèìàíèå âçàèìîäåéñòâèå ãàðìîíèê
ut +

1

Pr
(uux + vuy + wuz) =

1

2
△ u, Qt +

1

Pr
(uQx + vQy + wQz) =

1

2Pr
△Q. (2.3)Îòñóòñòâóþùèå â (2.3) óðàâíåíèÿ äëÿ v è w ëåãêî âûïèñàòü ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèåì äëÿ u .Êàæäîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.3) ðåøàåòñÿ â �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïî ÿâíîé ñõåìå, ñ àï-ïðîêñèìàöèåé ïðîèçâîäíûõ â íåëèíåéíûõ ÷ëåíàõ íàïðàâëåííûìè ðàçíîñòÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà



122 È.Á. ÏàëûìñêèéÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4è ïîïðàâêîé À.À. Ñàìàðñêîãî, ïðè äîñòàòî÷íîé ðàçðåøèìîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó âòîðîãî ïî-ðÿäêà òî÷íîñòè [29℄.Äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ
ut + aux = νuxx, a ≥ 0,ïðèìåíÿåìàÿ íà âòîðîì ýòàïå ñõåìà èìååò âèä

un+1

i − un
i

τ
+ a

un
i − un

i−1

H
= ν1

un
i+1 − 2un

i + un
i−1

H2
, ν1 =

ν

1 + aH/(2ν)
.Îáîáùåíèå ýòîé ñõåìû íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé.Íà òðåòüåì ýòàïå ðàñùåïëåíèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè,íàðóøåííîå íà âòîðîì ýòàïå:

un+1 − un+2/3

τ
= −grad(p), div(un+2/3)

τ
= △p. (2.4)Ïîäñòàíîâêà â (2.4) ðåøåíèé â �îðìå (1.2) ïðèâîäèò (2.4) ê ëåãêî ðàçðåøàåìîé ñèñòåìå àëãåá-ðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé. Ïåðåñ÷åò èñêîìûõ ïîëåé èç ñïåêòðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â �èçè÷åñêîåè îáðàòíî ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñòàíäàðòíûì ïðîãðàììàì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî êî-ñèíóñàì è ñèíóñàì.� 3. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íà ìîäåëüíîé çàäà÷åÏðîàíàëèçèðóåì èçâåñòíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû íà ìîäåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷å:

ut = uxx + au, (3.1)ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a≫ 1 .�àññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) âèäà
u(t, x) = u0 exp (λt) sin (αx), u0 = const,ïðè÷åì ðåøåíèÿ ïðè λ > 0 íàðàñòàþò âî âðåìåíè, à ïðè λ < 0 � çàòóõàþò. Èç óðàâíåíèÿ (3.1)íàõîäèì, ÷òî λd = −α2 + a è âîçìóùåíèÿ ïðè α < αcr íàðàñòàþò, à ïðè α > αcr � çàòóõàþòâî âðåìåíè, çäåñü αcr =

√
a .Ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ øàãàìè τ è H = 1/N ïî âðåìåíèè ïðîñòðàíñòâó. Ñðàâíèòü òî÷íîñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìîæíî ïî ïðàâèëüíîñòè âîñïðîèçâåäå-íèÿ λ êàê �óíêöèè α âî âñåì ñïåêòðå ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà 0 < α 6 π/H . Ïðè ýòîì õîðî-øèé ÷èñëåííûé ìåòîä äîëæåí ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ âîñïðîèçâîäèòü äëèííîâîëíîâûé ó÷àñòîêñïåêòðà ñ íàðàñòàþùèìè ãàðìîíèêàìè è õîòÿ áû êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíî� êîðîòêîâîëíîâûéñ çàòóõàþùèìè.Äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì [30℄ ñîâïàäàåò ñ ÿâíîéñõåìîé ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî âðåìåíè:
un+1

i − un
i

τ
=
un

i+1
− 2un

i + un
i−1

H2
+ aun

i . (3.2)Ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ ñõåìû (3.2)
λr =

1

τ
ln

(

1 − 4τ

H2
sin2

(

αH

2

)

+ aτ

)

, λr = λd −
1

2
λ2

dτ +
α4

12
H2 +O(τ2).Èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî íà êðàþ ñïåêòðà (αH ≈ π) ãàðìîíèêè çàòóõàþò òîëüêîïðè H < H1 = 2√

a
(N > 0, 5

√
a) . À ïðè α→ 0 , λr = λd − a2τ/2 + O(α2) , λd = a , îòêó-äà ñëåäóåò, ÷òî íàðóøåíèå óñëîâèÿ aτ ≪ 2 ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ äëèííîâîëíîâîãî ó÷àñòêàñïåêòðà.



Î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè òðåõìåðíîé êîíâåêöèè 123ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4Ïðèìåíÿÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) øèðîêî èñïîëüçóåìûé äëÿ ðàñ÷åòà òóðáóëåíòíûõòå÷åíèé ïñåâäîñïåêòðàëüíûé ìåòîä ñ íåÿâíîé ñõåìîé ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà ïîñëåäíåìýòàïå ðàñùåïëåíèÿ [11, 12℄, èìååì ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ äðîáíîãî øàãà:
un+1 − un

τ
=
a

2
(3un − un−1) + un+1

xx ,

λors =
1

τ
ln (ρ), ρ =

1 + 1.5aτ +
√

(1 + 1.5aτ)2 − 2aτ(1 + α2τ)

2(1 + α2τ)
.�àçëîæåíèåì ρ â ñòåïåííîé ðÿä ïî τ ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

λors = λd −
α2

2
λdτ +

λd

12
(4α4 + 4aα2 − 5a2)τ2 +O(τ3),è ïðè α → 0 λors = λd − 5

12
a3τ2 + O(α2) , λd = a , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íàðóøåíèå óñëîâèÿ

aτ ≪ 1, 5 ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ äëèííîâîëíîâîãî ó÷àñòêà ñïåêòðà.Ñèììåòðè÷íàÿ ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè Êðàíêà�Íèêîëñîíà, ñ óñïåõîì èñïîëüçî-âàííàÿ äëÿ ðàñ÷åòà òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ â êàíàëå [23℄ è ïðèìåíåííàÿ ê óðàâíåíèþ (3.1),äàåò:
un+1

i − un
i

τ
=

1

2

(

un+1

i+1
− 2un+1

i + un+1

i−1

H2
+
un

i+1
− 2un

i + un
i−1

H2

)

+
a

2
(un+1

i + un
i ),

λcn =
1

τ
ln

1 − 2τ

H2
sin2

αH

2
+
aτ

2

1 +
2τ

H2
sin2

αH

2
− aτ

2

,

λcn = λd +

(

−α
6

12
+
α4a

4
− α2a2

4
+
a3

12

)

τ2 +
α4

12
H2 +O(H4 + τ4 +H2τ2).Âûñîêèå ÷àñòîòû (αH ≈ π) îòðàæàþòñÿ êà÷åñòâåííî âåðíî (λcn < 0) ïðè H < H1 = 2√

a
,à ïðè α→ 0 íàõîäèì, ÷òî λcn = λd + a3

12
τ2 + O(α2) , λd = a . Èç ïîñëåäíåé �îðìóëû âèäíî,÷òî íàðóøåíèå óñëîâèÿ aτ ≪ 3, 5 ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ äëèííîâîëíîâîãî ó÷àñòêà ñïåêòðà.Íåÿâíàÿ ñõåìà òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè Êóðòèñà�Õèðø�åëüäåðà, èñïîëüçîâàííàÿ äëÿðàñ÷åòà äâóìåðíîé êîíâåêöèè â [24℄ è ïðèìåíåííàÿ ê óðàâíåíèþ (3.1), äàåò:

11un+3

i − 18un+2

i + 9un+1

i − 2un
i

6τ
=
un+3

i+1
− 2un+3

i + un+3

i−1

H2
+ aun+3

i .Âûïèñûâàÿ ñïåêòðàëüíîå óðàâíåíèå è ðàçûñêèâàÿ åãî ðåøåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà, íàõî-äèì, ÷òî
λch = λd +

λ4
d

4
τ3 +

α4

12
H2 +O(τ4 +H4).Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñõåìû Êóðòèñà�Õèðø�åëüäåðà âûñîêèå ÷àñòîòû (αH ≈ π) îò-ðàæàþòñÿ êà÷åñòâåííî âåðíî (λch < 0) ïðè H < H1 = 2√

a
, à ïðè α→ 0 λch = λd + a4

4
τ3+

+O(τ4 +H4) , λd = a . Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íàðóøåíèå óñëîâèÿ aτ ≪ 1, 6ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ äëèííîâîëíîâîãî ó÷àñòêà ñïåêòðà.Ïðèìåíÿÿ ïðåäëàãàåìûé ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíûé ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-íèÿ (3.1), èìååì:
ut =

1

2
uxx + au,

un+1

i − u∗i
τ

=
1

2

u∗i+1 − 2u∗i + u∗i−1

H2
,

λsr = a− α2

2
+

1

τ
ln

(

1 − 2τ

H2
sin2 αH

2

)

,

λsr = λd −
α4τ

8
+
α4H2

24
+O(τH2 + τ2 +H4).



124 È.Á. ÏàëûìñêèéÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4Èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë äëÿ λsr âèäíî, ÷òî ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå ñõåìíûé ý��åêò (âñå ÷ëå-íû ïðàâîé ÷àñòè, êðîìå ïåðâîãî), íå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû a . Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè τ = H2/3èñ÷åçàþò ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ñõåìíûé ý��åêò, è òî÷íîñòü ðåøåíèÿïîâûøàåòñÿ íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a .Ïðè α → 0 λsr = λd + O(α4) , îòêóäà ñëåäóåò îòñóòñòâèå èñêàæåíèé äëèííîâîëíîâîé÷àñòè ñïåêòðà ïðè ëþáûõ øàãàõ τ è H . Íà êðàþ ñïåêòðà (ïðè αH = π ) ìîæíî ïîëó÷èòüðàçëîæåíèåì â ñòåïåííîé ðÿä ïî ñòåïåíÿì 2τ/H2 :
λsr = −α

2

2
+ a− 2

H2
+O

( τ

H4

)

,è, òàêèì îáðàçîì, λsr < 0 ïðè H < H2 = 2, 63/
√
a (N > 0, 38

√
a) . Óñëîâèå êà÷åñòâåí-íî ïðàâèëüíîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ êîðîòêîâîëíîâûõ ãàðìîíèê äëÿ ïðåäëàãàåìîãî ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà ìÿã÷å àíàëîãè÷íîãî äëÿ ÿâíîé ñõåìû, ñõåì Êðàíêà�Íèêîëñîíà è Êóðòèñà�Õèðø�åëüäåðà (H2/H1 = 1, 32) .Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ñïåêòðàëüíûå êðèâûå äëÿ ÿâíîé ñõåìû (êðèâàÿ 1), ïñåâäîñïåêòðàëü-íîãî ìåòîäà (2), ñèììåòðè÷íîé ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà Êðàíêà�Íèêîëñîíà (3), ïðåäëàãàåìî-ãî ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà (4) è äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è (5) ïðè a = 8000 . Äëÿíàãëÿäíîãî ðàçäåëåíèÿ îáëàñòåé íàðàñòàíèÿ è çàòóõàíèÿ ãàðìîíèê ïðèâåäåíà òàêæå ïðÿìàÿ

λ = 0 (6).Íà ðèñ. 1a ñïåêòðàëüíûå êðèâûå èçîáðàæåíû ïðè τ = 0, 1 · a−1 = 1, 25 · 10−5 è H = 1

80
=

= 0, 0125 < H1 = 0, 0224 . Âèäíî, ÷òî äëèííîâîëíîâóþ ÷àñòü ñïåêòðà, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàðàñ-òàþùèì ãàðìîíèêàì, âñå ðàññìàòðèâàåìûå ÷èñëåííûå ìåòîäû îòðàæàþò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ,ñîõðàíÿÿ êà÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå â êîðîòêîâîëíîâîé îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé çàòóõàþùèìãàðìîíèêàì. Ïðè ýòîì íà êðàþ ñïåêòðà (α = 251, 3) íàèáîëåå òî÷íûìè îêàçàëèñü ïñåâäîñïåê-òðàëüíûé ìåòîä è ïðåäëàãàåìûé ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíûé ÷èñëåííûé ìåòîä (33 è 47% ñîîòâåò-ñòâåííî), çàòåì ÿâíàÿ ñõåìà è ñõåìà Êðàíêà�Íèêîëñîíà (277 è 312% ñîîòâåòñòâåííî).Ñèòóàöèÿ êàðäèíàëüíî ìåíÿåòñÿ ïðè ïîïûòêå óâåëè÷èòü øàãè τ è H. Íà ðèñ. 1á ñïåêòðàëü-íûå êðèâûå èçîáðàæåíû ïðè τ = a−1 = 1, 25·10−4 è H = 1

40
= 0, 0250 , H1 < H < H2 = 0, 0294 .Âèäíî, ÷òî ÿâíàÿ ñõåìà, ïñåâäîñïåêòðàëüíûé ìåòîä è ñõåìà Êðàíêà�Íèêîëñîíà èñêàæàþòäëèííîâîëíîâóþ ÷àñòü ñïåêòðà è, êðîìå òîãî, ñõåìû ÿâíàÿ è Êðàíêà�Íèêîëñîíà êà÷åñòâåí-íî íåïðàâèëüíî ïåðåäàþò êîðîòêîâîëíîâóþ ÷àñòü ñïåêòðà, òàê êàê âïëîòü äî êðàÿ ñïåêòðà(α = 125, 7 ) âñå ãàðìîíèêè íàðàñòàþò. Ïðè ïàðàìåòðàõ, ïðèíÿòûõ íà ðèñ. 1, ñïåêòðàëüíûåêðèâûå äëÿ ñõåì Êóðòèñà�Õèðø�åëüäåðà è Êðàíêà�Íèêîëñîíà ñîâïàäàþò ñ ãðà�è÷åñêîé òî÷-íîñòüþ, è ïîýòîìó íà ðèñ. 1 ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ, îòâå÷àþùàÿ ñõåìå Êóðòèñà�Õèðø�åëüäåðà,íå ïðèâîäèòñÿ.Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíûé ÷èñëåííûé ìåòîä íå èñêàæàåòäëèííîâîëíîâóþ ÷àñòü ñïåêòðà è ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ ïåðåäàåò êîðîòêîâîëíîâóþ.� 4. Ëèíåéíûé àíàëèç è òåñòèðîâàíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäàËèíåéíûé àíàëèç îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè ëèíåéíûõ àíàëîãîâ ñèñòåìû (1.1) è ïðåäëà-ãàåìîãî ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà. �àññ÷èòûâàþòñÿ è ñðàâíèâàþòñÿ èíêðå-ìåíòû íàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé â äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷å è ÷èñëåííîì ìåòîäå. Ïî áëèçîñòèñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ìîæíî ñóäèòü î òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà. Ïî ïîäîáíîé ìå-òîäèêå òåñòèðîâàëèñü äâóìåðíûé âàðèàíò ïðåäëàãàåìîãî ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíîãî ÷èñëåííî-ãî ìåòîäà [22℄, [26℄ è ÷èñëåííûå ìåòîäû, èñïîëüçîâàííûå äëÿ ðàñ÷åòà òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèéâ ïëîñêîì êàíàëå [23℄ è òðóáå êîëüöåâîãî ñå÷åíèÿ [21℄.Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíûé àíàëîã ñèñòåìû (1.1) îïèñûâàåò ðàçâèòèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìó-ùåíèé ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ, ïîýòîìó áëèçîñòü ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê äè��åðåíöèàëü-íîé çàäà÷è è ÷èñëåííîãî ìåòîäà îçíà÷àåò ïðàâèëüíóþ äèíàìèêó áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèéðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ïðè ðàñ÷åòå ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1) ÷èñëåííûì ìåòîäîì.
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�èñ. 1. Ñïåêòðàëüíûå êðèâûå äëÿ ìîäåëüíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿà) ìàëûå øàãè τ è H ; á) óâåëè÷åííûå τ è H .Èòàê, ðàññìîòðèì ëèíåéíûé àíàëîã ñèñòåìû (1.1), ãäå îòáðàñûâàþòñÿ âñå íåëèíåéíûå ÷ëå-íû è ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå, êîòîðûé äëÿ u ïðèíèìàåò âèä:
u(t, x, y, z) = u0 exp(−λt)cos(αx)cos(βy)cos(πmz),ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ v, w, p è Q ïîëó÷àþòñÿ ïî àíàëîãèè, çäåñü u0 � ïîñòîÿííàÿ àìïëèòóäà,à èíêðåìåíò λ íàõîäèòñÿ èç çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïðè λ < 0 àìïëèòóäà ãàðìîíèêíàðàñòàåò, à ïðè λ > 0 � çàòóõàåò.Äëÿ ïðîñòîòû àíàëèçà îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì Pr = 1 .Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê èìåþò âèä:

λd = S − k

√

Ra

S
,äëÿ äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è, ãäå S = α2 + β2 + π2m2 , k =

√

α2 + β2 è
λsr =

S

2
− k

√

Ra

S
− 1

τ
ln
(

1 − τa

2

)

,äëÿ ïðåäëàãàåìîãî ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà, ãäå
a =

4

H2
1

sin2αH1

2
+

4

H2
2

sin2βH2

2
+

4

H2
3

sin2πmH3

2
.Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî øàãè ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó äîñòàòî÷íî ìàëû, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàç-ëîæåíèåì â ñòåïåííîé ðÿä

λsr = λd +
τ

8
S2 − 1

24
(α4H2

1 + β4H2
2 + π4m4H2

3 ) +O(τ2),ãäå, êàê è ðàíüøå, S = α2 + β2 + π2m2.Èç ïðèâåäåííîé �îðìóëû âèäíî, ÷òî ñõåìíûé ý��åêò (âñå ÷ëåíû ïðàâîé ÷àñòè, êðîìåïåðâîãî) îïðåäåëÿåòñÿ øàãàìè τ, H1, H2, H3 è âîëíîâûìè ÷èñëàìè α, β è πm è íå çàâèñèòîò ÷èñëà Ra .Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ñïåêòðàëüíûå êðèâûå è ãðàíèöà îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè íà âîëíîâîéïëîñêîñòè ïðè r = 950 , τ = 5 · 10−5 , H1 = H2 = π
64
, H3 = 1

64
.



126 È.Á. ÏàëûìñêèéÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4Íà ðèñ. 2à èçîáðàæåíû ñïåêòðàëüíûå êðèâûå λ(α, α, πm) , ñîîòâåòñòâóþùèå òðåì ñòàðøèììîäàì m = 1, 2, 3 ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè, ãäå ëèíèÿ (1) ñîîòâåòñòâóåò äè��åðåíöèàëüíîéçàäà÷å è ëèíèÿ (2)� ïðåäëàãàåìîìó ÷èñëåííîìó ìåòîäó. Ëèíèÿ (3) λ = 0 íà ðèñ. 2à ðàçäåëÿåòîáëàñòè íàðàñòàíèÿ è çàòóõàíèÿ ãàðìîíèê.Ñïåêòðàëüíûå êðèâûå ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò â îáëàñòè ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñåë è â îáëàñòèìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé èíêðåìåíòîâ, íåáîëüøîå êîëè÷åñòâåííîå îòêëîíåíèå çàìåòíî ëèøüäëÿ çàòóõàþùèõ ãàðìîíèê ïðè α > 17 , ÷òî îáóñëîâëåíî êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèåéïîëîâèíîê âÿçêèõ ÷ëåíîâ.�ðàíèöà îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ ÷èñåë îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
ρ∗d =

√

cosψ, ρ∗d =
ρd

Ra0,25
, 0 6 ψ 6

π

2
,â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

α = ρ cos (ϕ) cos (ψ), β = ρ sin (ϕ) cos (ψ), γ = ρ sin (ψ),

0 6 ϕ, ψ 6
π

2
, γ = πm.�àçëîæåíèåì â ñòåïåííîé ðÿä âûðàæåíèÿ λsr = 0 ïîëó÷èì äëÿ ãðàíèöû îáëàñòè íåóñòîé÷è-âîñòè ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà:

ρ∗sr =
√

cosψ −
√
Ra

16
cos1,5 ψA,

A = τ − cos4 ϕ cos4 ψH2
1 + sin4 ϕ cos4 ψH2

2 + sin4 ψH2
3

3
, (4.1)

ρ∗sr =
ρsr

Ra0,25
, 0 6 ϕ, ψ 6

π

2
.Íà ðèñ. 2á èçîáðàæåíà ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è è ÷èñ-ëåííîãî ìåòîäà ïðè ϕ = π

4
, Ra = 950·657, 5 ≈ 6, 25·105 , ãäå ëèíèÿ (1) ñîîòâåòñòâóåò äè��åðåí-öèàëüíîé çàäà÷å, à ëèíèÿ (2)� ïðåäëàãàåìîìó ÷èñëåííîìó ìåòîäó. Ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèåêðèâûõ ñîñòàâëÿåò 1,7%.Çàìåòèì, ÷òî íà ðèñ. 2 çíà÷åíèÿ íàäêðèòè÷íîñòè, øàãîâ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó ðåàëüíûè ñîâïàäàþò ñ èñïîëüçóåìûìè ïðè ðàñ÷åòå ñòîõàñòè÷åñêîé êîíâåêöèè.� 5. �àñ÷åò ñòàöèîíàðíîé äâóìåðíîé êîíâåêöèèÑíà÷àëà, äëÿ àïðîáàöèè ïðåäëàãàåìîãî òðåõìåðíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà, ñðàâíèìðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äâóìåðíîé ñòàöèîíàðíîé êîíâåêöèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [31℄è ðåçóëüòàòàìè äâóìåðíûõ ðàñ÷åòîâ ñî ñâîáîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè [27℄.Â [31℄ îïèñàíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî ñòàöèîíàðíîé äâóìåðíîé êîíâåêöèè â äèñòèë-ëèðîâàííîé âîäå ïðè íåáîëüøîé íàäêðèòè÷íîñòè (äî r < 14 ). Íà âåðõíåé è íèæíåé ãîðèçîí-òàëüíûõ ãðàíèöàõ â ýêñïåðèìåíòå ïîääåðæèâàëàñü ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà, à îñè êîíâåêòèâ-íûõ âàëîâ áûëè îðèåíòèðîâàíû ïàðàëëåëüíî êîðîòêîé áîêîâîé ñòîðîíå ðàáî÷åé îáëàñòè.�àçìåð îáëàñòè â ãîðèçîíòàëüíîì y -íàïðàâëåíèè áûë äëÿ ýêîíîìèè âðåìåíè ðàñ÷åòàóìåíüøåí â 11,97 ðàç (β = π) , è ïî îäíîðîäíîé êîîðäèíàòå y ïðîâîäèëîñü îñðåäíåíèå. Âñå ðå-çóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà ïîëó÷åíû ñ ðàçðåøèìîñòüþ [513 × 5 × 17] , íàäêðèòè÷íîñòü r = 2, 2è ÷èñëî Ïðàíäòëÿ Pr = 6, 8 â ýêñïåðèìåíòå è ðàñ÷åòàõ ñîâïàäàëè. Ñîâïàäàëè òàêæå áåçðàç-ìåðíûå ðàçìåðû îáëàñòè â ãîðèçîíòàëüíîì x -íàïðàâëåíèè è îêíà âèçóàëèçàöèè.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû èçîòåðìû ïîëíîé òåìïåðàòóðû, ïîëó÷åííûå â ýêñïåðèìåíòå (ðèñ. 3à)è ðàñ÷åòå ïî òðåõìåðíîé ìîäåëè (ðèñ. 3á). Âèäíî, ÷òî ðàñ÷åòíàÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ èçîòåðìûáëèçêè.Íà ðèñ. 4 ñðàâíèâàþòñÿ ðàñ÷åòíûé (ëèíèÿ 1) è ýêñïåðèìåíòàëüíûé (2) ïðî�èëè ñðåäíåéòåìïåðàòóðû. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà è ýêñïåðèìåíòà õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ, íåáîëüøîå ðàçëè÷èåçàìåòíî ëèøü ïðè y = 0, 85 .
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�èñ. 2. Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé êîíâåêöèè:à) ñïåêòðàëüíûå êðèâûå m = 1, 2, 3 äëÿ äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è è ïðåäëàãàåìîãî÷èñëåííîãî ìåòîäà;á) ãðàíèöà îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè, çäåñü γ =
πm

Ra0,25
, k =

√

α2 + β2

Ra0,25
.

�èñ. 3. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ (à) è ðàñ÷åòíàÿ (á) èçîòåðìû ïîëíîé òåìïåðàòóðû.Îòìåòèì, ÷òî èçîòåðìû è ïðî�èëü ñðåäíåé òåìïåðàòóðû â òðåõìåðíûõ è äâóìåðíûõ [27℄ðàñ÷åòàõ ñî ñâîáîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñîâïàäàþò ñ ãðà�è÷åñêîé òî÷íîñòüþ, è ïîýòî-ìó ðåçóëüòàòû äâóìåðíûõ ðàñ÷åòîâ íà ðèñ. 3 è 4 íå ïðèâîäÿòñÿ.×èñëî Íóññåëüòà
Nu(t) =

αβ

2π2

∫ π
α

0

∫ π
β

0

(Qz(t, x, y, 0) +Qz(t, x, y, 1)) dx dy − 1
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�èñ. 4. �àñ÷åòíûé è ýêñïåðèìåíòàëüíûé ïðî�èëè òåìïåðàòóðû.áûëî ðàâíî: 1,82� â ýêñïåðèìåíòå, 2,201 è 2,233� â ðàñ÷åòàõ ïî òðåõìåðíîé è äâóìåðíîéìîäåëÿì ñîîòâåòñòâåííî. �àñ÷åòû ïî òðåõìåðíîé è äâóìåðíîé ìîäåëè ïðèâîäÿò ê áëèçêèìðåçóëüòàòàì (ðàçëè÷èå íà 1,5%) ïðè îòêëîíåíèè îò ýêñïåðèìåíòà ïðèìåðíî íà 21%.�àçìåð êîíâåêòèâíîé ÿ÷åéêè λ (ðèñ. 3à) â ýêñïåðèìåíòå áûë ðàâåí ïðèìåðíî 2,35 H, ãäå H�òîëùèíà ñëîÿ. Â òðåõìåðíîì è äâóìåðíîì ðàñ÷åòàõ ðàçìåð êîíâåêòèâíîé ÿ÷åéêè áûë ðà-âåí 2,37 H. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ïîëåé òåìïåðàòóðû â òðåõìåðíûõ è äâóìåðíûõðàñ÷åòàõ ñîñòàâèëî 1,5%, õîðîøî ñîãëàñîâàëèñü òàêæå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå çíà÷åíèÿ òåìïåðà-òóðû è ñêîðîñòè� 0,7 è 0,2% ñîîòâåòñòâåííî.� 6. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêîé êîíâåêöèè�àñ÷åò òðåõìåðíîé êîíâåêöèè ïðîâîäèëñÿ ñ ó÷åòîì [65 × 65 × 65] ãàðìîíèê, ïðè r = 950 ,
Pr = 10 , α = β = 1 , ñ øàãàìè ïî ïðîñòðàíñòâó H1 = H2 = π

64
, H3 = 1

64
è âðåìåíè τ = 4, 88×

×10−5 , ÷èñëî �åéíîëüäñà ðàâíÿëîñü 44. Äëÿ ïðîâåðêè äîñòàòî÷íîñòè ðàçðåøèìîñòè ïðîâå-äåíû òåñòîâûå ðàñ÷åòû ñ ÷èñëîì ãàðìîíèê [129 × 129 × 129] è [33 × 33 × 33] . Ïî ñðàâíåíèþñ äàííûìè ðàñ÷åòà ñ ðàçðåøèìîñòüþ [129 × 129 × 129] ÷èñëî Íóññåëüòà îòëè÷àëîñü íà 3,6%,ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè� íà 7,1% è òåìïåðàòóðû� íà 1,4 % äëÿ ÷èñëà ãàðìî-íèê [65 × 65 × 65] è íà 13,4, 18,2 è 2,3%� äëÿ ÷èñëà ãàðìîíèê [33 × 33 × 33] . Ïî ïðèâåäåííûìñðåäíèì õàðàêòåðèñòèêàì âèäíà ñõîäèìîñòü.Ïðè ýòîì ïðî�èëè ñðåäíåé òåìïåðàòóðû è ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ òåìïåðàòóðíûõ ïóëüñàöèéïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàëè, äëÿ ïðî�èëåé ïóëüñàöèé âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòèíàáëþäàëàñü ñõîäèìîñòü ïðè óâåëè÷åíèè ðàçðåøèìîñòè [17℄. Ñõîäèìîñòü ïðè óâåëè÷åíèè ïðî-ñòðàíñòâåííîé ðàçðåøèìîñòè íàáëþäàëàñü â òåñòîâûõ ðàñ÷åòàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû òàêæå è äëÿîäíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñïåêòðîâ ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòè, ìåòîäèêà âû÷èñ-ëåíèÿ êîòîðûõ îïèñàíà â [17℄.Â [17℄ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ðàññ÷èòàííîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà òåìïåðà-òóðû â öåíòðå ÿ÷åéêè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïðè r = 410 ïî êîíâåêöèè ãàçîîáðàç-íîãî He ïðè êðèîãåííîé òåìïåðàòóðå. Îòìå÷åíî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðàñ÷åòíûõ è ýêñïå-ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âïëîòü äî äèññèïàòèâíûõ ÷àñòîò. Ñîãëàñîâàëèñü òàêæå âû÷èñëåííûåçíà÷åíèÿ ÷èñëà Íóññåëüòà ñ ðåçóëüòàòàìè òðåõìåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñî ñâîáîäíûìè ãðàíè-öàìè [8,9℄ ïðè r = 152 è 7,6 ñîîòâåòñòâåííî.Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåí ãðà�èê ÷èñëà Íóññåëüòà êàê �óíêöèè âðåìåíè è åãî ýíåðãåòè÷åñêèéñïåêòð� êâàäðàò ìîäóëÿ àìïëèòóäû ãàðìîíèêè Ôóðüå êàê �óíêöèÿ ÷àñòîòû. �èñ. 5à ïîêàçû-âàåò ñëîæíóþ çàâèñèìîñòü ÷èñëà Íóññåëüòà îò âðåìåíè. À èç ðèñ. 5á âèäíî, ÷òî ñïåêòð ýòîé



Î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè òðåõìåðíîé êîíâåêöèè 129ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2009. Âûï. 4çàâèñèìîñòè ñëîæíûé, íåïðåðûâíûé, ñ õàðàêòåðíûì äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ çàïîëíå-íèåì åãî äëèííîâîëíîâîé ÷àñòè [32℄.

�èñ. 5. ×èñëî Íóññåëüòà è åãî ñïåêòð:à) ÷èñëî Íóññåëüòà êàê �óíêöèÿ âðåìåíè, á) ñïåêòð êàê �óíêöèÿ ÷àñòîòû.Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ çàâèñèìîñòè ÷èñëà Íóññåëüòà îò âðåìå-íè è ïðîñòðàíñòâåííûé îäíîìåðíûé ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ïóëüñàöèé ñêîðîñòè.Áûñòðîñïàäàþùàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 6à, òàêæå ïîêàçû-âàåò ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ÷èñëà Íóññåëüòà îò âðåìåíè.Â [17℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû õàðàêòåðåí ñòå-ïåííîé çàêîí ïàññèâíîé ïðèìåñè k−5/3 è k−2,4 , íàáëþäàâøèåñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ ïî òóðáó-ëåíòíîé êîíâåêöèè â ãàçîîáðàçíîì He ïðè êðèîãåííîé òåìïåðàòóðå [33, 34℄.Íà ðèñ. 6á ïðèâåäåí îäíîìåðíûé ( x -íàïðàâëåíèå) ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ïóëüñàöèé ñêî-ðîñòè, ãäå òî÷êàìè (1) ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà, à ïðÿìîé ëèíèåé� ñòåïåííîé çàêîíÁîëäæèàíî�Îáóõîâà k−11/5 .

�èñ. 6. à) Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ÷èñëà Íóññåëüòà,á) îäíîìåðíûé ( x -íàïðàâëåíèå) ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ïóëüñàöèé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíû ïðîñòðàíñòâåííûå îäíîìåðíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ñïåêòðû ïóëüñàöèé ñêî-ðîñòè â ãîðèçîíòàëüíîì ( y ) è âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ, ãäå òî÷êàìè (1) ïîêàçàíû ðåçóëü-òàòû ðàñ÷åòà.Â ñïåêòðå ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåìó ãîðèçîíòàëüíîìó y -íàïðàâëåíèþ (ðèñ. 7à) âèäåíñïåêòð Ëàìëè�Øóðà n−3 , à âåðòèêàëüíîìó (ðèñ. 7á)� ñòåïåííîé çàêîí m−5 .Ñòðàòè�èêàöèîííûå ñïåêòðû Áîëäæèàíî�Îáóõîâà k−11/5 è Ëàìëè�Øóðà k−3 â ýíåðãå-òè÷åñêîì ñïåêòðå ïóëüñàöèé ñêîðîñòè íàáëþäàëèñü â ýêñïåðèìåíòàõ ïðè èññëåäîâàíèè òóðáó-
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�èñ. 7. Ñïåêòðû ïóëüñàöèé ñêîðîñòè:à) ãîðèçîíòàëüíîå y -íàïðàâëåíèå, á) âåðòèêàëüíîå íàïðàâëåíèå.ëåíòíîé êîíâåêöèè âîäû [35℄ è ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèÿõ [1, 3℄ ñîîòâåòñòâåííî. À ñïåêòð k−5ïðåäñêàçàí òåîðåòè÷åñêè äëÿ æèäêîñòåé ñ âûñîêèìè ÷èñëàìè Pr [36℄.Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíûé, íåïðåðûâíûé, ñ õàðàêòåðíûì äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ çà-ïîëíåíèåì äëèííîâîëíîâîé ÷àñòè ñïåêòð, áûñòðîñïàäàþùàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿè íàëè÷èå ÷åòêî èäåíòè�èöèðóåìûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñïåêòðîâ ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû è ñêî-ðîñòè ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òóðáóëåíòíîì õàðàêòåðå êîíâåêöèè. Íàáëþäàåìàÿ àíèçîòðî-ïèÿ ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îòíîñèòåëüíî íåâûñîêîãî ÷èñëà �åé-íîëüäñà (Re = 44 ) â ýòîì ìîäåëèðîâàíèè.Çàêëþ÷åíèå�àññìîòðåíà çàäà÷à î òðåõìåðíîé êîíâåêöèè æèäêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäåñî ñâîáîäíûìè îò êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé èçîòåðìè÷åñêèìè ãîðèçîíòàëüíûìè ãðàíèöàìè ïðèïîäîãðåâå ñíèçó. Ïðåäëîæåí ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà òðåõìåðíîéêîíâåêöèè, âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó è ïåðâîãî ïî âðåìåíè.Íà ìîäåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷å ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ëè-íåéíîé çàäà÷è â ïðåäëàãàåìîì ÷èñëåííîì ìåòîäå íà ïåðâîì ýòàïå ðàñùåïëåíèÿ ïîçâîëÿåòîñëàáèòü òðåáîâàíèÿ ìàëîñòè øàãîâ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíû-ìè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè è ñïåêòðàëüíûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâñ âûñîêîé íàäêðèòè÷íîñòüþ.Ïðîâåäåííûé ëèíåéíûé àíàëèç ïðåäëàãàåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîêàçàë, ÷òî â ëèíåéíîìïðèáëèæåíèè ÷èñëåííûé ìåòîä ïðàâèëüíî (ñ õîðîøèì êîëè÷åñòâåííûì ñîîòâåòñòâèåì â äëèí-íîâîëíîâîé ÷àñòè ñïåêòðà è ñ êà÷åñòâåííûì� â êîðîòêîâîëíîâîé) ïåðåäàåò ñïåêòðàëüíûå õà-ðàêòåðèñòèêè äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è ïðè ðåàëüíûõ çíà÷åíèÿõ øàãîâ ïî âðåìåíè, ïðîñòðàí-ñòâó è íàäêðèòè÷íîñòè.Ïðåäëàãàåìûì ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû òðåõìåð-íîé êîíâåêöèè �ýëåÿ�Áåíàðà ïðè íàäêðèòè÷íîñòè r = 950 , ãäå r = Ra/Racr è Pr = 10 .Íåïðåðûâíûé, ñ õàðàêòåðíûì äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ çàïîëíåíèåì äëèííîâîëíîâîé ÷à-ñòè ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð çàâèñèìîñòè ÷èñëà Íóññåëüòà îò âðåìåíè, áûñòðîñïàäàþùàÿ àâ-òîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ è íàëè÷èå ÷åòêî èäåíòè�èöèðóåìûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñïåêòðîâïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòè ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òóðáóëåíòíîì õàðàêòåðå êîí-âåêöèè. Íàáëþäàåìàÿ àíèçîòðîïèÿ ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îòíîñè-òåëüíî íåâûñîêîãî ÷èñëà �åéíîëüäñà (Re = 44 ) â ýòîì ìîäåëèðîâàíèè.ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Kerr R.M. Rayleigh number saling in numerial onvetion // J. Fluid Meh. � 1996. � V. 310. �P. 139�179.2. Hartlep T., Tilgner A., Busse F.H. Large sale strutures in Rayleigh�Benard onvetion at high Rayleighnumbers // Phys. Rev. Lett. � 2003. � V. 91, � 6. � P. 064501-1-4.
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