
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2009. Âûï. 4ÓÄÊ 531.19, 004.94© È.Ñ. ÌàìàåâÌÅÒÎÄÛ ÏÀ�ÀËËÅËÜÍÛÕ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ ÄËß ÇÀÄÀ×ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈÄàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ (ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ) äèíàìè÷åñêèõñèñòåì, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îäíîìåðíûé ãàç (∼ 106 ÷àñòèö) â îòðåçêå, ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ:� áåññòîëêíîâèòåëüíûé ãàç â îòðåçêå, ÷àñòèöû êîòîðîãî óïðóãî îòðàæàþòñÿ îò êîíöîâ,� áåññòîëêíîâèòåëüíûé ãàç â îòðåçêå, ëåâûé êîíåö êîòîðîãî êîëåáëåòñÿ ïî çàäàííîìó ïåðèîäè÷å-ñêîìó çàêîíó,� áåññòîëêíîâèòåëüíûé ãàç â îòðåçêå ñ äâèæóùèìñÿ ïîðøíåì êîíå÷íîé ìàññû, ñðàâíèìîé ñ ìàññîé÷àñòèöû ãàçà.Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî (ïðè t → ∞ ) ïîâåäåíèÿ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòèàíàëèçó ïðèõîäà ê ñîñòîÿíèþ ñòàòèñòè÷åñêîãî èëè òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ, íà îñíîâå ÷åãî äåëàþòñÿïðåäâàðèòåëüíûå âûâîäû î ïðîöåññå ðåëàêñàöèè â ñèñòåìàõ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: îäíîìåðíûé áåññòîëêíîâèòåëüíûé ãàç, ñòàòèñòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå, òåðìîäèíàìè÷åñêîåðàâíîâåñèå, ñëàáûé ïðåäåë.� 1. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå îäíîìåðíîãî ãàçàÏðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê îïèñàíèþ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ, óêàæåì îñíîâíûå îïðåäå-ëåíèÿ è ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå äàëåå.Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ êîîðäèíàòàìè è ñêîðîñòÿìè xi(t) ,
vi(t) , i = 1, . . . N , êîòîðûå ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà îñíîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî çàäàí-íûì íà÷àëüíûì äàííûì (áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ äîïóùåíèé).Äëÿ êà÷åñòâåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ñèñòåìû ìû èñïîëüçóåì áîëüöìàíîâñêèé ïîä-õîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè îäíî÷àñòè÷íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ wt(x, v) . Äëÿ ýòîãîâñÿ ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ (x, v) ðàçáèâàåòñÿ íà ÿ÷åéêè, â äàííîì ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíèêè ñîñòîðîíàìè ∆x , ∆v , òàê ÷òî âåëè÷èíà

N(∆x,∆v) = Nwt(x, v)∆x∆vîïðåäåëÿåò ÷èñëî ÷àñòèö, ïîïàâøèõ â ñîîòâåòñòâóþùóþ ÿ÷åéêó â ìîìåíò âðåìåíè t . Òî÷íûéâåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè ïëîòíîñòåé, çàìåíÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ñòàòè-ñòè÷åñêèì ïîäõîäîì.Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ïîäõîä ïðèâåäåò ê íåêîòîðîìó îãðóáëåíèþ, îïðåäåëÿåìîìó âåëè÷èíîéÿ÷ååê ∆x∆v ; ñîîòâåòñòâåííî, ãðà�èê �óíêöèè w(x, v) ïðè äîñòàòî÷íîì ðàçðåøåíèè ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ãèñòîãðàììó.Ïîìèìî îáùåé �óíêöèè w(x, v) áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì̂
wt(x) =

∫
wt(x, v) dv, ŵt(v) =

∫
wt(x, v) dx,à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå íåïðèâîäèìûå ìîìåíòû Kn ,

K1 = M1 =< x >,K2 = M2 − M2

1 =< x2 > − < x >2 . . . , (1.1)
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∫

xnωt(x) dx . Äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ïåðâûå äâà íåïðèâîäèìûõ ìîìåíòà.� 2. Äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè îäíîìåðíîãî ãàçàÎñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïðèõîäà ðàçëè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-ñòåì ê ñîñòîÿíèþ ñòàòèñòè÷åñêîãî èëè òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíîãîýêñïåðèìåíòà.Ìû ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñèñòåìû ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû (N = 1−10 ·106) :� áåññòîëêíîâèòåëüíûé ãàç â îòðåçêå,� áåññòîëêíîâèòåëüíûé ãàç â îòðåçêå, ëåâûé êîíåö êîòîðîãî êîëåáëåòñÿ ïî çàäàííîìó ïå-ðèîäè÷åñêîìó çàêîíó,� áåññòîëêíîâèòåëüíûé ãàç â îòðåçêå ñ äâèæóùèìñÿ ïîðøíåì êîíå÷íîé ìàññû.Â êàæäîé ìîäåëè ïðîÿâëÿþòñÿ ñâîè îñîáåííîñòè è çàêîíîìåðíîñòè, âëèÿþùèå íà ðåëàêñàöèþè õàðàêòåð ðàâíîâåñèÿ.� 3. Èäåàëüíûé áåññòîëêíîâèòåëüíûé ãàç â îòðåçêåÄëÿ èëëþñòðàöèè âîçìîæíîñòè ïðèõîäà ñèñòåìû ê ñòàòèñòè÷åñêîìó, íî íå òåðìîäèíà-ìè÷åñêîìó, ðàâíîâåñèþ ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòóþ ìîäåëü ñèñòåìû ìíîãèõ ÷àñòèö, âîñõî-äÿùóþ ê ðàáîòå Ïóàíêàðå [8℄.�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ áîëüøèì ÷èñëîì ÷àñòèö íà îòðåçêå, êîòîðûå íå ñòàëêèâàþòñÿìåæäó ñîáîé è óïðóãî îòðàæàþòñÿ îò êîíöîâ îòðåçêà. Áóäåì íàçûâàòü åãî îäíîìåðíûì ãàçîìíà îòðåçêå.Çàìå÷àíèå 1. Àáñîëþòíî óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå äâóõ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö íà îòðåçêå ïðè-âîäèò ëèøü ê îáìåíó ñêîðîñòÿìè ìåæäó íèìè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî îòñóòñòâèþ ñòîëêíîâåíèéìåæäó ÷àñòèöàìè.Âïåðâûå òàêóþ ìîäåëü ðàññìîòðåë Ïóàíêàðå [8℄, â äàëüíåéøåì áîëåå ïîëíîå èññëåäîâàíèåáûëî ïðîâåäåíî Êîçëîâûì [1℄. Â ÷àñòíîñòè, îí äîêàçàë, ÷òî äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèéñ ñóììèðóåìîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ ρ0(x,v) ñèñòåìà ïðèõîäèò ê ñòàòèñòè÷åñêîìó ðàâíîâå-ñèþ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî çàäàåòñÿ ñëàáûì ïðåäåëîì ïëîòíîñòè ρt , è ýòè ïðåäåëû ïðè t → +∞è t → −∞ ñîâïàäàþò. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îäíî÷àñòè÷íîãî îïèñàíèÿ èìååò ìåñòî:Òåîðåìà 1. Äëÿ âñåõ ñóììèðóåìûõ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé w0(x,v) ïëîòíîñòü wt(x,v)ñëàáî ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè
w̄(v) = 1/2[ŵ(v) + ŵ(−v)], (3.1)ãäå ŵ(v) = 1/l

∫
l

0
w0(x,v)dx , l � äëèíà îòðåçêà.Â äàëüíåéøåì íà÷àëüíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåì áðàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

w0(x,v) = ŵ0(x)ŵ0(v).Õàðàêòåð äèíàìèêè ïðèõîäà ñèñòåìû ê ñëàáîìó ïðåäåëó ëåãêî óâèäåòü, íàáëþäàÿ äèíà-ìèêó �àçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (ðèñ. 2). Íàáëþäàåòñÿ ðàññëîåíèå (ñòðàòè�èêàöèÿ) �àçîâî-ãî îáúåìà, çàíèìàåìîãî ñèñòåìîé. Îáúåì, çàíèìàåìûé ñèñòåìîé, ñîõðàíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèèñ òåîðåìîé Ëèóâèëëÿ, íî ðàññëàèâàåòñÿ, è ïðè t → ∞ ìû ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íî ðàññëîåííûé�àçîâûé îáúåì. Ñ òî÷êè çðåíèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ wt(x, v) , ïîëó÷àåòñÿ �óíêöèÿ, ðàç-ðûâíàÿ ïî÷òè â êàæäîé òî÷êå, íî íåïðåðûâíàÿ â ñëàáîì ïðåäåëå. �îëü óñðåäíåíèÿ â íàøåìñëó÷àå èãðàþò ÿ÷åéêè ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì, ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî êîòîðûì äàåò�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â ñëàáîì ïðåäåëå.



Ìåòîäû ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè 169ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2009. Âûï. 4Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë: íåçàâèñèìî îò èñõîäíûõ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé,èòîãîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì ïðè t → ∞ ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíûì(ïî êîîðäèíàòàì � ðàâíîìåðíûì, ò. å. ∂w̄/∂x = 0 , à ïî ñêîðîñòÿì � ñèììåòðè÷íûì, ò. å.
w̄(v) = 1/2[w0(v) + w0(−v)]) (ðèñ. 1, 2).
�èñ. 1. Ýâîëþöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì. Êîíå÷íîå ðàñïðåäåëåíèå â ñëàáîì ïðåäåëå ðàâíîìåðíî.(Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå w0(x) ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå [0, 0.5] .)

�èñ. 2. Ñòðàòè�èêàöèÿ �àçîâîãî îáúåìà è ýâîëþöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì â ñëó÷àå íåñèììåòðè÷íîãîíà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Êîíå÷íîå ðàñïðåäåëåíèå â ñëàáîì ïðåäåëå èìååò âèä w̄(v) = 1/2[w0(v) + w0(−v)] .(Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå w0(v) ïðÿìîóãîëüíîå [0,1℄.)Ïðèõîä ñèñòåìû â ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ îöåíèâàëñÿ ïî âðåìåííûì çàâèñèìîñòÿì ïåðâûõíåïðèâîäèìûõ ìîìåíòîâ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé (1.1), ïî êîòîðûì ìîæíî óñòàíîâèòü çàêîíè õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè ñèñòåìû.Äëÿ ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñèñòåìà ïðèõîäèò â ñîñòîÿíèå ñòàòèñòè÷åñêîãîðàâíîâåñèÿ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó f(t) = t−α , α ≈ 1 (ðèñ. 3). Óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíîìåðíîåðàñïðåäåëåíèå ïî êîîðäèíàòàì è ñèììåòðè÷íîå ïî ñêîðîñòÿì.È òîëüêî íîðìàëüíîìó íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïî ñêîðîñòÿì ñîîòâåòñòâóåò ýêñïî-íåíöèàëüíûé çàêîí óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî êîîðäèíàòàì f(t) = e−λt2 , λ ≈ 2π2 (ðèñ. 4),÷òî áûëî ðàíåå òåîðåòè÷åñêè ïîêàçàíî Êîçëîâûì [1℄, õîòÿ ñàìî ðàñïðåäåëåíèå ïî ñêîðîñòÿìñòðåìèòñÿ èç íà÷àëüíîãî ê ðàâíîâåñíîìó ïî ñòåïåííîìó çàêîíó.� 4. Èäåàëüíûé áåññòîëêíîâèòåëüíûé ãàç â îòðåçêå ñ äâèæóùèìñÿ òÿæåëûìïîðøíåìÏðîâåðèì åùå îäíî èìåþùåå ìåñòî ìíåíèå, ÷òî ñèñòåìà ãàçà â îòðåçêå, ëåâûé êîíåö êîòî-
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè 〈x〉 − 0.5 (èçîáðàæåíî ïóíêòèðîì) è 〈v〉 îò t â äâîéíîì ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå,ãäå 〈x〉 , 〈v〉 � ïåðâûå ìîìåíòû ïî êîîðäèíàòå è ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâåííî. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîêîîðäèíàòàì w0(x) ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå [0,0.5℄, ïî ñêîðîñòÿì w0(v) � ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå [0,1℄

�èñ. 4. Çàâèñèìîñòè 〈x〉 − 0.5 (èçîáðàæåíî ïóíêòèðîì) è 〈v〉 îò t â ïîëóëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå äëÿíîðìàëüíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì, ãäå 〈x〉 , 〈v〉 � ïåðâûå ìîìåíòû ïî êîîðäèíàòåè ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâåííî. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî êîîðäèíàòàì w0(x) ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå [0,0.5℄



Ìåòîäû ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè 171ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2009. Âûï. 4ðîãî êîëåáëåòñÿ ñ ìàëîé àìïëèòóäîé ïî çàäàííîìó çàêîíó xL = f(t) , f(t)= f(t +T ) , ãäå T �ïåðèîä êîëåáàíèé, ìîæåò ñëóæèòü ìîäåëüþ ãàçà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ òåðìîñòàòîì.Ïðè âçàèìîäåéñòâèè ãàçà ñ êîëåáëþùåéñÿ ñòåíêîé ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå ñêîðî-ñòåé ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ñàìà ñòåíêà âåäåò ñåáÿ êàê òåëî ñ áåñêîíå÷íîé ìàññîé, ñêîðîñòü îòñòîëêíîâåíèÿ íå ìåíÿåò.Ïîñëå ðÿäà êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âû-âîä. Òàêàÿ ñèñòåìà ãàçà â îòðåçêå íå îïèñûâàåò ðåàëüíûé �èçè÷åñêèé òåðìîñòàò, òàê êàêâ ïðîöåññå ýâîëþöèè ãàç ïðèõîäèò òîëüêî â ñòàòèñòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå, òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿñ òåðìîñòàòîì (îòðåçêîì ñ êîëåáëþùåéñÿ ñòåíêîé, â íàøåì ñëó÷àå) íå íàáëþäàåòñÿ. Ïîëó÷åí-íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì íîñÿò êèíåìàòè÷åñêèé õàðàêòåð.Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü â ïîäîáíîé íåèíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå, ïîÿâëÿþòñÿ âûäåëåííûåçîíû (îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé) (ðèñ. 5), êîòîðûå ÷àñòèöà íå ïîêèäàåòâ ïðîöåññå ýâîëþöèè ñèñòåìû. Êàê âíóòðè ýòèõ îáëàñòåé, òàê è çà èõ ïðåäåëàìè (ò. å. âíóòðèñòîõàñòè÷åñêîãî ñëîÿ) íàáëþäàåòñÿ ðàññëîåíèå (ñòðàòè�èêàöèÿ) �àçîâîãî îáúåìà (ðèñ. 6).

�èñ. 5. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (÷èñëî ÷àñòèö N ∼ 105 ) ñ òÿæåëûì ïîðøíåì, äâèãàþùèìñÿ ïîêóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó (A = 0.1, w = 10 ), â ìîìåíò âðåìåíè t = 157

�èñ. 6. Ýëåìåíò �àçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (N ∼ 105 ) ñ òÿæåëûì ïîðøíåì, äâèãàþùèìñÿ ïîêóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó(A = 0.3, w = 10 ), â ìîìåíò âðåìåíè t = 8250 . Íàáëþäàåòñÿ ñòðàòè�èêàöèÿ�àçîâîãî îáúåìà â îáëàñòè óñòîé÷èâûõ îêðåñòíîñòåé ýëëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèéÄîáàâëåíèå ê òàêîé ñèñòåìå îäíîðîäíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ òàêæå íå ïðèâîäèò ê óñòà-íîâëåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Áîëüöìàíà ïî êîîðäèíàòàì. Ïîëó÷àåìûå �àçîâûå ïîðòðåòû (ðèñ. 7)îïðåäåëÿþòñÿ äèíàìèêîé ñèñòåìû: âëèÿíèåì êîëåáàíèé ïîðøíÿ è óñêîðåíèåì ñâîáîäíîãî ïà-äåíèÿ íà òðàåêòîðèè ÷àñòèö.Êðîìå òîãî, äëÿ ýòîé ñèñòåìû áûë ïðîâåäåí åùå îäèí èíòåðåñíûé êîìïüþòåðíûé ýêñïåðè-ìåíò, èëëþñòðèðóþùèé âàæíûé àñïåêò ïîâåäåíèÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì: âîïðîñ
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�èñ. 7. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ÷àñòèö (N = 106 ) ïðè t = 250 , ïîìåùåííûõ â ãðàâèòàöèîííîå ïîëå( g = 20 ), ñ òÿæåëûì ïîðøíåì, äâèãàþùèìñÿ ïî êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó (A = 0.15, w = 10 )îá îáðàòèìîñòè è íåîáðàòèìîñòè.Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ãàç íàõîäèòñÿ â ëåâîé ïîëîâèíå îòðåçêà, à ðàñïðåäå-ëåíèå ïî ñêîðîñòÿì ðàâíîìåðíî (ðèñ. 8). �àññìîòðèì ýâîëþöèþ ñèñòåìû â òå÷åíèå íåêîòîðîãîâðåìåíè t , à çàòåì îáðàòèì âðåìÿ (èëè ñêîðîñòè ÷àñòèö, ÷òî ýêâèâàëåíòíî). Ñîáåðåòñÿ ëè ãàçîáðàòíî â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå?Ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ñ íåêîòîðîãî âðåìåíè t ∼ 25 ãàç ïåðåñòàåò ñîáèðàòüñÿ â íà-÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðè ýòîì ÷àñòèöû, íàõîäÿùèåñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 â îêðåñòíî-ñòÿõ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, âîçâðàùàþòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå íåçàâèñèìî îòâðåìåíè t , ÷àñòèöû æå, íàõîäÿùèåñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 â ñòîõàñòè÷åñêîì ñëîå, ñ íåêî-òîðîãî âðåìåíè t íå âîçâðàùàþòñÿ (ýòî ñâÿçàíî ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàçáåãàíèåì òðàåêòîðèéâ ñòîõàñòè÷åñêîì ñëîå).
�èñ. 8. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ÷àñòèö â îòðåçêå ñ òÿæåëûì ïîðøíåì, äâèãàþùèìñÿ ïîêóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó (A = 0.1, w = 10 ), â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 (íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå), t = 35(ìîìåíò îáðàùåíèÿ âðåìåíè) è t = 70 (ìîìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé âîçâðàòó ñèñòåìû â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå).Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî êîîðäèíàòàì w0(x) ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå [0, 0.5] , ïî ñêîðîñòÿì w0(v)ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå [0, 7]� 5. Áåññòîëêíîâèòåëüíûé ãàç â îòðåçêå ñ ïîðøíåì êîíå÷íîé ìàññûÂ çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì åùå îäíó çàäà÷ó îá ýâîëþöèè îäíîìåðíîãî áåññòîëêíîâèòåëüíîãîãàçà â îòðåçêå, ðàçäåëåííîãî ïîäâèæíûì ïîðøíåì ìàññû M , ñðàâíèìîé ïî âåëè÷èíå ñ ìàñ-ñîé îòäåëüíîé ÷àñòèöû, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ÷àñòèöàìè ãàçà ñîãëàñíî çàêîíàì ñîõðàíåíèÿýíåðãèè è èìïóëüñà.Ïîäîáíàÿ çàäà÷à äëÿ ñëó÷àÿ òðåõìåðíîãî áåññòîëêíîâèòåëüíîãî ãàçà ñ ìàññèâíûì ïîðøíåìèçó÷àëàñü â ðàáîòå [6℄, ãäå íà ýâðèñòè÷åñêîì óðîâíå îáñóæäàåòñÿ äèíàìèêà ñèñòåìû íà áîëü-øèõ âðåìåíàõ è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ â ïåðåäåëå M → ∞



Ìåòîäû ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè 173ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2009. Âûï. 4òðàåêòîðèÿ ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïîðøíÿ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ãèä-ðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Êðîìå òîãî, â ýòîé ðàáîòå ñîäåðæèòñÿ ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðà�èÿ,ïîñâÿùåííàÿ èñòîðèè âîïðîñà.Îòëè÷èå ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷è îò ñèñòåìû â ðàáîòå [6℄ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìàñ-ñà ïîðøíÿ, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ãàçîì, â íàøåì ñëó÷àå ñîèçìåðèìà ñ ìàññîé ÷àñòèöû, ïðèñîóäàðåíèè ÷àñòèöû è ïîðøíÿ ïðîèñõîäèò îáìåí ýíåðãèåé, ðàçìåð îòðåçêà êîíå÷åí.Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ãàçà â îòðåçêå ( ïðè óñëîâèè
M 6= m) ïðèõîäèò ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ, î ÷åì íàì ãîâîðèò âèä îäíî÷àñòè÷íîé�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì (ðèñ. 9), ñîâïàäàþùèé ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ìàêñâåëëà ïðèñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè òåìïåðàòóðû T =< v2 > , è íóëåâûå çíà÷åíèÿ âûñøèõ íåïðèâîäè-ìûõ ìîìåíòîâ (1.1) ñèñòåìû.Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â òàêîé ñèñòåìå îêàçàëñÿ äâóõýòàï-íûé ïðèõîä ïîðøíÿ â ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå ( ðèñ. 9) , ÷òî áûëî èíòóèòèâíî ïðåäñêàçàíîâ ðàáîòàõ [3, 4] è ñòðîãî ïîêàçàíî ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõîäà â ðà-áîòå [6] .Ïåðâûé ýòàï � óñòàíîâëåíèå ¾ìåõàíè÷åñêîãî¿ ðàâíîâåñèÿ � ñâÿçàííûé ñ âûðàâíèâàíèåìäàâëåíèé ñïðàâà è ñëåâà îò ïîðøíÿ. ×åì òÿæåëåå ïîðøåíü, òåì äîëüøå ñèñòåìà ïðîõîäèòýòó �àçó. Âòîðîé ýòàï � âûðàâíèâàíèå òåìïåðàòóð ñïðàâà è ñëåâà îò ïîðøíÿ, óñòàíîâëåíèåòåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Êîíå÷íàÿ êîîðäèíàòà ïîðøíÿ è òåìïåðàòóðà ÷àñòèö ïîñëåóñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ:

X0 =
n1

n1 + n2

, T = 2
n1〈ε1〉 + n2〈ε2〉

n1 + n2

,ãäå n1 è n2 � êîíöåíòðàöèè ñïðàâà è ñëåâà, 〈ε1〉 è 〈ε2〉 � íà÷àëüíûå ñðåäíèå ýíåðãèè ÷àñòèöñïðàâà è ñëåâà îò ïîðøíÿ.

�èñ. 9. Äâóõýòàïíûé ïðèõîä ïîðøíÿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, èòîãîâûå ìàêñâåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå÷àñòèö ïî ñêîðîñòÿìè è �àçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (ïîëîæåíèå ïîðøíÿ îòìå÷åíî ïðÿìîé). ×èñëî ÷àñòèöñïðàâà è ñëåâà îò ïîðøíÿ n1 = 105 è n2 = 2 · 105 , ñîîòâåòñòâåííî. Âðåìÿ ðàñ÷åòà t = 395 . Íà÷àëüíîåðàñïðåäåëåíèå ïî ñêîðîñòÿì ñïðàâà è ñëåâà îò ïîðøíÿ ρ0(v) ðàâíîìåðíîå ñèììåòðè÷íîå [−1, 1]Äîáàâëåíèå ê òàêîé ñèñòåìå îäíîðîäíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê óñòàíîâëå-íèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Áîëüöìàíà ïî êîîðäèíàòàì (ðèñ. 10), ïðè óñëîâèè, ÷òî ïî÷òè âñå ÷àñòèöûó÷àñòâóþò â ñòîëêíîâåíèÿõ ñ ïîðøíåì.Â ñëó÷àå, åñëè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñèñòåìà ïîäîáðàíà òàê, ÷òî ÷àñòèöû âáëèçè íóëÿ ïîääåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ íå äîëåòàþò äî ïîðøíÿ, îòâå÷àþùåãî çà ïåðåðàñïðåäåëåíèå



174 È.Ñ. ÌàìàåâÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2009. Âûï. 4ýíåðãèè è èìïóëüñà â ñèñòåìå ÷àñòèö, ò. å. íå ó÷àñòâóþò â óñòàíîâëåíèè îáùåãî òåðìîäèíàìè-÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, à ïðèõîäÿò ê ¾ëîêàëüíîìó¿ ñòàòèñòè÷åñêîìó, òî èòîãîâûå ðàñïðåäåëåíèÿïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ îò íîðìàëüíûõ, çà ñ÷åò âêëàäà â ñòàòèñòèêóòàêèõ ÷àñòèö (ðèñ. 11).Êðîìå òîãî, äëÿ ýòîé ñèñòåìû òàêæå áûë ïðîâåäåí ýêñïåðèìåíò, ñâÿçàííûé ñ âîïðîñîìîáðàòèìîñòè èëè íåîáðàòèìîñòè ñèñòåìû. Îí ïîêàçàë, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà îáðàòèìà íà äî-ñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ, â òîì ÷èñëå, ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

�èñ. 10. Ïîëó÷åííûå ðàñïðåäåëåíèÿ Áîëüöìàíà è Ìàêñâåëëà äëÿ ñèñòåìû ÷àñòèö ñ ëåãêèì ïîäâèæíûìïîðøíåì â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ( n1 = 5 · 105, n2 = 102, g = 5, m = 1, M = 10 ). ×åðíûì èçîáðàæåíû �óíêöèèÁîëüöìàíà è Ìàêñâåëëà ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïîëÿ è ñðåäíåé ýíåðãèè

�èñ. 11. �àñïðåäåëåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì â ñëó÷àå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ÷àñòèö, íå ó÷àñòâóþùèõâ ñòîëêíîâåíèè ñ ïîðøíåì ( n1 = 2 · 105 , n2 = 1 · 105 , g = 5 , m = 1 , M = 10 ) è �óíêöèè Áîëüöìàíàè Ìàêñâåëëà ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïîëÿ è ñðåäíåé ýíåðãèèÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Êîçëîâ Â.Â. Àíñàìáëè �èááñà è íåðàâíîâåñíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. Ì.�Èæåâñê: �ÕÄ, 2008.2. Êîçëîâ Â.Â. Òåïëîâîå ðàâíîâåñèå ïî �èááñó è Ïóàíêàðå. Ì.�Èæåâñê: ÈÊÈ, 2002.3. Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å. Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà: Â 10 òò. Ì.: Íàóêà, 1976. Ò. 5: Ñòàòèñòè÷åñêàÿ�èçèêà.4. Ôåéíìàí �., Ëåéòîí �., Ñýíäñ Ì. Ôåéíìàíîâñêèå ëåêöèè ïî �èçèêå: Ò. 4. Ì.: Ìèð, 1976.5. Hlawka E. Mathematishe Modelle der kinetishen Gastheorie // Rhein.-Westfal. Aad. d. Wissensh.Natur-, Ingenier- und Wirtshaftswissensh. Opladen: Westdeutsher Verl., 1974. V. 240, pp. 361�376.



Ìåòîäû ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè 175ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2009. Âûï. 46. Ëåáîâèö Ë., Ñèíàé ß., ×åðíîâ Í. Äèíàìèêà ìàññèâíîãî ïîðøíÿ, ïîãðóæåííîãî â èäåàëüíûé ãàç //ÓÌÍ, 2002, ò. 57, âûï. 6, . 3�86.7. Ïðèãîæèí È., Ñòåíãåðñ È. Ïîðÿäîê èç õàîñà. Ì.: Ïðîãðåññ, 1986.8. Ïóàíêàðå A. Çàìå÷àíèÿ î êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ãàçîâ // Èçáðàííûå òðóäû: Ò. 3. Ì.: Íàóêà, 1974.C. 385�412.9. Bunimovih L. Kinematis, Equilibrium, and Shape in Hamiltonian System: The "LAB"e�et // Chaos,2003, vol. 13, � 3, pp. 903�912. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20.08.09I. S. MamaevParallel alulation methods for statistial mehanis problemsWith the help of mathematial modeling, we study the behavior of a gas (∼ 106 partiles) in a one-dimensional tube. For this dynamial system, we onsider the following ases:� ollisionless gas in a tube with both ends losed, the partiles of the gas boune elastially between theends,� ollisionless gas in a tube with its left end vibrating harmonially in a presribed manner,� ollisionless gas in a tube with a moving piston, the piston's mass is omparable to the mass of apartile.The emphasis is on the analysis of the asymptoti ( t → ∞ ) behavior of the system and spei�ally on thetransition to the state of statistial or thermal equilibrium. This analysis allows preliminary onlusions onthe nature of relaxation proesses.Keywords: one-dimensional ollisionless gas, statistial equilibrium, thermodynamial equilibrium, weak limit.Mathematial Subjet Classi�ations: 37A60, 68U20Ìàìàåâ Èâàí Ñåðãååâè÷, ä.�.-ì. í., Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, 426034, �îññèÿ, ã. Èæåâñê,óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1 (êîðï. 4), E-mail: mamaev�is.org.ru


