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ТОМСОНОВСКИЕ КОНФИГУРАЦИИ В ДИНАМИКЕ ДВУХ ВИХРЕЙ
В КОЛЬЦЕВОЙ ОБЛАСТИ1

Для задачи двух точечных вихрей в кольце получено представление гамильтониана через эллиптиче-
ские функции и исследована устойчивость томсоновской конфигурации.
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Введение

Задача о движении двух вихрей в кольцевой области была подробно рассмотрена в [9]: по-
лучен гамильтониан системы в форме рядов, численно построены бифуркационные диаграм-
мы при равных по модулю интенсивностях вихрей, выполнена классификация относительных
хореографий возможных движений вихрей. Кроме того, аналогичное представление гамильто-
ниана в форме рядов получено в более ранних работах [1, 3, 4, 8]. Полученное в [9] представле-
ние гамильтониана вызывает вычислительные трудности при нахождении стационарных точек
и исследованиях устойчивости. Для решения этих проблем удобно воспользоваться представ-
лением гамильтониана через эллиптические функции.

В данной работе мы выразим гамильтониан системы двух вихрей в кольцевой области че-
рез логарифмы θ1-функции и проведем более подробное аналитическое исследование условий
существования устойчивых томсоновских конфигураций вихрей в зависимости от отношения
внутреннего и внешнего радиусов кольца. Отметим, что полученная в работе функция Гамиль-
тона без труда обобщается на систему n вихрей в кольце и может быть применена для других
исследований.

§ 1. Представление гамильтониана системы через эллиптические функции

Уравнения движения двух вихрей в кольцевой области могут быть записаны в гамильто-
новой форме

ẋα = {xα,H} =
1
Γα

∂H

∂yα
, ẏα = {yα,H} = − 1

Γα

∂H

∂xα
(1.1)

со скобкой Пуассона

{xα, yβ} =
1

Γα
δαβ, (1.2)

где xα, yα — декартовы координаты вихрей, Γα — их интенсивности, α, β = 1, 2, — номер
вихря.

Гамильтониан системы, полученный в работе [9], представляется в форме:
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(1.3)

1Работа выполнена при поддержке гранта «Ведущие научные школы» (грант НШ-8784.2010.1), ФЦП «На-
учные и научно-педагогические кадры инновационной России» (ГК 02.740.11.0195), ФЦП «Развитие научного
потенциала высшей школы (2009–2010 гг.)(№ 2.1.1/554), гранта Правительства РФ для господдержки научных
исследований под руководством ведущих ученых в российских ОУВПО (№ 11.G34.31.0039).
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где H0 — гамильтониан системы двух вихрей в цилиндре:

H0 = −Γ1Γ2

4π
ln (r21 + r22 − 2(r1, r2)) +

Γ2
1

4π
ln (R2 − r21)+

+
Γ2

2

4π
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4π
ln (r21r

2
2 − 2R2(r1, r2) +R4), (1.4)

r1, r2 — радиус-векторы вихрей, q =
r

R
— отношение внутреннего и внешнего радиусов кольца

(см. рис. 1).

Рис. 1. Два точечных вихря c интенсивностями Γ1 и Γ2 и радиус-векторами r1 и r2

внутри кольцевой области

Для представления гамильтониана (1.3) через θ1-функции [5]

θ1(q, v) = 2Gq
1
4 sin v

∞∏
n=1

(1 − 2q2n cos 2v + q4n), G =
∞∏

n=1

(1 − q2n) = const (1.5)

рассмотрим преобразование одного из его членов — числителя выражения, стоящего под ло-
гарифмом в последнем слагаемом:
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Используя представление cos(ϕ1 − ϕ2) =
ei(ϕ1−ϕ2) + e−i(ϕ1−ϕ2)

2
, разлагаем (1.6) на множители

и группируем следующим образом:
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Обозначая
r1
r2
ei(ϕ1−ϕ2) +

r2
r1
e−i(ϕ1−ϕ2) .= cosψ12, где ψ12 = ϕ1 − ϕ2 + i ln
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приводим выражение (1.6) к виду:
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Сравнивая полученное выражение (1.8) с выражением для θ1 -функции (1.5), приводим рас-
смотренный член гамильтониана к выражению через эллиптические функции, зависящие от па-
раметров q, ψ12, ψ

∗
12:
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Проведя аналогичным образом преобразования остальных членов гамильтониана и исполь-
зуя в подлогарифмических выражениях следующие замены:
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)
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выражаем функцию Гамильтона (1.3) через θ1 -функции:
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(1.11)

где H0 — гамильтониан системы двух вихрей в цилиндре, ψ∗
12, χ

∗
12 — величины, комплексно

сопряженные к ψ12, χ12.
Используя логарифмические свойства θ1 -функции [5], для дальнейших расчетов удобнее

ввести новую функцию Ye(q, v) и ее первую и вторую производные по параметру v, опреде-
ляемые следующим образом:
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В новых обозначениях гамильтониан представляется следующим компактным образом:

H = H0 +
Γ2

1

4π
Ye(q, γ1)+

Γ2
2

4π
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4π
(
Ye(q, ψ12)+Ye(q, ψ∗

12)−Ye(q, χ12)−Ye(q, χ∗
12)
)
. (1.13)

Такое представление гамильтониана в виде быстро сходящихся рядов делает его наиболее удоб-
ным для вычислений и без труда обобщается на произвольное число вихрей.

Заметим, что выражение гамильтониана остается действительным, так как из определе-
ний (1.12) следует, что Ye(q, γ∗) = Y ∗

e (q, γ).

§ 2. Томсоновская конфигурация и ее устойчивость

Напомним, что данная система допускает дополнительный первый интеграл движения [7] —
момент завихренности

I = Γ1r
2
1 + Γ2r

2
2. (2.1)

Томсоновская конфигурация движения двух вихрей в кольцевой области представляет со-
бой вращение вихрей равной интенсивности по одной окружности, при котором они находятся
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на одной прямой с центром кольца по разные стороны от него (см. подробнее [2]). Исполь-
зуя (2.1) и полагая Γ1 = Γ2 = 1, находим выражения для модуля радиус-вектора и разности
углов вихрей:

a
.= r1 = r2 =

√
I/2, ϕ1 − ϕ2 = π. (2.2)

Также без ограничения общности положим R = 1.
Для анализа устойчивости движения вихрей равной интенсивности перейдем к переменным

I = r22 + r21 = 2a2, ρ =
r21 − r22

2a2
, (2.3)

Φ = ϕ2 + ϕ1, ϕ = ϕ1 − ϕ2,

где I — момент завихренности системы, гамильтониан (1.13) не зависит от Φ. Для томсонов-
ской конфигурации

ρ = 0, ϕ = π. (2.4)

Вследствие того, что Φ — циклическая переменная для анализа устойчивости томсоновской
конфигурации, на каждом фиксированном уровне I = const достаточно проанализировать
знакоопределенность квадратичной части гамильтониана по отношению к переменным ρ, ϕ [6].
Вычислим матрицу B для квадратичной формы гамильтониана в окрестности стационарной
точки (2.4):
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Матрица B в данном случае диагональная

B =
∥∥∥∥λ1 0

0 λ2,

∥∥∥∥, (2.6)

где
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(2.8)

Как показало численное построение графика функции λ1(a, q), собственное значение λ1> 0
при любых значениях a и q.

После несложных преобразований получаем следующее выражение для λ2:

λ2(a, q) =
1
4π

[
−7a6 − 3a4 + 5a2 − 1

8(a2 − 1)2(a2 + 1)
+

+
∞∑

k=1

q2k
(
k cos(kπ) + cos(kπ) sinh(k ln a2) − k cosh(k ln a2) + sinh(k ln a2)

)
1 − q2k

]
. (2.9)

На плоскости параметров (a, q) уравнение

λ2(a, q) = 0 (2.10)
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Рис. 2. Зависимость критических значений радиусов томсоновских конфигураций двух вихрей в кольце
от отношения внутреннего и внешнего радиусов. Область устойчивости располагается под кривой

задает бифуркационную кривую, изображенную на рис. 2, при пересечении которой происходит
смена устойчивости томсоновской конфигурации. Область устойчивости находится под этой
кривой.

Точка пересечения кривой (2.10) с осью абсцисс определяется значением

a = r∗∗0 ≈ 0.462,

которое получено Т.Хавелоком [10] (см. также [7]) как граница области устойчивости вихрей
внутри круга (то есть при q = 0).

При q → 0 бифуркационная кривая вблизи нуля ведет себя линейным образом, то есть
отношение

q

a
→ const. Вычисляя предел λ2 (2.9) при q, a → 0 и условии p =

q

a
→ const,

получим уравнение, определяющее тангенс угла наклона кривой (2.10) в нуле:

1 − 5p2 − 13p4 + 9p6

8(1 + p2)(p2 − 1)2
= 0. (2.11)

Решая численно (2.11), находим
p ≈ 0.385403. (2.12)

Замечание. Рассмотренный предельный переход справедлив и для случая R→ ∞. Рас-

сматривая отношение
r

R

/ a

R

∣∣∣∣
R→∞

и полагая внутренний радиус r = 1, находим, что радиус

томсоновоской конфигурации вне цилиндрической области a =
1
p

= ctgα ≈ 2.59468, что сов-

падает с результатами, описанными подробно в [10].

Автор выражает искреннюю благодарность А.В.Борисову, В.В.Васькину, И.С.Мамаеву
за постоянное внимание к работе.
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