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СИСТЕМАХ

В работе рассматривается проблема гамильтонизации неголономных систем, как интегрируемых, так
и неинтегрируемых. Этот вопрос является важным при качественном исследовании этих систем и поз-
воляет определить возможные динамические эффекты. Первая часть работы посвящена представлению
в конформно гамильтоновой форме интегрируемых систем. Во второй части доказывается существо-
вание конформно гамильтонового представления в окрестности периодического решения для произ-
вольной (в том числе интегрируемой) системы, сохраняющей инвариантную меру. Общие конструкции
всюду иллюстрируются примерами из неголономной механики.
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Введение

Настоящая работа посвящена проблеме гамильтонизации неголономных систем. Хотелось
бы в самой общей постановке попытаться найти препятствия к гамильтонизации или, напротив,
доказать, что гамильтоново представление существует. Если рассматривать систему в целом,
то такого сорта вопросы довольно сложны. Однако проблема гамильтонизации может быть
естественным образом поставлена в более локальном контексте, т. е. в окрестности положения
равновесия, замкнутой траектории или интегрального многообразия.

Приводимые ниже теоретические результаты мы будем иллюстрировать на примере двух
систем неголономной механики.

§ 1. Шар Чаплыгина на сфере

Эта задача с различных позиций рассматривалась в [2] и является обобщением классиче-
ской задачи Чаплыгина о качении шара по плоскости [3]. Пусть динамически несимметричное
уравновешенное твердое тело со сферической поверхностью (шар Чаплыгина) катится без про-
скальзывания по поверхности неподвижной сферы радиуса a ; в зависимости от знаков кри-
визны возможны три варианта обката (см. рис. 1). Выберем подвижную систему координат,
связанную с главными осями шара, и обозначим через ω , m , I = diag(I1, I2, I3) , b соот-
ветственно угловую скорость, массу, тензор инерции и радиус шара. Угловой момент шара
относительно точки касания Q имеет вид

M = Iω +Dn × (ω × n), D = mb2, (1.1)

где n — вектор нормали к сфере в точке контакта (см. рис. 1). Полное фазовое простран-
ство системы представляет собой T (SO(3) × S2) . Положим, что потенциальная энергия шара
зависит лишь от положения его центра; тогда, используя неголономную связь — отсутствие
проскальзывания (т. е. скорость точки контакта равна нулю), можно получить уравнения дви-
жения редуцированной системы в следующей замкнутой форме:

Ṁ = M × ω + kn ×
∂U

∂n
, ṅ = kn × ω, k =

a

a+ b
, (1.2)
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Рис. 1. Схема качения шара (обозначен серым цветом) по неподвижному сферическому основанию
(обозначено штриховкой) при различных знаках радиусов кривизны a , b .

где U — потенциал внешних сил, a — радиус неподвижной сферы (заметим, что радиусы по-
движной и неподвижной сфер необходимо брать с соответствующим знаком, см. рис. 1), а уг-
ловая скорость выражается через момент с помощью соотношения (1.1) по формуле

ω = AM + ΛAn,

A = (I +DE)−1, Λ =
(AM ,n)

(n,n)D−1 − (n,An)
.

Система (1.2) обладает инвариантной мерой ρ dM dn с плотностью

ρ =
(
(n,n)D−1 − (n,An)

)
−1/2

и допускает два (общих) первых интеграла — геометрический и энергию:

F0 = (n,n) = 1,

H =
1

2
(M ,ω) + U(n) =

1

2
(M ,AM ) +

1

2
DΛ(AM ,n) + U(n).

(1.3)

При U ≡ 0 и произвольном k имеется еще один интеграл

F1 = (M ,M ). (1.4)

§ 2. Резиновый шар на сфере

Эта задача была впервые рассмотрена в работе [11] и более подробно изучена в [10, 12]. Рассмот-
рим, как и выше, движение динамически несимметричного уравновешенного шара по поверх-
ности неподвижной сферы, используя те же обозначения для соответствующих величин, что
и выше (см. рис. 1). Мы предполагаем, что при движении мгновенная скорость точки контакта
и проекция угловой скорости шара на нормаль к сфере равны нулю. Эта модель движения
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отличается от классической неголономной модели качения при проскальзывании, в которой
предполагается, что равна нулю только скорость точки контакта.

Как и выше, выберем подвижную систему координат, связанную с главными осями, жестко
связанными с шаром. При этом кинематические уравнения, описывающие эволюцию норма-
ли n , совпадают с предыдущими (1.2), а динамические уравнения удобнее выписать через
угловую скорость ω . Окончательно для движения в потенциальном силовом поле, зависящем
лишь от нормали U(n) , получим

Jω̇ = Jω × ω + λn + kn ×
∂U

∂n
, ṅ = kn × ω,

J = I +mb2E, E = ‖δij‖,
(2.1)

где

λ = −

(Jω × ω,J−1
n) +

(
kn ×

∂U

∂n
,Jn

)

(n ,J−1n)
.

Система (2.1) обладает инвариантной мерой

(n ,J−1
n)

1

2k dω dn . (2.2)

Мера (2.2) была найдена в работе [10].
Связь

F1 = (ω,n) = 0 (2.3)

также можно рассматривать как дополнительный частный интеграл. При этом уравнения (2.1)
обладают также интегралами энергии и геометрическим:

H =
1

2
(Jω,ω) + U(n), F0 = (n ,n) = 1. (2.4)

§ 3. Гамильтонизация в окрестности двумерного инвариантного многообразия

Рассмотрим систему (1.2) при k = 1 и U = 0 , которая описывает качение без проскальзы-
вания динамически несимметричного уравновешенного шара по неподвижной горизонтальной
плоскости. В этом случае к интегралам (1.3) и (1.4) добавляется интеграл площадей

F2 = (M,n).

На многообразии M4 = {F0 = 1, F2 = 0} выберем независимые переменные z1 , z2 , h , f
и определим пуассонову структуру (ранга 4) следующим образом:

{z1, z2} = 0, {h, f} = 0,

{z1, h} =
Ψ(z2)

∆

√
P (z1), {z2, h} = −

Ψ(z1)

∆

√
P (z2),

{z1, f} = −
ψ(z2)

∆

√
P (z1), {z2, f} =

ψ(z1)

∆

√
P (z2),

∆ = Ψ(z1)ψ(z2) − Ψ(z2)ψ(z1), P (z) =
Ψ2(z)

z2
R(z).

В этом случае уравнения движения (??) представляются в конформно гамильтоновой форме

dzk
dτ

= λ(z1, z2){zk,H}, H = h,

λ(z1, zk) =
Ψ(z1)Ψ(z2)(z1 − z2)

∆z1z2
.

Конформно гамильтоново представление в первоначальных физических переменных (M,n)
указано в [1].

§ 4. Гамильтонизация в окрестности периодической траектории
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В этом разделе мы рассмотрим системы, которые не являются интегрируемыми, для них
типично хаотическое поведение. В работах [4, 7, 8, 9] приведено несколько примеров (неголо-
номных) неинтегрируемых систем, которые могут быть сведены к потоку на четырехмерном
многообразии, который сохраняет меру и обладает первым интегралом. Для качественного
анализа подобных систем часто используется сечение Пуанкаре, с помощью которого на по-
верхности уровня первого интеграла строится двумерное отображение, сохраняющее площадь
(в подходящих переменных). Таким образом анализ этого потока сводится к изучению се-
мейства двумерных отображений, параметризуемых значением постоянной первого интеграла.
Такое представление позволяет использовать хорошо известные (численные) методы иссле-
дования хаоса, применяемые, как правило, для гамильтоновых систем с 11/

2
и 2 степенями

свободы.
С другой стороны, известно, что всякое двумерное сохраняющее площадь отображение (го-

мотопное тождественному) аналитическим образом вкладывается в гамильтонов поток (воз-
можно, с неоднозначным гамильтонианом).

Возникает естественный вопрос: можно ли исходную систему на четырехмерном много-

образии представить в гамильтоновой форме, где первый интеграл берется в качестве га-

мильтониана?

Рис. 2. Схематическое изображение четырехмерной окрестности периодической траектории γ

и иллюстрация трехмерного отображения Пуанкаре, описанного в доказательстве (граница окрестности,
изображенная в виде тора, в общем случае неинвариантна относительно потока).

Тот факт, что система имеет первый интеграл H , приводит к тому, что трехмерное отоб-
ражение Пуанкаре записывается в виде

p̃ = p̃(p, q, h),

q̃ = q̃(p, q, h),

h̃ = h,

где (p̃, q̃, h̃) = Φ(p, q, h) — координаты образа точки при отображении Пуанкаре.
Сохранение меры приводит к тому, что при каждом фиксированном h двумерное отобра-

жение Пуанкаре сохраняет площадь на каждом двумерном сечении {h = const, t = 0} . Без
ограничения общности, мы можем считать, что p, q — канонические координаты, а

p̃ = p̃(p, q, h), q̃ = q̃(p, q, h)

— семейство симплектических диффеоморфизмов, где h играет роль параметра. Можно ска-
зать тем самым, что наша динамическая система в окрестности рассматриваемой траектории
полностью характеризуется этим семейством симплектических отображений Φh и еще (поло-
жительной) функцией f(p, q, h) , которая, впрочем, может меняться совершенно произвольным
образом при замене параметра на траекториях (поэтому в итоге она никакой роли при наших
построениях играть не должна, раз мы интересуемся гамильтоновостью с точностью до кон-
формного множителя). Отметим, что при изменении параметра t на траекториях координаты
(p, q, h) остаются прежними.
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Итак, мы имеем хорошую модель, описывающую поведение системы в окрестности рассмат-
риваемой периодической траектории с уже введенными локальными координатами.
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On the computer methods in nonholonomic systems

Hamiltonisation problem for non-holonomic systems, both integrable and non-integrable, is considered. This
question is important for qualitative analysis of such systems and allows one to determine possible dynamical
effects. The first part is devoted to the representation of integrable systems in a conformally Hamiltonian
form. In the second part, the existence of a conformally Hamiltonian representation in a neighbourhood
of a periodic solution is proved for an arbitrary measure preserving system (including integrable). General
consructions are always illustrated by examples from non-holonomic mechanics.
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