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Введение

В теории дифференциальных игр хорошо известна задача преследования группой преследо-
вателей и задача уклонения от группы преследователей одного убегающего [1–8]. Естественным
обобщением указанных задач является ситуация конфликтного взаимодействия, когда в игре
участвуют две группы — преследователей и убегающих. Целью группы преследователей явля-
ется поимка заданного числа убегающих, цель группы убегающих — противоположна [6–15].

К настоящему времени работы, посвященные условиям поимки двух и более убегающих,
практически отсутствуют. В работе [10] рассмотрена задача простого преследования группы
убегающих при условии, что убегающие используют программные стратегии, а каждый пре-
следователь ловит не более одного убегающего. Были получены необходимые и достаточные
условия поимки заданного числа убегающих. Общая линейная задача преследования группой
преследователей двух убегающих без фазовых ограничений рассматривалась в [15].

В данной работе для задачи простого преследования получены достаточные условия поимки
группой преследователей двух убегающих, при условии что убегающие используют одно и то
же управление и не покидают пределы выпуклого многогранного множества.

Работа примыкает к исследованиям [16–18].

§ 1. Постановка задачи

В пространстве R
k ( k > 2 ) рассматривается дифференциальная игра Γ n+2 лиц: n пре-

следователей P1, . . . , Pn и двух убегающих E1, E2. Законы движения каждого из преследова-
телей Pi и каждого из убегающих Ej имеют вид (i = 1, . . . , n, j = 1, 2)

ẋi(t) = ui(t), ui ∈ V ; ẏj(t) = v(t), v ∈ V ; xi, yj, ui, v ∈ R
k. (1)

При t = 0 заданы начальные условия

xi(0) = x0
i , yj(0) = y0

j , (2)

причём x0
i 6= y0

j , V — строго выпуклый компакт в R
k с гладкой границей.

Предполагается, что убегающие в процессе игры не покидают пределы выпуклого множе-
ства

D = {y : y ∈ R
k, 〈ps, y〉 6 µs, s = 1, . . . , r},

где p1, . . . , pr — единичные вектора, µ1, . . . , µs — вещественные числа такие, что intD 6= ∅.

Пусть T > 0 и σ — некоторое конечное разбиение

0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tq < tq+1 = T

отрезка [0, T ].
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Определение 1. Кусочно-программной стратегией W убегающих Ej , соответствующей
разбиению σ, называется семейство отображений cl (l = 0, 1, . . . , q), ставящих в соответствие
величинам

(tl, xi(tl), yj(tl), min
t∈[0,tl ]

min
i

‖xi(t) − yj(t)‖) (3)

измеримую функцию v(t), определенную для t ∈ [tl, tl+1) и такую, что v(t) ∈ V, yj(t) ∈ D,

t ∈ [tl, tl+1).

Определение 2. Кусочно-программной контрстратегией Ui преследователя Pi, соответ-
ствующей разбиению σ, называется семейство отображений bl

i (l = 0, 1, . . . , q), ставящих в
соответствие величинам (3) и управлению v(t), t ∈ [tl, tl+1) измеримую функцию ui(t), опре-
деленную для t ∈ [tl, tl+1) и такую, что ui(t) ∈ V, t ∈ [tl, tl+1).

Обозначим данную игру Γ .

Определение 3. В игре Γ происходит поимка, если существует T > 0 и для любого
разбиения σ отрезка [0, T ], для любых стратегий E1, E2 существуют конечные стратегии
U1, . . . , Un преследователей P1, . . . , Pn, моменты времени τ1, τ2, номера l, s ∈ {1, . . . , n} та-
кие, что xl(τ1) = y1(τ1), xs(τ2) = y2(τ2).

От систем (1) перейдем к системе

żij = ui − v, zij(0) = z0
ij = x0

i − y0
j . (4)

Введем следующие обозначения:

I0 = {1, . . . , n}, d = max{|v|, v ∈ V }, λ(a, v) = sup{λ > 0 | − λa ∈ V − v}, c = y0
1 − y0

2.

§ 2. Достаточные условия поимки

Определение 4 (см. [19]). Векторы a1, a2, . . . , as образуют положительный базис простра-
нства R

k , если для любого x ∈ R
k существуют положительные вещественные числа α1, α2, . . . ,

αs такие, что
x = α1a1 + α2a2 + · · · + αsas.

Теорема 1. Пусть существуют множества J1, J2 ⊂ {1, . . . , n}, I1, I2 ⊂ I0 \ (J1 ∪ J2),
I1 ∩ I2 = ∅ такие, что наборы

{z0
i1, i ∈ J1, p1, . . . , pr, −c}, {z0

i2, i ∈ J2, p1, . . . , pr, c},

{z0
l1, l ∈ J1 \ (J1 ∩ J2), z0

s2, s ∈ J2 \ (J1 ∩ J2), z0
α1, α ∈ I1, z0

β2, β ∈ I2, p1, . . . , pr}

образуют положительный базис, причем |J1| > k, |J2| > k, |J0
1 | + |J0

2 | > k + 1, где

J0
1 = (I1 ∪ J1) \ (J1 ∩ J2), J0

2 = (I2 ∪ J2) \ (J1 ∩ J2).
Тогда в игре Γ происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. J1 ∩ J2 = ∅. Так как

{z0
i1, i ∈ J1, p1, . . . , pr, −c}, {z0

i2, i ∈ J2, p1, . . . , pr, c}

образуют положительный базис, то существуют положительные числа γi1, i ∈ J1, γi2, i ∈ J2,

α1
s, α2

s такие, что

∑
i∈J1

γi1z
0
i1 +

r∑
s=1

α1
sps − c = 0,

∑
i∈J2

γi1z
0
i2 +

r∑
s=1

α2
sps + c = 0.
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Следовательно,
∑
i∈J1

γi1z
0
i1 +

∑
i∈J2

γi1z
0
i2 +

r∑
s=1

(α1
s + α2

s)ps = 0. Обозначим p0 =

r∑
s=1

(α1
s + α2

s)ps,

µ0 =
r∑

s=1

(α1
s + α2

s)µs, D0 = {y | 〈p0, y〉 6 µ0}. Считаем, что p0 6= 0. Случай p0 = 0 рассматри-

вается аналогично. Тогда D ⊂ D0 и набор

{z0
i1, i ∈ J1, z0

i2, i ∈ J2, p0} (5)

образует положительный базис пространства R
k.

Пусть V — произвольная стратегия убегающих. Следовательно, y1(t), y2(t) ∈ D для всех
t > 0, а значит y1(t), y2(t) ∈ D0 и поэтому 〈p0, y1(t)〉 6 µ0, 〈p0, y2(t)〉 6 µ0. Отсюда имеем

∫ t

0
〈p0, v(τ)〉 dτ = 〈p0, y1(t)〉 − 〈p0, y

0
1〉 6 µ0 − 〈p1, y

0
1〉 = µ01.

Аналогично, ∫ t

0
〈p0, v(τ)〉 dτ = 〈p0, y2(t)〉 − 〈p0, y

0
2〉 6 µ0 − 〈p0, y

0
2〉 = µ02.

Так как (5) образуют положительный базис и V — строго выпуклый компакт с гладкой гра-
ницей, то число ([8])

δ = min
v∈D1(0)

max {max
l∈J1

λ(z0
l , v), max

l∈J2

λ(z0
l , v), 〈p0, v〉}

положительно.
Пусть T1(t), T2(t) два подмножества [0, t] такие, что

T1(t) = {τ |τ ∈ [0, t], 〈p0, v(τ)〉 < δ}, T2(t) = {τ |τ ∈ [0, t], 〈p0, v(τ)〉 > δ}.

Тогда

µ01 >

∫ t

0
〈p0, v(τ)〉 dτ =

∫
T1(t)

〈p0, v(τ)〉 dτ +

∫
T2(t)

〈p0, v(τ)〉 dτ

> δµ(T2(t)) − dµ(T1(t)).

С другой стороны, µ(T2(t)) + µ(T1(t)) = t, где µ — мера Лебега. Из этих соотношений
следует, что

µ(T1(t)) >
tδ − µ01

d + δ
.

Аналогично,

µ(T1(t)) >
tδ − µ02

d + δ
.

Поэтому

µ(T1(t)) >
tδ − µ0

d + δ
,

где µ0 = max{µ01, µ02}.
Задаем управление преследователей следующим образом:

ui(t) = v(t) − λ(z0
i1, v(t))z0

i1, i ∈ J1,

ui(t) = v(t) − λ(z0
i2, v(t))z0

i2, i ∈ J2,

управление остальных преследователей задаем произвольно.
Из системы (4) получаем

zi1(t) = z0
i1(t)hi1(t), zi2(t) = z0

i2(t)hi2(t),
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где

hi1(t) = 1 −

∫ t

0
λ(z0

i1, v(τ)) dτ, i ∈ J1,

hi2(t) = 1 −

∫ t

0
λ(z0

i2, v(τ)) dτ, i ∈ J2,

hij(t) — непрерывные функции и hi1(0) = 1, hi2(0) = 1.
Рассмотрим

∑
i∈J1

hi1(t) +
∑
i∈J2

hi2(t) = |J1| + |J2| −

∫ t

0

∑
i∈J1

λi(z
0
i1, v(τ)) dτ −

∫ t

0

∑
i∈J2

λi(z
0
i2, v(τ)) dτ

6 |J1| + |J2| −

∫ t

0
max{max

i∈J1

λi(z
0
i1, v(τ)),max

i∈J2

λi(z
0
i2, v(τ))} dτ.

Так как

∫ t

0
max{max

i∈J1

λi(z
0
i1, v(τ)),max

i∈J2

λi(z
0
i2, v(τ))} dτ >

∫
T1(t)

max{max
i∈J1

λi(z
0
i1, v(τ)),max

i∈J2

λi(z
0
i2, v(τ))} dτ

> δµ(T1(t)) > δ
tδ − µ0

d + δ
,

то ∑
i∈J1

hi1(t) +
∑
i∈J2

hi2(t) 6 |J1| + |J2| −
δ2t − δµ0

d + δ
.

Из последнего неравенства следует, что существует номер r и момент T0 такой, что

T0 6 t0 =
(|J1| + |J2|)(d + δ) + δµ0

δ2

и одна из функций hij обратится в 0 в момент T0.

Если hr1(T0) = hs2(T0) = 0 при некоторых r ∈ J1, s ∈ J2, то

xr(T0) = y1(T0), xs(T0) = y2(T0),

следовательно, в игре Γ происходит поимка.
Пусть hr1(T0) = 0, hs2(T0) 6= 0 для всех s ∈ J2. Тогда xr(T0) = y1(T0).

Так как z0
i2 =

1

hi2(T0)
zi2(T0), i ∈ J2 и

zr2(T0) = xr(T0) − y2(T0) = xr(T0) − y1(T0) + y1(T0) − y2(T0) = c,

то {zi2(T0), i ∈ J2, zr2(T0), p1, . . . pr} составляют положительный базис. В силу [3] преследова-
тели {Pi, i ∈ J2, Pr} ловят убегающего E2. Отсюда следует, что в игре Γ происходит поимка.

2. J1 ∩ J2 6= ∅. Пусть J = J1 ∩ J2 , тогда J0
1 = I1 ∪ (J1 \ J), J0

2 = I2 ∪ (J2 \ J).
Задаем управление преследователей следующим образом:

ui(t) = v(t) − λ(z0
i1, v(t))z0

i1, i ∈ J0
1 ,

ui(t) = v(t) − λ(z0
i2, v(t))z0

i2, i ∈ J0
2 ,

ui(t) = v(t), i ∈ J, t ∈ [0, T ].

Момент T будет указан позже. Управление остальных преследователей задаем произвольно.
Из системы (4) имеем:

zi1(t) = z0
i1hi1(t), i ∈ J0

1 , zi2(t) = z0
i2hi2(t), i ∈ J0

2 ,
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zi1(t) = z0
i1, zi2(t) = z0

i2, i ∈ J,

где

hi1(t) = 1 −

∫ t

0
λ(z0

i1, v(τ)) dτ, i ∈ J0
1 , hi2(t) = 1 −

∫ t

0
λ(z0

i2, v(τ)) dτ, i ∈ J0
2 .

По условию векторы
{z0

l1, l ∈ J0
1 , z0

l2, l ∈ J0
2 , p1, . . . , pr}

образуют положительный базис. Поэтому существуют положительные числа γl1, l ∈ J0
1 ,

γl2, l ∈ J0
2 , αs такие, что

∑
l∈J0

1

γ0
l1z

0
l1 +

∑
l∈J0

2

γ0
l2z

0
l2 +

r∑
s=1

αsps = 0.

Обозначим

p0 =

r∑
s=1

αsps, µ0 =

r∑
s=1

αsµs, D0 = {y |〈p0, y〉 6 µ0}.

Получаем, что набор {z0
l1, l ∈ J0

1 , z0
l2, l ∈ J0

2 , p0} образует положительный базис и D ⊂ D0.

Проводя рассуждения, аналогичные рассуждениям пункта 1, получаем, что существует момент
T0 такой, что в момент T0 одна из функций hi1(i ∈ J0

1 ), hi2(i ∈ J0
2 ) обратится в нуль. Пусть

hq1(T0) = 0, q ∈ J0
1 , hs2(T0) 6= 0 для всех s ∈ J0

2 . Тогда xq(T0) = y1(T0) и, кроме того,

z0
s2 =

zs2(T0)

hs2(T0)
, s ∈ J0

2 , z0
l2 = zl2(T ), l ∈ J,

zq2(T0) = xq(T0) − y2(T0) = xq(T0) − y1(T0) + y1(T0) − y2(T0) = c.

Поэтому набор {zs2(T0), s ∈ J2, zq2(T0), p1, . . . , pr} образует положительный базис. В силу [3]
в игре Γ происходит поимка. Теорема доказана. �

Пример 1. Пусть k = 3, n = 5, m = 2, r = 1,

x0
1 = (3, 0, 0), x0

2 = (−2,−2, 0), x0
3 = (1, 3, 10), x0

4 = (−3, 4, 10), x0
5 = (3, 2, 5),

p1 = (0,−1, 0), y0
1 = (0, 0, 1), y0

2 = (0, 0, 2), µ1 = 1.

В качестве J1, J2, I1, I2 возьмем множества

J1 = {1, 2, 3}, J2 = {3, 4, 5}, I1 = I2 = ∅.

Тогда наборы векторов

{z11, z21, z31, p1, −c}, {z32, z42, z52, p1, c}, {z11, z21, z42, z52, p1}

образуют положительный базис. Таким образом, получаем, что условие теоремы выполнено.
Следовательно, в данной игре происходит поимка.
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On the capture of two evaders in a simple pursuit–evasion problem with phase restrictions

A differential game of the group of persecutors and two evaders is considered at equal dynamic opportunities
of all participants and under equal phase restrictions imposed on the states of evaders. Sufficient solvability
conditions are derived proceeding on the assumption that the evaders use the same control.
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