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ОБОЛОЧЕЧНЫЙ АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ О ПЯТИ МОМЕНТАХ

Полученный ранее для длинной многоопорной цилиндрической оболочки аналог балочной теоремы
о трех моментах, основанный на замечательных свойствах простого краевого эффекта, обобщается на
случай упругоподатливых опор в виде так называемого оболочечного аналога теоремы о пяти моментах.
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Введение

В строительной механике для расчета реакций абсолютно жестких опор неразрезных мно-
гопролетных балок широко используется теорема Клапейрона о трех моментах [1]. В случае
упругих опор применяются балочные соотношения пяти моментов [2]. Что же касается расчета
реакций опор (в частности опор одностороннего действия) для оболочечных конструкций, то
здесь для полного исследования проблемы предстоит ответить на следующие вопросы:

1. Можно ли применить теорему Клапейрона (или соотношения пяти моментов) для рас-

чета реакций опор многопролетной оболочки-балки, когда длины межопорных пролетов
сравнимы с диаметром оболочки, то есть когда нарушено условие применимости гипотезы
плоских сечений?

2. Как расчитывать реакции опор одностороннего действия (жестко не связанных с опира-
емой конструкцией)?

3. Каковы области применимости методов расчета реакций таких опор, построенных:

− на основе гипотезы плоских сечений;

− исходя из общих уравнений теории оболочек?

Как известно, гипотеза плоских сечений Бернулли, на которой основана теорема Клапей-
рона, применима, если размер поперечного сечения мал по сравнению с длиной пролета между
соседними опорами. Следовательно, для стержня теорема Клапейрона справедлива при вы-
полнении условия 2R/li << 1 (R — характерный размер поперечного сечения, li — длина
межопорного пролета). Что же касается оболочечных конструкций, то для них, зачастую, ука-
занное неравенство не только не выполняется, но и меняет знак, то есть 2R/li > 1 . Например,
для автоклава строительной индустрии АП12-3.6х27 [3] имеем

2R

li
=

3,6

2,8
= 1,286 > 1.

Это обстоятельство побуждает к поиску оболочечных аналогов теорем о трех и пяти моментах,
то есть к замене гипотезы плоских сечений гипотезой прямых нормалей Кирхгофа.
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§ 1. Исходные положения

Рассмотрим цилиндрическую оболочку (рис. 1) длиной l , с радиусом R , лежащую на n
упругих опорах с жесткостью Ci (i ∈ 1 : n) , испытывающую действие поверхностной нагрузки

P = [q +Qzδ(Rϕ)]ey (1)

(где q — вес оболочки, приходящийся на единицу площади срединной поверхности, Qz — при-
веденная к центральному продольному сечению поперечная нагрузка, δ(·) — дельта-функция)
и температурного поля

T = [t0(z) + rt1(z)] cos ϕ (2)
(

r ∈ [R− h/2, R + h/2], z ∈ [0, l], ϕ ∈ [0, 2π]
)

.

Рис. 1.

Вычислим главный вектор (F) и главный момент (B) усилий и моментов в поперечном
сечении оболочки. Учитывая формулы

(T1, Qn,M1) =

∞
∑

k=0

(T1,k, Qn,k, M1,k) cos kϕ,

S =
∞

∑

k=1

S,k sin kϕ,

[

e2

n

]

=

[

cosϕ− sinϕ
sinϕ cosϕ

] [

ex

ey

]

, (3)

находим

F = R

∫

2π

0

(T1e1 + Se2 +Q−nn) dϕ = πR(Qn,1 − S,1)ey,

B = R

∫

2π

0

M1e2 +Rn× (T −1 e1 + Se2 +Qnn) dϕ = πR(M1,1 +RT1,1)ex. (4)
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Таким образом, задача об определении реакций опор (Ri) может быть полностью исследована
в рамках обратносимметричной деформации оболочки, вызванной действием нагрузки

P1 = 0, P2 = P2,1 sinϕ, Pn = Pn,1 cosϕ (5)

(

где в силу (1) Pn,1 = −P2,1 = q + Qz

2πR

)

и температурного поля (2).
В дополнение к сказанному будем предполагать, что опорный контур оболочки является

нерастяжимым (например, укреплен кольцом жесткости), а также, что функции t0(z), t1(z)
достаточно гладкие и имеют в опорных сечениях непрерывные производные до третьей вклю-

чительно.

§ 2. Метод расчленения НДС в оболочке

Для определения реакций опор Ri применим метод расчленения напряженного состоя-
ния на основное (0)

(

безмоментное (∗) плюс температурное (T )
)

и краевой эффект (k) .
Как показано в работе [4], несамоуравновешенная нагрузка полностью определяется основным
напряженным состоянием. В соответствии с методом расчленения напряженного состояния,
имеем

Qn,1 = Qk
n,1 +QT

n,1, S,1 = S∗
,1 + Sk

,1; (6)

M1,1 = Mk
1,1 +MT

1,1, T1,1 = T ∗
1,1 + T k

1,1. (7)

Поэтому из (4) , с учетом указанного выше свойства, получаем

Fy = F 0
y = πR(Qn,1 − S,1) = πR(QT

n,1 − S∗
,1),

Bx = B0
x = πR(M1,1 +RT1,1) = πR(MT

1,1 +RT ∗
1,1). (8)

Из последних формул необходимо следуют условия самоуравновешенности простого краевого
эффекта для рассматриваемого сечения

Qk
n,1 − Sk

,1 = 0, M1,1 +RT k
1,1 = 0.

Это свойство простого краевого эффекта проявляется на всяком замкнутом неасимптотическом
контуре [5].

Уравнения равновесия безмоментной теории [5] для обратносимметричного НДС имеют вид




d
dz

1

R
0

0 d
dz

− 1

R

0 0 1

R



 ×





T ∗
1,1

S∗
,1

T ∗
2,1



 =





0
−P2,1

Pn,1



 . (9)

Отсюда, вводя обозначения M
△
=B∗

x и с учетом (8), находим

d2M

dz2
= −qy, (10)

F ∗
y =

dM

dz
, (11)

где
qy = πR(Pn,1 − P2,1) = 2πRq +Qz.

Используя обозначения

Si(zi) =

∫ zi

0

(∫ zi

0

(∫ zi

0

(∫ zi

0

qy dzi

)

dzi

)

dzi

)

dzi,

ST
i (zi) = α0E

∫ zi

0

(∫ zi

0

JT dzi

)

dzi, S′
i =

dSi

dz
, (12)

JT =
EI

R
α0(t0 +Rt1),
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выпишем решение (10) для каждого из 4-х последовательных межопорных пролетов при гра-
ничных условиях (см. рис. 1)

Mk(0) = Mi−3+k; Mk(li−3+k) = Mi−2+k, (k ∈ 1 : 4). (13)

С учетом последних соотношений имеем

Mk(zk) = −S′′

i−3+k(zk) + Si−3+k(li−3+k)
zk

li−3+k

+

+Mi−3+k + (Mi−2+k −Mi−3+k)
zk

li−3+k

, (k ∈ 1 : 4). (14)

Согласно (11) и в соответствии с рис. 1 реакции опор вычисляются по формулам

Ri−2+k = F+

i−2+k − F−

i−2+k =
dMi−2+k

dzk+1

|zk+1=0
−
dMi−3+k

dzk

∣

∣

∣

∣

zk=li−3+k

=

= S′′′
i−3+k(li−3+k) + S′′

i−2+k(li−2+k)
1

li−2+k

− S′′
i−3+k(li−3+k)

1

li−3+k

+

+(Mi−1+k −Mi−2+k)
1

li−2+k

− (Mi−2+k −Mi−3+k)
1

li−3+k

, (15)

(k = 1, 2, 3; i ∈ 3 : n− 2)

R1 =
dM1

dz
|z=0

− F−

1
= −F−

1
+ S′′

1 (l1)
1

l1
+ (M2 −M1)

1

l1
,

Rn = F+
n −

dMn

dz
|z=ln−1

= −F+
n + S′′′

n−1(l − 1) − S′′
n−1(ln−1)

1

ln−1

− (Mn −Mn−1)
1

ln−1

. (16)

Замечание 1. 1. Температурные слагаемые в (16) исчезают в силу непрерывности произ-
водных (до третьей включительно) функции изменения температуры.

2. Для оболочки, испытывающей действие постоянной нагрузки с краевыми усилиями G0

и Gn, в формулах (16) можно записать

F−

1
= G0 + ql0, F+

n = Gn + qln, M1 = −G0l0 −
ql20
2

△
=b1, Mn = −Gnln −

ql2n
2

△
=bn.

§ 3. Вывод оболочечных соотношений пяти моментов

В силу статической неопределимости задачи для получения соотношений пяти моментов
используем геометрические условия сопряжения. Имеют место соотношения [5]





d/dz 0 0
−1/R d/dz 0

0 1/R 1/R



 ×





u0
1,1

u0
2,1

ω0
,1



 =





ε∗1,1 + αt1
ω∗

,1

ε∗2,1 + αt1



 , (17)

где

ε∗1,1 =
1

2πEhR2
(2Mx − νR2qy), ε2,1 =

1

2πEhR2
(R2qy − 2νMx), ω∗

,1 = −
2(1 + ν)

πEhR

dMx

dz
,

α — коэффициент линейного температурного расширения.
Разрешая последнюю систему относительно окружного смещения u0

2,1 , получим уравнение:

EI
d2u0

2,1

dz2
= Mx +

4 + 3ν

2
R2qy +

EI

R
αt1. (18)

Вертикальные перемещения точек поперечного сечения оболочки-балки определяются форму-
лами

uy = −u2 sinϕ+ ω cosϕ = −u0
2,1 +Rε2,1 cos2 ϕ



104 Е.И. Михайловский, В.Л. Никитенков

МЕХАНИКА 2011. Вып. 4

(здесь учтено, что u2,1 ≈ u0
2,1 ).

Пренебрегая растяжением опорного контура поперечного сечения оболочек над опорой
(Rε2,1 = 0) и принимая во внимание лишь те опоры, на которые оболочка опирается, на концах
двух средних из четырех межопорных пролетов потребуем выполнения следующих условий:

u0
2,1(0) =

Ri−3+k

Ci−3+k

, u0
2,1(li−3+k) =

Ri−2+k

Ci−2+k

, (k = 2, 3). (19)

Тогда из (18) получаем

EIu0
2,1 = Si−3+k(zk) − S′′

i−3+k(li−3+k)
z3
k

6li−3+k

−Mi−3+k

z2
k

2
−

−
(Mi−2+k −Mi−3+k)

li−3+k

z3
k

6
+Akzk +Bk − ST (Zk) −

4 + 3ν

2
R2S′′

i−2+k(zk), (20)

где

Bk = EI
Ri−3+k

Ci−3+k

Ak =
1

li−3+k

{

EI

Ci−2+k

[

S′′′

i−3+k(li−3+k) + S′′

i−2+k(li−2+k) − S′′

i−3+k(li−3+k)
1

li−3+k

+

+ (Mi−1+k −Mi−2+k)
1

li−2+k

− (Mi−2+k −Mi−3+k)
1

li−3+k

]

−

−
EI

Ci−3+k

[

S′′′
i−4+k(li−4+k) + S′′

i−3+k(li−3+k)
1

li−3+k

− S′′
i−4+k(li−4+k)

1

li−4+k

+

+(Mi−2+k −Mi−3+k)
1

li−3+k

− (Mi−3+k −Mi−4+k)
1

li−4+k

]

−

− Si−3+k(li−3+k) + S′′
i−3+k(li−3+k)

l2i−3+k

6
+Mi−3+k

l2i−3+k

2
+

+ (Mi−2+k −Mi−3+k)|
l2i−3+k

6
+ ST (li−3+k) +

4 + 3ν

2
R2S′′

i−3+k(li−3+k)

}

, k = 2, 3.

Выражение для реакций i -й опоры можно записать так

Ri = πR
(

QT
n,1

∣

∣

z3=0 −QT
n,1

∣

∣

z2=li−1

)

− πR
(

S∗

,1

∣

∣

z3=0 − S∗

,1

∣

∣

z2=li−1

)

. (21)

Отбрасывая здесь температурные слагаемые в силу принятого допущения о плавном характере
распределения температур, используя закон Гука

S∗
,1 =

Eh

2(1 + ν)
ω∗

,1 =
Eh

2(1 + ν)

(

du∗2,1

dz
−
u∗1,1

R

)

, (22)

учитывая геометрические условия сопряжения

∂u |z3=0 = ∂u|z2=li−1

(

где ∂u = (u1, u2, ω, ϑ1)
)

и принимая во внимание, что

u0
1,1 ≈ u∗1,1 + uT

1,1, uT
1,1

∣

∣

z3=0 = uT
1,1

∣

∣

z2=li−1
,

из (21), (22) приходим к следующему условию сопряжения:

EI
du0

2,1

dz2

∣

∣

∣

∣

∣

z2=li−1
= EI

du0
2,1

dz3

∣

∣

∣

∣

∣

z3=0

− 2(1 + ν)R2Ri. (23)
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Подставив в последнее равенство выражение для производных функций u0
2,1, которые нетруд-

но получить из (20) , и формулу для Ri из (16) , после довольно громоздких преобразований
получим соотношения, составляющие содержание оболочечного аналога теоремы о пяти мо-

ментах при наличии температурного перепада по высоте оболочки.

Mi−2ξi−2 +Mi−1 [li−1(1 − 2αi−1) − ξi−1] + 2Mi[li−1(1 − αi−1) + li(1 + αi) + ξi]+

+Mi+1 [li(1 − 2αi) − ξi+1] +Mi+2ξi+2 = Bi, i ∈ 2 : n− 1,

где

Bi = 6

[

Si(li)
1

li
− Si−1(li−1)

1

li−1

+ S
′

i−1(li−1)

]

+ 6

[

Si
T (li)

1

li
− Si−1

T (li−1)
1

li−1

+ ST ′

i−1(li−1)

]

−

−(1 −
.....

βi )S
′′

i (li)li + (2 +
.....

βi−1)S
′′

i−1(li−1)li−1 +
.....

βi−1 S
′′′

i−1(li−1)l
2
i−1 + ψi

......
;

ψi = 6EI S
′′

i−2(li−2)
1

Ci−1li−2li−1
∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼

−S
′′

i−1(li−1)

[

1

Cili−1

(

1

li
+

1

li−1

)

+
1

Ci−1l2i−1

]

+

+S
′′

i (li)

[

1

Cili

(

1

li
+

1

li−1

)

+
1

Ci+1l2i

]

− S
′′

i+1(li+1)
1

Ci+1li+1li
≈≈≈≈≈≈≈≈≈≈≈≈≈≈

−S
′′′

i−2(li−2)
1

Ci−1li−1
∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼

+

+S
′′′

i−1(li−1)

[

1

Ci

(

1

li
+

1

li−1

)]

− S
′′′

i (li)
1

Ci+1l2i
;

ξi−2 =
6EI

Ci−1li−1li−2
∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼

(∼∼∼ ≡ 0, i = 2)

ξi−1 = 6EI





1

Cili−1

(

1

li
+

1

li−1

)

+
1

Ci−1li−1





1

li−1

+
1

li−2
∼∼∼∼







 (∼∼∼ ≡ 0, i = 2)

ξi = 3EI

[

1

Ci+1l
2
i

+
1

Ci

(

1

li
+

1

li−1

)2

+
1

Ci−1l
2
i−1

]

ξi+1 = 6EI





1

Ci+1li





1

li+1
≈≈≈≈

+
1

li



 +
1

Cili

(

1

li
+

1

li−1

)



 (≈≈≈ ≡ 0, i = n− 1)

ξi+2 =
6EI

Ci+1li+1li
≈≈≈≈≈≈≈≈≈≈

(≈≈≈ ≡ 0, i = n− 1).

Переходя к абсолютно жестким опорам (Ci → ∞ приходим к оболочечному аналогу тео-

ремы о трех моментах [6]. Предельные переходы (αi → 0, βi → 0 ) и (Ci → ∞, αi → 0,
βi → 0 ) дают балочные соотношения пяти и трех моментов соответственно. Приведены ре-
зультаты численного эксперимента по определению реакций жестких и упругих опор автоклава
АП12-3.6х27, при использовании метода перебора активных опор [7]. Сравнивались балочный и
оболочечные варианты, как для абсолютно жестких опор (теорема о трех моментах) так и для
упругих опор (теорема о пяти моментах). На рис. 2 хорошо виден характер отхода автоклава от
опор при увеличении температурного перепада по высоте поперечного сечения корпуса (ука-
заны наибольшее и наименьшее значения перепада, при которых реализуется данный вариант
активных опор). Активные опоры обозначены темными кружками. Цифры рядом с ними —
значения опорных реакций (в тоннах).

Анализ полученных результатов позволяет сделать вывод о существенном различии опор-
ных реакций в балочных и оболочечных конструкциях (αi, βi сравнимы с единицей) и необхо-
димости применения оболочечных вариантов соотношений трех и пяти моментов для определе-
ния реакций в многоопорных оболочках (особенно в случае наличия температурного перепада).
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E. I. Mikhailovskii, V. L. Nikitenkov

Analogue of the five-moment theorem in the theory of shells

In this paper we generalize the analogue of the three-moment theorem in the theory of shells, which has
been earlier obtained for the long cylindrical shell with several supports, to the case of flexible supports as a
so-called «shell» analogue of the five-moment theorem.

Keywords: theorems of three and five momеnts, partition of deflected mode, reactions at supports, beam,
shell, thermal differential.
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