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ОПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ РАЗМЫВА БЕРЕГОВОГО СКЛОНА

В РЕКАХ С ПЕСЧАНЫМ ДНОМ1

Предлагается математическая модель развития берегового склона равнинной реки, имеющей песчаное
основание. Для определения транспорта донных наносов в данной работе используется оригинальный
аналитический закон, не содержащий феноменологических параметров. Для решения задачи предлага-
ется расщепление расчетной области на две подобласти по преобладающим механизмам деформирова-
ния дна. Получена асимптотическая формула, определяющая скорость отступления берегового склона,
согласующаяся с точностью до коэффициента с эмпирической формулой Л. И. Викуловой.
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Введение

Проблеме размыва и деформации берегов рек посвящено достаточно много работ [1–5], по-
скольку береговые изменения русла могут приводить к разрушению береговых сооружений.
Одними из первых по данной тематике являются работы [4, 5]. В них предложен эвристи-
ческий закон береговых деформаций, согласно которому скорость движения берега является
непрерывной функцией скорости движения речного потока в окрестностях берега. Использова-
ние данной модели позволило воспроизводить и качественно исследовать задачу устойчивости
берегов русла [4]. Однако, использованный в работах [4, 5] феноменологический закон берего-
вых деформаций обладает серьезными недостатками. Во-первых, он требует эксперименталь-
ного определения своих параметров для каждого расчета. Во-вторых, для него не выполняется
баланс береговых наносов, поступающих в русло реки. В-третьих, его формулировка не учи-
тывает механизмов лавинного обрушения берега. Кроме того, нет никакой причины полагать,
что закон береговых деформаций будет являться только функцией скорости речного потока,
так как по определению должен учитывать такие характеристики как глубина потока, физико-
механические параметры донного материала, формы донной и береговой поверхности.

Для определения основных параметров, влияющих на русловой процесс и определяющих
характер изменения берегового склона, были проведены лабораторные эксперименты по раз-
мыву широкого, прямого, трапециевидного речного канала [6, 7]. На основе полученных дан-
ных были сформулированы двумерные математические модели [1, 8] и выполнены модельные
численные исследования эволюции берегового склона с учетом процессов обрушения подмыва-
емого берега.

В данной работе сформулирована одномерная математическая постановка задачи, позволя-
ющая моделировать процесс отступления берегового склона с учетом турбулентно-диффузи-
онного и лавинного механизмов транспорта донных наносов [1, 8, 9]. На основе предложенной
математической модели получена асимптотическая формула движения берегового склона для
прямого песчаного канала.

§ 1. Математическая модель задачи

Рассмотрим установившийся поток широкого симметричного русла H << B, где B — ши-
рина русла, H — глубина, когда изменениями донной поверхности ζ на уровень водного потока
η можно пренебречь. С учетом симметрии русла можно рассматривать лишь правый берег
сечения канала, представленный на рис. 1.

1Работа выполнена в рамках ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной России», гос-

контракт № 02.740.11.0626.
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Рис. 1. Геометрия расчетной области

Полагая водный поток квазиустановившимся, будем считать, что касательные напряжения
τ , возникающие при протекании водного потока по несвязному дну, определяются по формуле

τ = λρwU2 (1)

или
τ = ρwgHJ, (2)

где H = η − ζ; g — ускорение свободного падения; ρw — плотность воды; J — уклон свободной
поверхности; λ — коэффициент гидродинамического сопротивления; U — скорость потока.

Изменение донной поверхности ζ под действием протекающей по ней воды будем модели-
ровать с помощью уравнения русловых деформаций [1, 2]
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где ǫ — пористость донного материала; ρs — плотность донных частиц; γ — острый угол меж-
ду нормалью к поверхности ζ и вертикальной линией; ϕ — угол внутреннего трения донных
частиц; τ∗ — критическое касательное напряжение, при котором донные частицы начинают
двигаться; d — диаметр частиц; cx — коэффициент лобового сопротивления частиц, h — мак-
симальная глубина потока; t — время; s — ось локальной системы координат; κ — постоянная
Кармана.

Задача (2)–(3) замыкается начальным

ζ(s, 0) = ζ0(s), 0 6 s 6 b, (4)

и граничными условиями
∂ζ(0, t)

∂s
= 0, (5)
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ζ(b, t) = ζ0(b), (6)

где ζ0(s) — начальный профиль донного русла, b = B/2.

2. Метод расщепления

Прямое решение задачи (2)–(6) сталкивается с значительными трудностями, обусловлен-
ными быстрым ростом коэффициента диффузии уравнения (3) в областях, для которых реа-
лизуется лавинное движение наносов. В связи с этим для решения задачи используем метод
расщепления расчетной области [8]. Расчетная область расщепляется на две подобласти (см.
рис. 1), в каждой из которых реализуется одна из моделей деформации дна (турбулентно-
диффузионная и лавинная).

В первой подобласти (0 6 s 6 s∗), где деформация донной поверхности ζ определяется
турбулентно-диффузионным механизмом изменения донной поверхности (DL ≡ 0), русловое
уравнение (3) принимает вид
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Граница применимости уравнения (7) определяется из условия C0 → 0, которое реализуется
при τ → τ∗. Предельное условие τ = τ∗ позволяет определить границу подобласти s∗, в которой
существует турбулентно-диффузионный размыв дна. Точка s∗ определяется по критической

глубине размыва H∗ = η − ζ(s∗) из условия ζ(s∗) = η −
τ∗

ρwgJ
. Если в точке s∗ реализуется

условие
∂ζ

∂s
< sinϕ, то донная поверхность деформируется только посредством турбулентно-

диффузионного механизма (рис. 1 пунктирный береговой склон), а область лавинного обруше-

ния донной поверхности берега отсутствует. Если в точке s∗ реализуется условие
∂ζ

∂s
= sin ϕ,

то появляется область с лавинным механизмом деформирования донной поверхности и точка
s∗ ≡ sa становится точкой сопряжения подобластей с турбулентно-диффузионным и лавинным
механизмом деформирования донной поверхности (рис. 1 сплошной береговой склон).

Уравнение (7) замыкается начальным условием

ζ(s, 0) = ζ0(s), 0 6 s 6 s∗, (8)

граничным условием на оси симметрии потока

∂ζ(0, t)

∂s
= 0, (9)

и граничным условием в точке s = s∗

C0(η − ζ(s∗, t))
3/2

∂ζ

∂s
=



















qL,
∂ζ(s∗)

∂s
= sin ϕ,

0
∂ζ(s∗)

∂s
< sin ϕ,

(10)

где qL — лавинный расход берегового материала, перемещаемого из лавинной области в область
турбулентно-диффузионных донных деформаций при движении берегового склона в точке sa.

При рассмотрении второй подобласти, в которой доминирует механизм лавинного движения
материала C0 → 0, можно пренебречь нестационарным членом уравнения (3) ∂ζ/∂t ∼= 0 [8].
Тогда интегрирование уравнения (3) с граничными условиями ζ(sa) = ζa и ∂ζ(sa)/∂s = sinϕ
позволяет получить топографический профиль дна в зоне лавинного обрушения

ζ(s) = ζ(sa) + (s − sa) sin ϕ. (11)
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Используя полученный донный профиль (11), определим объемный удельный расход дон-
ного материала qL, поступающего в турбулентно-диффузионную подобласть (см. рис. 1), как
пористый объем берегового материала, заметаемый профилем ζ при его горизонтальном дви-
жении со скоростью V (sa) [8]:

qL = (1 − ǫ)H(sa)V (sa), (12)

или

qL = (1 − ǫ)(ζ(b) − ζ(sa))
∂ζ

∂t
sinϕ, (13)

где H(sa) — высота обрушения берегового склона в точке sa, при установившемся отступлении

берега H(sa) = ζ(b) − ζ(sa) — глубина потока в точке sa, V (sa) =
∂ζ

∂t
sinϕ — горизонтальная

скорость движения точки sa.

3. Определение скорости движения берегового склона

Рассмотрим случай, когда возвышение берега ζ(b) над свободной поверхностью η невелико,
что, как правило, справедливо при прохождении руслоформирующих расходов. Тогда из (13)
получим

qL = (1 − ǫ)(η − ζ(sa))
∂ζ

∂t
sin(ϕ). (14)

Из (10) и (14) следует, что в точке s = sa должно выполняться условие:

(1 − ǫ)(η − ζ(sa))
∂ζ

∂t
sin ϕ = C0(η − ζ(sa))

3/2
∂ζ

∂s
, (15)

или

(1 − ǫ)
∂ζ

∂t
= C0(η − ζ)1/2. (16)

Выражение (16) позволяет определить горизонтальную скорость движения точки сопряжения
sa

V (sa) = C1

√

η − ζ, (17)

где C1 =
C0 sin ϕ

1 − ǫ
.

Полученная формула движения берега с точностью до коэффициента согласуется с эмпи-
рической формулой Викуловой, полученной в работе [7]

V (sa) = K
√

η − ζ, (18)

где K — эмпирический коэффициент, зависящий от характеристик грунта берегов и ширины
русла.

Заключение

Сформулирована математическая модель развития песчаного берегового склона равнин-
ной реки. При определении береговых деформаций транспорт влекомых наносов определяется
по оригинальному аналитическому закону, не содержащему в себе феноменологических па-
раметров и зависящему от физико-механических и гранулометрических параметров донного
материала.

Для решения русловой задачи выполнено расщепление расчетной области на подобласти
по преобладающим механизмам деформирования донной и береговой поверхности.

Получена асимптотическая формула, позволяющая определить скорость движения бере-
гового склона в зависимости от гидродинамических параметров речного потока и физико-
механических и гранулометрических параметров донного материала.

Полученная формула с точностью до постоянного коэффициента согласуется с известной
эмпирической формулой Л.И. Викуловой
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I. I. Potapov, M.A. Shchekacheva

Determination of the coastal rate of erosion for the rivers with sandy bottom

We propose a mathematical model for a coastal slope development of a plains river with a sandy bottom.
To determine the transportation of bed sediments the original analytical law, which does not contain
phenomenological parameters has been used. To solve the problem we suggest splitting the computational
domain into two subregions according to the dominant mechanisms of deformation of the bottom. We have
obtained an asymptotic formula, which determines the rate of retreat for the coastal slope, and accurate to
the factor complies with the empirical formula of L. I. Vikulova.
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