
ВЕСТНИК УДМУРТСКОГО УНИВЕРСИТЕТА МАТЕМАТИКА. МЕХАНИКА. КОМПЬЮТЕРНЫЕ НАУКИ

МАТЕМАТИКА 2012. Вып. 4

УДК 517.977

c© Н.Н. Петров, К.А. Щелчков

К ЗАДАЧЕ ЧЕРНОУСЬКО 1

Рассматривается задача простого преследования группой преследователей одного убегающего при усло-
вии, что среди преследователей имеются как участники, максимальные скорости которых совпадают
с максимальной скоростью убегающего, так и участники, у которых максимальные скорости строго
меньше максимальной скорости убегающего, и при этом убегающий не покидает пределы выпуклого
многогранного множества. Получены условия, при которых преследователи с меньшими возможностя-
ми не влияют на разрешимость задачи уклонения.
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Введение

В работе [1] доказано уклонение от встречи в задаче простого преследования одного убе-
гающего от группы из любого конечного числа преследователей при условии, что скорости
всех преследователей ограничены по величине и строго меньше скорости убегающего. В рабо-
тах [2–6] рассмотрены задачи уклонения одного убегающего от группы преследователей при
условии, что все участники обладают равными возможностями. В работах [2, 3] получено ре-
шение данной задачи без фазовых ограничений, причем в работе [2] рассмотрен случай, когда
множество допустимых управлений игроков — шар, терминальные множества — начало коорди-
нат, в работе [3] — множество допустимых управлений и терминальные множества — выпуклые
компакты. В работе [4] получено решение задачи с фазовыми ограничениями в случае, когда
множество, ограничивающее управления игроков, — шар единичного радиуса, терминальное
множество— начало координат, фазовые ограничения — выпуклый компакт и число преследо-
вателей меньше размерности пространства. В работе [5] получены необходимые и достаточные
условия разрешимости задачи уклонения в случае, если фазовым ограничением является вы-
пуклое многогранное множество, множество допустимых управлений совпадает с шаром с цен-
тром в нуле и терминальное множество — начало координат. В работе [6] рассматривался слу-
чай, когда множество допустимых управлений игроков — выпуклый компакт, терминальные
множества — выпуклые компакты, фазовые ограничения — выпуклое многогранное множе-
ство. Нестационарная задача простого преследования с равными возможностями и фазовыми
ограничениями рассматривалась в [7–9].

В данной статье рассматривается задача простого преследования группой преследователей
одного убегающего при условии, что среди преследователей имеются как участники, макси-
мальные скорости которых совпадают с максимальной скоростью убегающего, так и участ-
ники, у которых максимальные скорости строго меньше максимальной скорости убегающего,
и при этом убегающий не покидает пределы выпуклого многогранного множества. Получены
условия, при которых преследователи с меньшими возможностями не влияют на разрешимость
задачи уклонения.

Работа примыкает к исследованиям [10–13].

1Первый автор пользовался финансовой поддержкой программы Президиума РАН «Математическая теория
управления» и гранта РФФИ (проект №12–01–00195).
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§ 1. Постановка задачи

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ(n) n + 1 лиц: n пресле-

дователей P1, . . . , Pn и убегающий E. Закон движения каждого из преследователей Pi имеет
вид

ẋi = ui, |ui| 6 αi, xi(0) = x0
i ,

причем αj = 1 для всех j = 1, . . . ,m < n, αj < 1 для всех j = m + 1, . . . , n.
Закон движения убегающего E имеет вид

ẏ = v, |v| 6 1, y(0) = y0, y0 6= x0
i .

Здесь i = 1, . . . , n, xi, y, ui, v ∈ R
k. Дополнительно предполагается, что убегающий E не

покидает пределы выпуклого многогранного множества

D = {z ∈ R
k |(pj, z) 6 µj, j = 1, . . . , r},

где p1, . . . , pr — единичные векторы R
k, µ1, . . . , µr — вещественные числа такие, что IntD 6= ∅,

IntD — внутренность множества D.

Определение 1. Стратегией убегающего E будем называть отображение V, ставящее в
соответствие величинам

(

t, x1(t), . . . , xn(t), y(t)
)

измеримую функцию v(t) такую, что |v(t)| 6 1,
y(t) ∈ D для всех t > 0.

Определение 2. В игре Γ(n) происходит уклонение от встречи, если существует страте-
гия V убегающего E такая, что для любых допустимых траекторий x1(t), . . . , xn(t) преследо-
вателей P1, . . . , Pn выполнено xi(t) 6= y(t) для всех t > 0 и для всех i.

Определение 3. В игре Γ(n) происходит уклонение от встречи на [0, T ], если существу-
ет стратегия V убегающего E такая, что для любых допустимых траекторий x1(t), . . . , xn(t)
преследователей P1, . . . , Pn выполнено xi(t) 6= y(t) для всех t ∈ [0, T ] и для всех i.

§ 2. Задача уклонения

Лемма 1. Пусть z, v,∈ R
k, |v| = 1, (z, v) > 0, τ > 0. Тогда

min{|z + tv − tu|
∣

∣

∣
t ∈ [0, τ ], |u| 6 1} >

√

|z|2 + τ2 − τ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливы неравенства

|z + tv − tu| > |z + tv| − t =
√

|z|2 + 2(z, v)t + t2 − t >
√

|z|2 + t2 − t >
√

|z|2 + τ2 − τ.

Последнее неравенство верно, так как функция f(t) =
√

|z|2 + t2 − t убывает на [0, τ ]. Лемма
доказана. �

Теорема 1. Пусть m < k. Тогда в игре Γ(n) происходит уклонение от встречи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем считать, что y0 — внутренняя точка множества D. Если
y0 является граничной точкой, то первоначально убегающий переходит за достаточно малое
время в какую-либо внутреннюю точку. Рассмотрим Dr(z) — шар радиуса r с центром в точке z
такой, что y0 ∈ IntDr(z) ⊂ D. Пусть ε — расстояние от y0 до границы Dr(z). Введем следующие
обозначения (j ∈ N):

t0 = 0, τj =
ε

2j
, tj+1 = tj + τj, δj = min

i

(√

|xi(tj) − y(tj)|2 + τ2
j+1 − τj+1

)

,

∆j = r − τj+1 −
√

(r − τj)2 + τ2
j+1, bj =

1

2
min{δj ,∆j}.
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Отметим, что lim
j→∞

tj = +∞, ∆j > 0.

Задаем поведение убегающего E на [tj, tj+1), j = 0, 1, . . . следующим образом. Зададим
вектор vj такой, что |vj| = 1, (vj , y(tj) − xl(tj)) = 0 для всех l = 1, . . . ,m, (vj , z − y(tj)) >

0. Отметим, что такой вектор vj существует, так как m < k. Пусть далее vj(t, tj , vj , bj) —
управление убегающего E, гарантирующее ему уклонение от преследователей Em+1, . . . , En на
[tj, tj+1) и такое, что

|y(t) − (y(tj) + vj(t − tj))| < bj для всех t ∈ [tj , tj+1).

В силу [1] такое управление убегающего существует. Полагаем управление убегающего в игре
Γ(n) на [tj , tj+1) равным v0

j (t) = vj(t, tj , vj , bj).
Докажем, что xi(t) 6= y(t) для всех t ∈ [tj , tj+1), i = 1, . . . ,m. По неравенству треугольника

имеем

|xi(t) − y(t)| > |xi(t) − (y(tj) + vj(t − tj))| − |y(t) − (y(tj) + vj(t − tj))|.

Оценим первое слагаемое. Так как
∣

∣

∣

∫ t

tj

u(s) ds
∣

∣

∣
6 t − tj, то

|xi(t) − y(tj) − vj(t − tj)| = |xi(t) +

∫ t

tj

ui(s) ds − y(tj) − vj(t − tj)| >

>

√

|xi(tj) − y(tj)|2 + (t − tj)2 − (t − tj) >

√

|xi(tj) − y(tj)|2 + τ2
j+1 − τj+1 = δj .

Справедливо также неравенство

|y(t) − (y(tj) + vj(t − tj))| <
1

2
δj .

Поэтому для всех t ∈ [ti, ti+1) верно неравенство

|xi(t) − y(t)| > δj −
1

2
δj > 0.

Из последнего неравенства следует, что если поимка не произошла до момента tj, то она не
произойдет и на отрезке [tj, tj+1). Следовательно, поимка не происходит на [0,∞).

Покажем, что убегающий не покидает пределы множества D. Докажем, что если справед-
ливо неравенство |y(tj)−z| 6 r−τj, то |y(t)−z| 6 r−τj+1 для всех t ∈ [tj , tj+1]. Действительно,

|y(t) − z| 6 |y(t) − y(tj) − vj(t − tj)| + |y(tj) + vj(t − tj) − z|.

Так как |y(t) − y(tj) − vj(t − tj)| < bj и

|y(tj) + vj(t − tj) − z| =

=
√

|y(tj) − z|2 + 2(vj , y(tj) − z)(t − tj) + (t − tj)2 6

√

(r − τj)2 + τ2
j+1,

то

|y(t) − z| 6 bj +
√

(r − τj)2 + τ2
j+1 6 r − τj+1.

Тем самым доказано, что y(t) ∈ Dr(z) ⊂ D для всех t > 0. Теорема доказана. �

Замечание 1. Отметим, что случай k = 2, m = 1, D — круг рассматривался ранее в работе
[14], где был предложен другой подход к выбору параметров уклонения.

Замечание 2. Теорема 1 верна для произвольного выпуклого множества D с непустой внут-
ренностью.
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Теорема 2. Пусть 0 /∈ Int co{x0
1 − y0, . . . , x0

m − y0, p1, . . . , pr}. Тогда в игре Γ(n) происходит

уклонение на любом отрезке [0, T ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем считать, что y0 — внутренняя точка множества D. Если
y0 является граничной точкой, то первоначально убегающий переходит за достаточно малое
время в какую-либо внутреннюю точку. Из условия теоремы следует, что существует вектор
v0, |v0| = 1, такой, что

(x0
l − y0, v0) 6 0 для всех l = 1, . . . ,m, (ps, v0) 6 0 для всех s = 1, . . . , r.

Пусть y0(t) = y0 + v0t, z0
i = x0

i − y0, T — произвольное положительное число. Тогда

(ps, y0(t)) 6 (ps, y
0) + t(ps, v0) 6 µs,

и поэтому y0(t) ∈ D для всех t > 0. Кроме того, используя лемму 1, имеем

|xi(t) − y0(t)| =
∣

∣

∣
x0

i +

∫ t

0
u(s) ds − y0 − tv0

∣

∣

∣
> |z0

i − tv0| − t =
√

|z0
i |

2 − 2t(z0
i , v0) + t2 − t >

>

√

|z0
i |

2 + t2 − t >

√

|z0
i |

2 + T 2 − T для всех t ∈ [0, T ].

Определим число δ = min
{

min
i∈1,...,m

(

√

|z0
i |

2 + T 2 − T
)

, min
t∈[0,T ]

ρ(y0(t), ∂D)
}

, где ∂D — граница

множества D, ρ(a,X) — расстояние от точки a до множества X. Тогда δ > 0. Обозначим
через v(t, v0, δ/2) стратегию уклонения Ф.Л. Черноусько для убегающего E от преследователей
Pm+1, . . . , Pn такую, что |y(t)−y0(t)| < δ/2 для всех t > 0, где y(t) — траектория убегающего E,
порожденная v(t, v0, δ/2). Тогда y(t) ∈ D для всех t ∈ [0, T ] и, кроме того, для всех i = 1, . . . , n

|xi(t) − y(t)| = |xi(t) − y0(t) + y0(t) − y(t)| > |xi(t) − y0(t)| − |y0(t) − y(t)| > δ − δ/2 > 0

для всех t ∈ [0, T ]. Тем самым доказано, что в игре Γ(n) на отрезке [0, T ] происходит уклонение
от встречи. Теорема доказана. �

Замечание 3. Условие теоремы 2 не гарантирует уклонение от встречи на всем промежутке
[0,∞). Действительно, пусть k = 2, m = 3, n = 4,

x0
1 = (−1, 0), x0

2 = (1, 0), x0
3 = (0,−1), x0

4 = (0, 2), y0 = (0, 0),

D = {z = (z1, z2) ∈ R
2 | z2 > 0}.

Тогда условие теоремы выполнено, v0 = (1, 0), уклонения от встречи на [0,∞) нет.
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N.N. Petrov, K. A. Shchelchkov

To the problem of Chernous’ko

Keywords: differential game, simple motion, group pursuit, phase restrictions.

Mathematical Subject Classifications: 49N70, 49N75

The problem of simple pursuit of one evader by the group of pursuers is studied, provided that among the
pursuers there are both members, the maximum speeds of which coincide with the maximum speed of the
evader, and participants whose maximum speeds are strictly less than the maximum speed of the evader,
while the evader does not leave a convex polyhedral set. The conditions under which the pursuers with fewer
capabilities do not affect the solvability of problem of evasion are obtained.
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