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ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ КОМПАКТНОСТИ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ
ОГРАНИЧЕНИЙ НА ДОПУСТИМЫЕ УПРАВЛЕНИЯ 1

Исследуются условия, при которых управляемая система ẋ = f(t, x, u), u ∈ U(t, x), вместе с замыкани-
ем множества сдвигов (относительно времени t) управляемой системы обладает свойством равномерной
локальной или равномерной глобальной достижимости на заданном отрезке времени. Не предполага-
ется, что функция (t, x) → U(t, x), задающая геометрические ограничения на допустимые управления
u(t, x) ∈ U(t, x), имеет выпуклые компактные образы и не предполагается, что соответствующее управ-
ляемой системе дифференциальное включение имеет выпуклые образы.
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стижимости, интегральная воронка, дифференциальные включения.

Введение

Для изучения свойств множества достижимости управляемой системы

ẋ = f(t, x, u), u ∈ U(t, x),

в предположениях этой статьи потребуется ввести в рассмотрение полное метрическое про-
странство clos(Rn) непустых, замкнутых (но не обязательно компактных и не обязательно вы-
пуклых) подмножеств расположенных в пространстве R

n и изучить его.

§ 1. Необходимый математический аппарат

Будем предполагать, что R
n — стандартное евклидово пространство размерности n со ска-

лярным произведением 〈x, y〉 и нормой |x| =
√

〈x, x〉 ( см. лекции Д.В. Аносова [1] ); пусть далее
Or(x0) = {x ∈ R

n : |x − x0| < r} и Or(x0) = {x ∈ R
n : |x − x0| 6 r} — открытый и замкнутый

шары радиуса r с центром в точке x0 пространства R
n, а Sr(x0) = {x ∈ R

n : |x − x0| = r} —
сфера радиуса r (если x0 = 0, то пишем Or, Or и Sr, соответственно). Если заданы точка x0 и
замкнутое множество F в R

n, то d(x0, F )
.
= min

f∈F
|x0 − f | — расстояние от x0 до F .

Введем в рассмотрение два пространства: первое из них — это пространство comp(Rn)
непустых компактных подмножеств в R

n c метрикой Хаусдорфа, обозначаемой dist ( см., на-
пример, монографию А.Ф. Филиппова [2, § 5] ), а второе — полное метрическое пространство
(clos(Rn), ρ) с метрикой ρ, задающей топологию равномерной сходимости на компактах. На-
помним, что точками этого пространства clos(Rn) являются непустые, замкнутые (но не обя-
зательно ограниченные) множества, расположенные в R

n. В недавней работе Е.С. Жуковского
и Е.А. Панасенко ( см. [3] ) показано, что метрика ρ пространства clos(Rn) с указанными свой-
ствами существует и такую метрику можно определить равенством

ρ(F,G) = |d(0, F ) − d(0, G)| + sup
r>0

min
{
dist(Fr, Gr), 1/r

}
, где Fr

.
= (F ∩ Or) ∪ Sr. (1.1)

1Работа выполнена в рамках программы фундаментальных исследований Президиума РАН №12–П–1–1002
«Управление в условиях конфликта и неопределенности. Позиционные стратегии и гамильтоновы конструкции
в задачах управления» и гранта РФФИ (12–01–00195)
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Замечание 1. Отметим, что вопрос о существовании метрики пространства clos(Rn), обес-
печивающей его полноту, не относится в числу тривиальных вопросов. Дело в том, что про-
странство clos(Rn) ( как и пространство comp(Rn) ) с естественными операциями сложения и
умножения на число оказывается нелинейным пространством, а следовательно, не является
векторным (действительно, как легко обнаружить, в пространствах clos(Rn), comp(Rn) нет
обратного элемента относительно операции сложения и, следовательно, не выполнен закон
дистрибутивности сложения αF + βF = (α + β)F ).

Отсюда следует, что мы не можем опереться в вопросе существования подходящей метрики
на известное утверждение общей топологии о том, что векторное пространство можно снабдить
равномерной структурой, а следовательно, метрикой, обеспечивающей полноту пространства
clos(Rn). Далее, в подпространстве clcv(Rn) ( так же как и в подпространстве conv(Rn) про-
странства comp(Rn) ), состоящем только из выпуклых множеств, при условии, что константы
α и β неотрицательны, закон дистрибутивности сложения αF + βF = (α + β)F ) выполнен.
Поэтому подпространства clcv(Rn) и conv(Rn) можно рассматривать как выпуклые конусы,
расположенные в пространствах clos(Rn) и comp(Rn). Таким образом, в силу того, что про-
странство clcv(Rn) имеет структуру векторного пространства, его можно снабдить равномер-
ной структурой и, следовательно, метрикой, обеспечивающей полноту пространства clcv(Rn).
Эти рассуждения реализованы в статье [4], где построена соответствующая метрика простран-
ства clcv(Rn), названная метрикой Хаусдорфа–Бебутова, но, как можно показать, эта метрика
не может быть распространена на всё пространство clos(Rn) с сохранением его полноты. Поэто-
му построение «правильной» метрики пространства clos(Rn) представляет самостоятельную (и
непростую) задачу.

В силу результатов статьи [5] сходимость последовательности {F i} ⊂ clos(Rn) к точке F
пространства clos(Rn) эквивалентна следующему утверждению.

Лемма 1 (критерий сходимости в clos(Rn)). Равенство lim
i→∞

ρ(F i, F )=0 выполнено то-

гда и только тогда, когда для любых положительных чисел r и ε найдется такой индекс

i0 = i0(r, ε), что для всех i таких, что i > i0, выполнено неравенство dist(F i
r , Fr) 6 ε.

Построим теперь для заданной непрерывной функции f : R × R
p → R

n множество

{
fτ (t, z)

.
= f(t + τ, z) : τ ∈ R

}
(1.2)

сдвигов функции t → f(t, z) и замкнем это множество (1.2) в метрике

b(f1, f2)
.
= sup

r>0
min

{
max

|t|+|z|6r
|f1(t, z) − f2(t, z)|, 1/r

}
, (1.3)

построенной на основе метрики Бебутова ( см. [6] и [4, № 3] ). Обозначим это множество так:

F(f)
.
= cl

{
fτ (t, z) : τ ∈ R

}
.

Лемма 2 (о замыкании). Включение f̂ ∈ F(f) выполнено тогда и только тогда, когда

существует последовательность {τi}, удовлетворяющая следующему свойству: для любых

положительных чисел ε, ϑ и всякого компакта K в R
p найдется индекс i0 = i(ε, ϑ,K) такой,

что для всех индексов i, удовлетворяющих неравенству i > i0 и всех точек (t, z) множества

[−ϑ, ϑ] × K, выполнено неравенство

|fτi
(t, z) − f̂(t, z)| 6 ε.

Рассматриваемая в пространстве (F(f), b) сходимость называется сходимостью, равномер-

ной на компактах пространства R × R
p.
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В статье [4] (см. лемму 4) с помощью результатов Бебутова [6] доказано следующее утвер-
ждение, которое нам в дальнейшем понадобится. Сначала напомним, что равномерная непре-

рывность функции t → f(t, z) переменного t на прямой R с дополнительным требованием

о равномерной непрерывности относительно переменной z на компактах в R
p означает, что

для любого положительного ε и всякого компакта K в R
p найдется такое положительное число

β = β(ε,K), что неравенство
|f(t + τ, z) − f(t, z)| 6 ε

выполнено для всех t, τ , z, удовлетворяющих следующим условиям: t ∈ R, |τ | 6 β, z ∈ K.

Утверждение 1 (о компактности). Пусть задана непрерывная функция f :R × R
p →R

n.
Предположим, что функция t → f(t, z) переменной t ограничена на числовой прямой R для

каждой точки z пространства R
p и равномерно непрерывна по переменной t на прямой R с

дополнительным условием равномерной непрерывности относительно переменной z на ком-

пактах в R
p. Тогда пространство (F(f), b) с метрикой (1.3) компактно.

Пусть заданы: 1) система дифференциальных уравнений

ẋ = f(t, x, u), (t, x, u) ∈ R × R
n × R

m,

с непрерывной функцией (t, x, u) → f(t, x, u) ∈ R
n и

2) непрерывная функция U(t, x) переменных (t, x) ∈ R × R
n со значениями в пространстве

(clos(Rm), ρ) с метрикой (1.1). Функцию

ϕ(t, x, u)
.
=

(
f(t, x, u), U(t, x)

)

переменных (t, x, u) со значениями в пространстве R
n× clos(Rm) будем отождествлять с управ-

ляемой системой

ẋ = f(t, x, u), u ∈ U(t, x), (1.4)

и по аналогии с только что построенным пространством (F(f), b) построим пространство

(S(ϕ), ̺) управляемых систем

ẋ = f̂(t, x, u), u ∈ Û(t, x), (1.5)

с метрикой

̺(ϕ1, ϕ2)
.
= sup

r>0
min

{
max

|t|+|z|6r
|f1(t, z) − f2(t, z)| + max

|t|+|x|6r
ρ
(
U1(t, x), U2(t, x)

)
, 1/r

}
, (1.6)

где z = (x, u), ρ — метрика пространства clos(Rm). Таким образом, в силу определения про-
странства S(ϕ) верна следующая лемма.

Лемма 3 (о пространстве управляемых систем). Управляемая система ϕ̂ принадле-

жит пространству S(ϕ) тогда и только тогда, когда существует такая числовая после-

довательность {τi}, что ̺(ϕτi
, ϕ̂) → 0 при i → ∞.

Несложно доказывается, что так определенное пространство S(ϕ) обладает свойством пол-

ноты в метрике (1.6) и, кроме того, верна важная для дальнейшего следующая лемма.

Лемма 4 (о компактности пространства S(ϕ)). Пусть функция ϕ = (f, U) перемен-

ных t, x, u непрерывна, а функция t → ϕ(t, x, u) переменной t ограничена на прямой R для

каждой точки (x, u) пространства R
n × R

m и равномерно непрерывна по t на прямой R с

дополнительным условием равномерной непрерывности относительно переменной (x, u) на

компактах в R
n ×R

m. Тогда пространство S(ϕ) управляемых систем (1.5) с метрикой (1.6)
компактно.
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В сформулированном ниже определении допустимых пар управляемых систем компакт-
ность пространства S(ϕ) не предполагается.

Определение 1 (допустимого процесса). Будем предполагать, что управляемая систе-
ма ϕ̂ = (f̂ , Û) принадлежит пространству (S(ϕ), ̺), задан отрезок времени I = [0, ϑ] и функция
t →

(
û(t), x̂(t)

)
∈ R

m × R
n удовлетворяет следующим трём условиям:

1) управление û(t) определено на отрезке I, ограничено и интегрируемо по Лебегу;
2) решение x̂(t) ( в смысле Каратеодори, см. [2] ) системы дифференциальных уравнений

ẋ = f̂
(
t, x, û(t)

)
,

определено для всех t, принадлежащих отрезку I;
3) при всех t, принадлежащих отрезку I имеет место включение û(t) ∈ U

(
t, x̂(t)

)
.

Тогда процесс t →
(
û(t), x̂(t)

)
называется допустимым процессом на отрезке I, а отвечаю-

щее этому процессу управление û(t) называется допустимым управлением.

Условие 1 (существования допустимого процесса). Для каждой управляемой систе-
мы ϕ̂ = (f̂ , Û) пространства S(ϕ) и заданного отрезка времени I = [0, ϑ] существует по крайней
мере один допустимый процесс

(
û(t), x̂(t)

)
с дополнительным условием, что x̂(t) является ре-

шением задачи Коши

ẋ = f̂
(
t, x, û(t)

)
, x(0) = 0. (1.7)

При выполнении условия 1 имеет смысл следующее важное определение.

Определение 2 (множества достижимости). Предположим, что фиксирована управ-
ляемая система ϕ̂ пространства S(ϕ), задан отрезок времени I = [0, ϑ] и выполнено условие 1.
Введем в рассмотрение множество всех таких допустимых процессов

(
û(t), x̂(t)

)
, что x̂(t) явля-

ется решением задачи (1.7). Тогда множество Aϑ(ϕ̂ ), состоящее из значений {x̂(ϑ)} при t = ϑ
решений x̂(t) задачи Коши (1.7) для всех допустимых процессов

(
û(t), x̂(t)

)
называется мно-

жеством достижимости управляемой системы (1.5) на отрезке времени I.

Замечание 2. Несложно понять, что из определения 2 следует такое утверждение: для за-
данного положительного ϑ и любого момента времени t0 множество достижимости A[t0,t0+ϑ](ϕ)
управляемой системы (1.4) на отрезке [t0, t0 + ϑ] определяется равенством Aϑ(ϕt0), где, как и
раньше, ϕt0(t, x, u)

.
= ϕ(t + t0, x, u). Допустим, что ϕ̂ ∈ S(ϕ) и последовательность {ti} такова,

что для последовательности управляемых систем {ϕti} имеет место равенство ̺(ϕti , ϕ̂) → 0.
Из этого равенства без дополнительных условий об управляемой системе ϕ не следует, что по-
следовательность {Aϑ(ϕti)} множеств достижимости в каком-либо разумном смысле сходится
в множеству достижимости Aϑ(ϕ̂) системы ϕ̂.

Определение 3 (устойчивой локальной достижимости). Множество достижимости
Aϑ(ϕ) управляемой системы (1.4) называется устойчиво локально достижимым ( равномерно
относительно замыкания множества сдвигов системы (1.4) ), если найдутся такие положитель-
ные константы ε, ϑ, ℓ, δ, что для каждой управляемой системы ϕ̂, принадлежащей пространству
S(ϕ, ̺) выполнены следующие условия:
1) имеет место вложение Oε ⊂ Aϑ(ϕ̂);
2) среди допустимых процессов

(
û(t, x0), x̂(t, x0)

)
, отвечающих краевой задаче

ẋ = f̂(t, x, u), x(0) = 0, x(ϑ) = x0,

где x0 ∈ Aϑ(ϕ̂), существует по крайней мере один процесс
(
û(t, x0), x̂(t, x0)

)
, удовлетворяющий

при всех t ∈ [0, ϑ] неравенству

|û(t, x0)| 6 ℓ|x0| (1.8)
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и обеспечивающий следующее дополнительное свойство:
3) решение t → x̂(t, x0) краевой задачи

ẋ = f̂
(
t, x, u(t, x0)

)
, x(0) = 0, x(ϑ) = x0, (1.9)

единственно и для всех t ∈ [0, ϑ] удовлетворяет неравенству

|x̂(t, x0)| 6 δ|x0|. (1.10)

Это определение устойчивой локальной достижимости естественным образом переписыва-
ется на ситуацию, тогда фиксирован допустимый процесс

(
u0(t), x0(t)

)
управляемой системы

(1.4) и множество достижимости рассматривается из точки x(0) = x0(0).

§ 2. Теорема об устойчивой локальной достижимости линейной системы

Напомним, что подпространство (clcv(Rn), ρ) пространства (clos(Rn), ρ) состоит из всех
непустых выпуклых замкнутых подмножеств, расположенных в R

n, и, как показано в ста-
тье [3], пространство (clcv(Rn), ρ) с меткой (1.1) полное, а сходимость последовательности
{F i} ⊂ clcv(Rn) к точке F ∈ clcv(Rn) означает сходимость равномерную на компактах в про-
странстве R

n.
Будем изучать управляемую систему

ẋ = A(t)x + B(t)u, U(t, x) ∈ clcv(Rm), (2.1)

в предположении, что (t, x, u) ∈ R × R
n × R

m и выполнено следующее условие.

Условие 2. Функция t → ξ(t)
.
=

(
A(t), B(t)

)
∈ M(n, n+m), задающая управляемую систему

(2.1), ограничена и равномерно непрерывна на прямой, а функция (t, x) → U(t, x) непрерывна и
при каждом x функция t → U(t, x) тоже ограничена и равномерно непрерывна на прямой; кроме
того, существует такое число r > 0, что для всех (t, x) имеет место вложение Or ⊂ U(t, x).

По управляемой системе (2.1) построим метрическое пространство (S(ϕ), ̺) с метрикой
(1.6), полученное замыканием множества сдвигов управляемых системы (2.1) в топологии рав-
номерной сходимости на компактах. С учетом условия 2 и результатов работ Бебутова [6] и
Панасенко [5], несложно доказать, что такое пространство компактно.

Далее, из условия 2 для любого фиксированного момента времени ϑ > 0 следует, что каж-
дая управляемая система ϕ̂(t, x)

.
=

(
ξ̂(t), Û (t, x)

)
пространства S(ϕ) имеет на отрезке [0, ϑ] по

крайней мере одну допустимую пару
(
û(t), x̂(t)

)
. Действительно, если управление t → û(t) удо-

влетворяет условию 1) определения 1 и включению û(t) ∈ Or при всех t ∈ [0, ϑ], то решение
x(t) задачи Коши

ẋ = Â(t)x + B̂(t)û(t), x(0) = 0 (2.2)

в точке t = ϑ представимо в виде x̂(ϑ) =

∫ ϑ

0
X

Â
(ϑ, t)B̂(t)û(t) dt, где X

Â
(t, s) — матица Коши

системы ẋ = Â(t)x и следовательно,

x̂(ϑ) ∈

∫ ϑ

0
X

Â
(ϑ, t)B̂(t)Ordt ⊂

∫ ϑ

0
X

Â
(ϑ, t)B̂(t)U

(
t, x̂(t)

)
dt = Aϑ(ϕ̂).

Кроме того, просто доказывается ( см., например, леммы 6 и 7 и теорему 8 статьи [7] ), что
имеет место следующая необходимая для дальнейшего изложения лемма.

Лемма 5 (о свойствах матрицы Коши). Функция (t, s; Â) → X
Â
(t, s) равномерно непре-

рывна в каждой точке (t, s; Â) пространства R
2 × F(A) с метрикой

|(t1, s1) − (t2, s2)| + sup
t∈R

min
{
|A1(t) − A2(t)|, |t|−1

}
.
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Далее, для любых t, s, τ и всякой системы ẋ = Â(t)x пространства F(A) имеет место ра-

венство X
Â
(t + τ, s + τ) = X

Âτ
(t, s), где Âτ (t)

.
= Â(t + τ). Поэтому, если функция τ → Âτ (t)

стационарна (то есть не зависит от времени t), или T -периодична, или почти периодична

в смысле Бора, или рекуррентна, то функция X
Â
(t + τ, s + τ) переменной τ тоже стацио-

нарна (то есть X
Â
(t, s) = X

Â
(t − s) ), T -периодична, почти периодична в смысле Бора или

рекуррентна равномерно относительно (t, s) на любом компакте в R
2.

Введём в рассмотрение динамическую систему сдвигов (F(ξ), f τ ), где фазовое пространство
F(ξ) динамической системы состоит из замыкания (в метрике Бебутова) множества линейных
управляемых систем ξ(t) =

(
A(t), B(t)

)
, а f τ ξ̂

.
= ξ̂τ — оператор сдвига системы ξ по времени t.

Пусть далее, Ω(ξ) — омега-предельное множество динамической системы (F(ξ), f τ ). Напомним,
что точка ξ принадлежит множеству Ω(ξ) в том и только том случае, если найдется такая по-
следовательность {τk}, где τk → ∞, что b(ξτk

, ξ) → 0 при k → ∞. В силу наших предположений
множество Ω(ξ) непусто и компактно.

Для каждой управляемой системы ξ̂ = (Â, B̂) ∈ F(ξ) построим матрицу Калмана

W (ξ̂, ϑ) =

∫ ϑ

0
X

Â
(ϑ, t)B̂(t)B̂∗(t)X∗

Â
(ϑ, t) dt (2.3)

и предположим, что выполнено следующее условие.

Условие 3. Найдутся положительные константы α и ϑ такие, что неравенство

x∗W (ξ̂, ϑ)x > α|x|2 (2.4)

выполнено при всех ξ̂ ∈ Ω(ξ) и x ∈ R
n.

Напомним, что ограниченная и равномерно непрерывная на R функция t → ξ(t), задающая
управляемую систему (2.1) называется рекуррентной, если для любых ε > 0 и ϑ > 0 множество

Θ(ε, ϑ)
.
= {τ ∈ R : max

|t|6ϑ
|ξτ (t) − ξ(t)| 6 ε}

(ε, ϑ)-почти периодов относительно плотно на R. Если же для всякого ε > 0 относительно

плотно множество
Θ(ε)

.
= {τ ∈ R : sup

t∈R

|ξτ (t) − ξ(t)| 6 ε}

ε-почти периодов, то функция ξ(t) называется почти периодической (в смысле Бора). Всякая
почти периодическая функция рекуррентна, обратное неверно. Отметим ещё, что управляемая
система (2.1) рекуррентна в том и только том случае, если замыкание множества сдвигов
системы (2.1) в топологии равномерной сходимости на отрезках минимально. Кроме того, в
предположении рекуррентности, имеет место равенство Ω(ξ) = F(ξ).

Лемма 6. Если система (2.1) рекуррентна и найдутся положительные константы α, ϑ
такие, что неравенство

x∗W (ξ, ϑ)x > α|x|2 (2.5)

выполнено при всех x ∈ R
n, то найдется положительная константа α1 для которой выпол-

нено условие 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть γ(ξ)
.
=

{
ξ(t) ∈ M(n, n + m) : t ∈ R

}
— траектория движе-

ния t → ξ(t) системы (2.1),

γ
(
ξ, [t0, t0 + T ]

) .
=

{
ξ(t) ∈ M(n, n + m), t ∈ [t0, t0 + T ]

}

— отрезок траектории γ(ξ), Oε

(
γ(ξ, [t0, t0 +T ])

)
— ε-окрестность отрезка [t0, t0 +T ] траектории

γ(ξ). Характеристическим свойством рекуррентности функции t → ξ(t) служит важное для
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дальнейших рассуждений следующее утверждение: для всякого положительного ε найдётся

такое число T = T (ε), что для любого t0 имеет место вложение γ(ξ) ⊂ Oε

(
γ(ξ, [t0, t0 + T ])

)
.

Отметим теперь, что собственные значения λ1(ξ, ϑ) 6 . . . 6 λn(ξ, ϑ) матрицы Калмана
W (ξ, ϑ), расположенные в порядке возрастания, непрерывно ( в метрике b(ξ1, ξ1) + |ϑ1 − ϑ2|,
где b — метрика Бебутова (1.3) ) зависят от параметров (ξ, ϑ). Кроме того, можно с помощью
стандартных рассуждений доказать, что для рекуррентной управляемой системы ξ функция
τ → XAτ

(t, s) рекуррентна равномерно относительно (t, s) на компактах K в R
2 (см. лемму

5). Следовательно, собственные значения λi(ξτ , ϑ) матрицы W (ξτ , ϑ) Калмана как функции
переменного τ , рекуррентны и, поскольку выполнено неравенство λ1(ξ, ϑ) > α (см. неравенство
(2.5)), то найдётся такая положительная константа α1, что для первого собственного значения
λ1(ξ̂, ϑ) матрицы Калмана, построенной по каждой системе ξ̂, принадлежащей пространству
Ω(ξ), выполнено неравенство λ1(ξ̂, ϑ) > α1. �

Теорема 1. Если выполнено условие 2, управляемая система (2.1) рекуррентна и найдутся

такие положительные константы α, ϑ, что для всех x ∈ R
n выполнено неравенство (2.5).

Тогда система (2.1) устойчиво локально достижима ( см. определение 3 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предположения о рекуррентности управляемой системы
(2.1) найдется положительная константа c1 такая, что для всякой системы ξ̂ пространства Ω(ξ)
при всех t ∈ [0, ϑ] выполнено неравенство |B̂∗(t)X∗

Â
(ϑ, t)| 6 c1. Далее, в силу неравенства (2.5) и

рекуррентности системы (2.1) найдется такая положительная константа c2, что для всех систем
ξ̂, принадлежащих пространству Ω(ξ), выполнено неравенство W−1(ξ̂, ϑ) 6 c2.

Кроме того, всякой управляемой системе ξ̂ омега-предельного множества Ω(ξ) и каждому
вектору x0 пространства R

n, для которого выполнено неравенство |x0| 6 ε = rℓ−1, где ℓ = c1c2,
а константа r удовлетворяет условию 2, поставим в соответствие управление

û(t, x0) = B̂∗(t)X∗
Â
(ϑ, t)W−1(ξ̂, ϑ)x0. (2.6)

В силу высказанных предположений при всех t ∈ [0, ϑ] выполнено неравенство

|û(t, x0)| 6 ℓ|x0|

и следовательно, управление (2.6) допустимо.
Решение краевой задачи (2.2) при выбранном управлении (2.6) в точке t = ϑ имеет вид

x̂(ϑ, x0) =

∫ ϑ

0
X

Â
(ϑ, t)B̂(t)B̂∗(t)X∗

Â
(ϑ, t) dt W−1(ξ̂, ϑ)x0 = x0 (2.7)

и поэтому имеет место вложение Oε ⊂ Aϑ(ξ̂ ) для всех ξ̂ ∈ Ω(ξ). Кроме того, из равенства

x̂(t, x0) =

∫ t

0
X

Â
(t, s)B̂(s)B̂∗(s)X∗

Â
(t, s) ds W−1(ξ̂, ϑ)x0

следуют неравенства

|x̂(t, x0)| 6

(∫ t

0
|X

Â
(t, s)B̂(s)| ds

)
c1c2|x0| 6 c0c1c2|x0| = β|x0|,

где β = c0c1c2, а константа c0 такова, что

c0 >

∫ t

0
|X

Â
(t, s)B̂(s)| ds

для всех t ∈ [0, ϑ] и ξ̂ ∈ Ω(ξ). Таким образом, показано, что все условия определения устойчивой
локальной достижимости управляемой системы (2.1) выполнены. �

Аналогичным образом доказывается следующая теорема.
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Теорема 2. Если выполнены условия 2 и 3, то система (2.1) устойчиво локально дости-

жима ( см. определение 3 ).

Полезно обратить внимание на тот факт, что баз предположения рекуррентности управ-
ляемой системы (2.1) омега-предельное пространство Ω(ξ) не совпадает с пространством F(ξ),
но в силу компактности пространства F(ξ) ( в предположении, что выполнено условие 2 ) и,
разумеется, компактности пространства Ω(ξ), достаточно требовать выполнение неравенства
(2.4) только на омега-предельном множестве Ω(ξ).

§ 3. Теорема о статистических характеристиках множества достижимости

Пусть задана управляемая система ϕ̂ :

ẋ = f̂(t, x, u), u ∈ Û(t, x),

принадлежащая пространству управляемых систем S(ϕ). Рассмотрим отвечающее данной си-
стеме дифференциальное включение

ẋ ∈ F̂ (t, x), (3.1)

где F̂ (t, x) представляет собой множество всех предельных значений функции f̂
(
t, x, Û(t, x)

)

при (ti, xi) → (t, x).
Пусть задано множество X ∈ clos(Rn). Множеством достижимости Aϑ(ϕ̂,X) управляемой

системы ϕ̂ на отрезке времени I = [0, ϑ] из начального множества X называется множество,
состоящее из значений {x̂(ϑ)} при t = ϑ решений x̂(t) задачи Коши

ẋ = f̂
(
t, x, û(t)

)
, x(0) = x0 ∈ X (3.2)

для всех допустимых процессов
(
û(t), x̂(t)

)
. Предполагаем, что для любой управляемой си-

стемы ϕ̂ = (f̂ , Û) пространства S(ϕ) множество достижимости At(ϕ̂,X) существует для всех
неотрицательных t.

Рассмотрим непрерывную многозначную функцию t → M(t) со значениями в пространстве
clos(Rn) и график данной функции M =

{
(t, x) ∈ R

n+1 : x ∈ M(t)
}
. Пусть Mτ (t)

.
= M(t + τ) и

{Mτ (t) : τ ∈ R} — множество сдвигов функции M(t). Замкнем это множество в метрике

̺(M1,M2)
.
= sup

r>0
min

{
max
|t|6r

ρ
(
M1(t),M2(t)

)
, 1/r

}
,

где ρ — метрика пространства clos(Rn). Обозначим M = cl{Mτ (t) : τ ∈ R} и представим данное
множество в виде

M =
{
(t, x) ∈ R

n+1 : x ∈ M(t)
}
.

Для исследования статистической инвариантности заданного множества в работах [8–11]
введены и изучены такие характеристики, как относительная частота, верхняя и нижняя от-
носительные частоты поглощения множества достижимости At(ϕ̂,X) управляемой системы ϕ̂
множеством M. Для определения этих характеристик введем в рассмотрение множество

α(ϑ, ϕ̂,X)
.
=

{
t ∈ [0, ϑ] : At(ϕ̂,X) ⊆ M(t)

}
.

Определение 4 (см. [8, 9] ). Относительной частотой поглощения множества достижимо-
сти At(ϕ̂,X) системы ϕ̂ множеством M называется следующий предел

freq(ϕ̂,X)
.
= lim

ϑ→∞

mes α(ϑ, ϕ̂,X)

ϑ
= lim

ϑ→∞

mes
{
t ∈ [0, ϑ] : At(ϕ̂,X) ⊆ M(t)

}

ϑ
, (3.3)

где mes — мера Лебега на числовой прямой. Если предел (3.3) не существует, то характеристики

freq∗(ϕ̂,X)
.
= lim

ϑ→∞

mes α(ϑ, ϕ̂,X)

ϑ
, freq∗(ϕ̂,X)

.
= lim

ϑ→∞

mes α(ϑ, ϕ̂,X)

ϑ

называются, соответственно, верхней и нижней относительной частотой поглощения множества
достижимости At(ϕ̂,X) системы ϕ̂ множеством M.
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Определение 5 (см. [8, 9] ). Множество M называется статистически инвариантным от-
носительно пространства управляемых систем S(ϕ), если для любой системы ϕ̂ ∈ S(ϕ) имеет
место равенство

freq
(
ϕ̂,M(0)

) .
= lim

ϑ→∞

mes
{
t ∈ [0, ϑ] : At(ϕ̂,M(0)) ⊆ M(t)

}

ϑ
= 1.

Фиксируем положительное число r. Обозначим через Mr(t) = M(t)+Or замкнутую окрест-
ность множества M(t) в R

n, через N r
+(t) = Mr(t) \M(t) — внешнюю r-окрестность границы

M(t), также рассмотрим множество

N r
+ =

{
(t, x) ∈ R

n+1 : x ∈ N r
+(t)

}
.

Скалярную функцию V (t, x) переменных (t, x) ∈ R+ × R
n будем называть функцией А.М.

Ляпунова (относительно заданного множества M), если она удовлетворяет локальному усло-
вию Липшица и выполнены следующие условия:

1) V (t, x) 6 0 для всех (t, x) ∈ M;

2) V (t, x) > 0 для всех (t, x) ∈ N r
+.

Для локально липшицевой функции V (t, x) обобщенной производной в точке (t, x) ∈ R+×R
n

по направлению вектора (1, q) ∈ R × R
n называется следующий предел

V o(t, x; q)
.
= lim sup

(τ,y,ε)→(t,x,+0)

V (τ + ε, y + εq) − V (τ, y)

ε
,

а выражения

V o
min(t, x, ϕ̂)

.
= inf

q∈F̂ (t,x)
V o(t, x; q), V o

max(t, x, ϕ̂)
.
= sup

q∈F̂ (t,x)

V o(t, x; q)

называются нижней и верхней производной функции V в силу дифференциального включения
(3.1), отвечающего системе ϕ̂.

Предполагаем, что задано множество X ⊆ M(0) и пространство управляемых систем S(ϕ)
удовлетворяют следующему условию.

Условие 4. Для каждой управляемой системы ϕ̂ ∈ S(ϕ) и каждой точки x0 ∈ X все реше-
ния x̂(t, x0) включения (3.1), удовлетворяющие начальному условию x̂(0, x0) = x0, продолжае-
мы на полуось R+ = [0,+∞).

Для заданной непрерывной функции w : R
2 → R определим множество

F(w)
.
= cl

{
wτ (t, z) : τ ∈ R

}

как замыкание сдвигов функции t → w(t, z) в метрике (1.3) и для функции ŵ ∈ F(w) рассмот-
рим задачу Коши

ż = ŵ(t, z), z(0) = z0 > 0, t > 0. (3.4)

Теорема 3. Пусть выполнено условие 4. Предположим, что существуют непрерывные

скалярные функции V (t, x) и w(t, z) переменных (t, x) ∈ R × R
n и (t, z) ∈ R × R такие, что:

1. Для любой функции ŵ ∈ F(w) верхнее решение ẑ∗(t) задачи Коши (3.4) определено при

всех t > 0.

2. Функция V (t, x) является функцией Ляпунова относительно множества M и для лю-

бой системы ϕ̂ ∈ S(ϕ) существует функция ŵ ∈ F(w) такая, что при всех (t, x) ∈ R × R
n

выполнено неравенство

V o
max(t, x, ϕ̂) 6 ŵ

(
t, V (t, x)

)
. (3.5)
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Тогда для любой управляемой системы ϕ̂ ∈ S(ϕ) верхняя и нижняя относительные ча-

стоты поглощения множества достижимости At(ϕ̂,X) множеством M удовлетворяют

неравенствам

freq∗(ϕ̂,X) > κ
∗(ŵ), freq∗(ϕ̂,X) > κ∗(ŵ), где

κ
∗(ŵ)

.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : ẑ∗(t) 6 0}

ϑ
, κ∗(ŵ)

.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : ẑ∗(t) 6 0}

ϑ
.

Следовательно, если для любой функции ŵ ∈ F(w) выполнено равенство

κ(ŵ)
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : ẑ∗(t) 6 0}

ϑ
= 1,

то множество M статистически инвариантно относительно пространства управляемых

систем S(ϕ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x̂(t, x0) — решение включения (3.1), определенное на по-
луоси R+ и удовлетворяющее начальному условию x̂(0, x0) = x0 ∈ X. Рассмотрим функцию

v(t) = V
(
t, x̂(t, x0)

)
.

В силу теоремы Радемахера функция v(t) дифференцируема при почти всех t и поскольку
x̂(0, x0) ∈ X ⊆ M(0), то v(0) 6 0. В точках дифференцируемости функции v(t) выполнены
неравенства ( см. лемму 6 работы [8])

V o
min

(
t, x̂(t, x0), ϕ̂

)
6 v̇(t) 6 V o

max

(
t, x̂(t, x0), ϕ̂

)
,

поэтому, с учетом неравенства (3.5), имеем при всех t > 0 неравенство

v̇(t) 6 ŵ
(
t, v(t)

)
. (3.6)

Из неравенств (3.6) и v(0) 6 0 6 z(0) в силу теоремы Чаплыгина о дифференциальных нера-
венствах получаем, что для всех t > 0 верхнее решение ẑ∗(t) задачи (3.4) удовлетворяет нера-
венству v(t) 6 ẑ∗(t).

Обозначим через freq∗(x̂) нижнюю относительную частоту попадания решения x̂(t, x0) в
множество M, тогда

freq∗(x̂)
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : x̂(t, x0) ∈ M(t)}

ϑ
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : v(t) 6 0}

ϑ
.

Далее, из неравенства v(t) 6 ẑ∗(t) следует неравенство freq∗(x̂) > κ∗(ŵ) и, так как x̂(t, x0)
является произвольным решением включения (3.1) с начальным условием x̂(0, x0) = x0 ∈ X,
то выполнено неравенство freq∗(ϕ̂,X) > κ

∗(ŵ). Неравенство freq∗(ϕ̂,X) > κ∗(ŵ) доказывается
аналогично.
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L. I. Rodina, E. L. Tonkov

About the attainability set of control system without assumption of compactness of geometrical

restrictions on admissible controls

Keywords: statistically weakly invariant sets, controlled systems, attainability set, integral funnel, differential
inclusion.

Mathematical Subject Classifications: 35F15, 37G10

We investigate the conditions under which the control system ẋ = f(t, x, u), u ∈ U(t, x) together with closure
of set of shifts (concerning time t) of control system possesses property of uniform local or uniform global
attainability on the given time interval. We do not suppose that function (t, x) → U(t, x), setting geometrical
restrictions on admissible controls u(t, x) ∈ U(t, x), has convex compact images and we do not suppose that
differential inclusion corresponding to control system has convex images.
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