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ДИСКРЕТНОЕ УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА ДЛЯ КВАНТОВОГО

ВОЛНОВОДА 1

Исследуются спектральные свойства дискретного оператора Шредингера для бесконечной полосы с
нулевыми граничными условиями. Доказано, что для малых убывающих потенциалов вблизи особен-
ностей невозмущенной функции Грина (граничных точек подзон) возникают собственные значения
и резонансы, найдена их асимптотика. Описана картина рассеяния; явление дифракции (рассеяние,
главным образом, по конечному числу выделенных направлений) трансформируется в рассматривае-
мой квазиодномерной системе в волны во времени вероятностей прохождения и отражения. Получены
простые формулы для данных вероятностей вблизи граничных точек подзон (это отвечает малым ско-
ростям квантовой частицы) в случае малых потенциалов.

Ключевые слова: дискретный оператор Шредингера, квантовый волновод, собственное значение, резо-

нанс, коэффициенты прохождения и отражения.

Введение

В последнее время при описании транспорта электронов через наноразмерные электронные
устройства часто используются дискретные модели, то есть системы разностных уравнений,
полученных из уравнения Шредингера или в приближении сильной связи, или с помощью
аппроксимации производных конечными разностями. Обычно исследуются системы, состоящие
из квантовых проволок и квантовых точек, что позволяет использовать одномерные модели
(cм., например, [1–2]). Однако более реалистичное описание предполагает если не трехмерность,
то двумерность квантовых проволок. Дискретные двумерные модели квантовых волноводов
(квантовых проволок) обсуждались в различных ситуациях в физической литературе (см.,
например, [3–7]), но явно недостаточно изучались математиками [8–9].

В данной статье исследуются спектральные свойства дискретного оператора Шредингера
для бесконечной полосы с нулевыми граничными условиями. В частности, доказано, что для
малых убывающих потенциалов вблизи особенностей невозмущенной функции Грина (гранич-
ных точек подзон) возникают собственные значения или резонансы, найдена их асимптотика.
Описана картина рассеяния: явление дифракции (рассеяние, главным образом, по конечно-
му числу выделенных направлений в двумерном и трехмерном случаях) трансформируется в
рассматриваемой квазиодномерной системе в наличие волн вероятностей прохождения (отра-
жения) во времени. Изучен характер рассеяния вблизи границ подзон для малых потенциалов.

Положим Γ = Z×{1, . . . , N} ⊂ Z
2, где N > 1. Обозначим через l2(Γ) гильбертово простран-

ство функций ϕ(n,m), (n,m) ∈ Γ со скалярным произведением

(ϕ,ψ) =
∑

(n,m)∈Γ

ϕ(n,m)ψ(n,m).

Введем в рассмотрение самосопряженный ограниченный оператор H0 = H01 ⊗ I + I ⊗ H02,
действующий в l2(Γ), где оператор H01 : l2(Z) → l2(Z) задается формулой

(H01ϕ)(n) = ϕ(n− 1) + ϕ(n + 1), n ∈ Z,

1Работа частично поддержана грантом 12–У–2–1021 УрО РАН.
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а оператор H02 действует в l2
(
{1, . . . , N}

)∼= C
N и определяется равенствами

(H02ϕ)(m) =





ϕ(m− 1) + ϕ(m+ 1), m = 2, . . . ,N − 1,

ϕ(2), m = 1,

ϕ(N − 1), m = N,

что соответствует нулевым условиям на границе полосы Γ.
Пусть далее V (n,m) — ненулевая вещественная функция на Γ, удовлетворяющая условию

|V (n,m)| 6 Ce−α|n|, (n,m) ∈ Γ, (1)

где α > 0. (Функции, удовлетворяющие условию такого вида, в дальнейшем будем называть
экспоненциально убывающими.) Положим Hε = H0 + εV, где ε > 0. Данный дискретный опе-
ратор Шредингера является гамильтонианом электрона в квантовом волноводе с примесью.

Заметим, что спектр оператора H01 совпадает с отрезком [−2, 2] (см. раздел VII.2 [10]). Обо-
значим через R01(λ) = (H01 −λI)−1 резольвенту этого оператора. Ядро резольвенты (функция
Грина) имеет вид (см., например, [11])

G01(n −m,λ) = − 1√
λ2 − 4

(
λ−

√
λ2 − 4

2

)|n−m|

.

Выбор знака перед (арифметическим для λ > 2) корнем отвечает экспоненциальному убыва-
нию функции G01 при |n−m| → ∞ для λ > 2. Заметим, что функция

g(λ) =
λ−

√
λ2 − 4

2

является обратной к функции Жуковского (z + z−1)/2 для z = λ/2. Риманова поверхность
V0 функции g, а следовательно, и функции G01, двулистна, причем листы склеиваются вдоль
интервала (−2, 2), а точки ±2 являются точками ветвления.

Определим k формулами

cos k = λ/2, sin k = −
√

1 − (λ/2)2. (2)

Вводя для краткости обозначение G01(n −m,k) вместо G01(n −m, 2 cos k) (подобным обозна-
чением будем пользоваться и в других случаях), получим формулу

G01(n −m,k) =
eik|n−m|

2i sin k
. (3)

Нетрудно видеть, что оператор H02 имеет N различных собственных значений λj =

2cos
πj

N + 1
, j = 1, . . . , N, причем соответствующие нормированные собственные функции име-

ют вид

ϕj(m) = a sin
( πjm

N + 1

)
,

где a =

√
2

N + 1
— нормировочный коэффициент.

Обозначим через σ(A) спектр оператора A. В силу следствия теоремы VIII.33 из [10] и
сказанного выше спектр является объединением подзон:

σ(H0) = σ(H01) + σ(H02) =

N⋃

j=1

[
− 2 + 2 cos

πj

N + 1
, 2 + 2 cos

πj

N + 1

]
=

=
[
− 2 + 2 cos

πN

N + 1
, 2 + 2 cos

π

N + 1

]
.
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Ядро резольвенты R0(λ) оператора H0 имеет вид

G0(n− n′,m,m′, λ) =

N∑

j=1

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
G01

(
n− n′, λ− 2 cos

πj

N + 1

)
. (4)

Отсюда из вида (3) функции G01 вытекает, что V является относительно компактным возмуще-
нием оператора H0 и, следовательно (см. [12]), существенный спектр оператора Hε совпадает с

[
− 2 + 2 cos

πN

N + 1
, 2 + 2 cos

π

N + 1

]
.

§ 1. Квазиуровни оператора Hε

В дальнейшем будем использовать обозначение
√
V =

√
|V | sgnV [13] (только для

√
V ), то-

гда V =
√
|V |

√
V . Аналитическое продолжение операторнозначной функции, осуществляемое

ее ядром, будем обозначать тем же символом.
Обозначим через L(λ) =

√
|V |R0(λ)

√
V оператор с ядром

l(n− n′,m,m′, λ) =
√

|V (n,m)|G0(n− n′,m,m′, λ)
√
V (n′,m′).

Из (1), (3) и (4) вытекает, что в полуплоскости {Imλ > 0} функция l аналитически зависит от
λ как l2(Γ2)-значная функция. При переходе сверху через промежутки

(
− 2 + 2 cos

πN

N + 1
, 2 + 2 cos

π

N + 1

)
\
{
± 2 + 2 cos

πj

N + 1

}N

j=1

вследствие ветвления G01 в точках ±2 + 2 cos
πj

N + 1
параметр λ оказывается на втором листе

хотя бы для одной из функций

G01

(
n− n′, λ− 2 cos

πj

N + 1

)
,

так что экспоненциальное убывание функции G0 сменяется ее экспоненциальным возрастани-
ем. Однако, за счет умножения на

√
|V (n,m)|V (n′,m′),

функция l для достаточно малых |Imλ| по–прежнему принимает значения в l2(Γ2). Обозначим
через V риманову поверхность, образованную аналитическими продолжениями функции l из
области (

− 2 + 2 cos
πN

N + 1
, 2 + 2 cos

π

N + 1

)
× (0,∞)

в область (
− 2 + 2 cos

πN

N + 1
, 2 + 2 cos

π

N + 1

)
× (−δ,∞)

(
включая точки ± 2 + 2 cos

πj

N + 1

)
, где δ > 0 настолько мало, что l принимает значения в

l2(Γ2).
Вследствие сказанного операторнозначная функция L принимает значения во множестве

операторов Гильберта–Шмидта и аналитически зависит от λ ∈ V.
В дальнейшем будем предполагать, что

λ 6= cos
πj

N + 1
+ cos

πj′

N + 1
, j, j′ = 1, . . . ,N. (5)

Докажем, что в этом случае все величины −2 sin kj различны. Действительно, если sin kj =

sin kj′ , j 6= j′, то cos kj′ = − cos kj . Но тогда из равенств λ = 2cos kj + 2cos
πj

N + 1
= 2 cos kj′ +

2cos
πj′

N + 1
вытекает, что 2 cos kj = cos

πj′

N + 1
− cos

πj

N + 1
, что противоречит (5).
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Лемма 1. Оператор (1− L(λ))−1 существует и аналитически зависит от λ из V \ S, где

S — не более, чем счетное множество, не имеющее предельных точек в V.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (1), (3) и (4)

‖l(n − n′,m,m′, λ)‖l2(Γ2) → 0

и, поэтому, L(λ) → 0 при Imλ → ∞. Вследствие аналитической теоремы Фредгольма [10]
оператор (I − L(λ))−1 существует и аналитически зависит от λ из V \ S, где не более чем

счетное множество S может иметь предельные точки либо в множестве
{
±2+2 cos

πj

N + 1

}N

j=1
,

либо на границе V. Но в окрестности точек ±2+2 cos
πj

N + 1
функция l становится мероморфной

после замены (см. (2))

cos kj =
(
λ− 2 cos

πj

N + 1

)/
2, (6)

где kj меняется в окрестности точки 0 или точки π, причем, например, для kj ≈ 0 имеем

l(n− n′,m,m′, kj) =

√
|V (n,m)|V (n′,m′)

2ikj
a2 sin

( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
+O(1) (7)

(в силу сказанного выше равенство sin kj = sin kj′ = 0 возможно лишь если j = j′). Следова-
тельно, вычет является оператором ранга один, и в силу мероморфной теоремы Фредгольма
[12] в окрестности точек kj = 0 оператор (1 − L(kj))

−1 существует всюду, кроме, возможно,
конечного числа точек. �

Определение 1. Назовем резонансом оператора Hε такое λ ∈ V, не являющееся собствен-
ным значением, для которого существует ненулевое решение ϕ ∈ l2(Γ) уравнения

ϕ = −ε
√

|V |R0(λ)
√
V ϕ (8)

(
здесь λ 6= ±2+2 cos

πj

N + 1
, j = 1, . . . ,N

)
. Квазиуровнем оператора Hε назовем его собствен-

ное значение или резонанс.

Замечание 1. Для собственных значений, не принадлежащих

σ(H0)
⋃{

± 2 + 2 cos
πj

N + 1

}N

j=1
,

также существует ненулевое решение уравнения (8), поскольку для них выполнено ψ =
−εR0V ψ, где ψ ∈ l2(Γ) — собственная функция.

В силу равенства

1 − ε
√

|V |Rε(λ)
√
V =

(
1 + ε

√
|V |R0(λ)

√
V
)−1

и аналитической теоремы Фредгольма [10] λ является квазиуровнем тогда и только тогда,
когда λ есть полюс операторнозначной функции

√
|V |Rε(λ)

√
V . При этом множество S из

леммы (1) состоит из квазиуровней и, возможно, точек множества
{
± 2 + 2 cos

πj

N + 1

}N

j=1
.

Поэтому в достаточно малой окрестности любой точки из V может быть лишь конечное число
квазиуровней.
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Теорема 1. Предположим, что для некоторого j ∈ {1, . . . ,N}

vj =
∑

(n′,m′)∈Γ

(±1)n
′
sin2

( πmj

N + 1

)
V (n′,m′) 6= 0. (9)

Тогда в некоторой окрестности точек λ±j0 = ±2+2 cos
πj

N + 1
для всех достаточно малых ε > 0

существует единственный квазиуровень λ±j = λ±j (ε) оператора Hε, аналитически зависящий

от ε, для которого справедлива формула

λ±j (ε) = ±2 + 2 cos
πj

N + 1
±
( εvj

N + 1

)2
+O(ε3). (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В окрестности, например, точки λ+
j0 произведем замену (6) с kj

из окрестности нуля. Тогда (см. (7)) уравнение (8) можно записать в виде

ϕ(n,m) = −
εa2
√

|V (n,m)| sin
( πjm

N + 1

)

2ikj

∑

(n′,m′)∈Γ

√
V (n′,m′) sin

( πjm′

N + 1

)
ϕ(n′,m′)+

+ εK(kj)ϕ(n,m),

где K(kj) — некоторый оператор Гильберта–Шмидта, аналитически зависящий от kj . Положим
для достаточно малых ε

ξ(n,m) = (1 − εK(kj))ϕ(n,m),

тогда

ξ(n,m) = −
εa2
√

|V (n,m)| sin
( πjm

N + 1

)

2ikj

∑

(n′,m′)∈Γ

√
V (n′,m′)×

× sin
( πjm′

N + 1

)
(1 − εK(kj))

−1ξ(n′,m′) = C
√
|V (n,m)| sin

( πjm

N + 1

)
,

где C = const, откуда

kj = −εa
2

2i

∑

(n′,m′)∈Γ

√
V (n′,m′) sin

( πjm′

N + 1

)
(1 − εK(kj))

−1
(√

|V (n′,m′)| sin
( πjm′

N + 1

))
=

= −εa
2

2i

∑

(n′,m′)∈Γ

sin2
( πjm′

N + 1

)
V (n′,m′) +O(ε2) = −εa

2vj

2i
+O(ε2). (11)

Правая часть полученного уравнения аналитически зависит от ε, kj. Вследствие теоремы о
неявной функции для аналитических функций [14] и условия (9) данное уравнение имеет для
всех достаточно малых ε единственное решение kj = kj(ε), аналитически зависящее от ε. Воз-
вращаясь к переменной

λ = 2cos
πj

N + 1
+ 2 cos kj = 2cos

πj

N + 1
+ 2

(
1 −

k2
j

2

)
+O(k4

j ),

получаем с помощью (11) формулу (10).
Случай точки λ−j0 рассматривается аналогично с заменой kj на −π−k̃j, при этом пользуемся

равенствами sin(−π − k̃j) = sin k̃j и

e−i(π+k̃j)|n−n′| = e−iπ|n−n′| · e−ik̃j |n−n′| = (−1)n(−1)n
′
e−ik̃j |n−n′|. (12)

�
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Замечание 2. Квазиуровень λ−N (ε) вблизи левой граничной точки λ−N0 является собствен-
ным значением при vN > 0. Действительно, функция Грина G0 (см. (3), (4)) экспоненциально
убывает в точке λ = λ−N (ε) при |n| → ∞, это следует из (11) после перехода в (4) к переменной

kN . Запишем уравнение (8) в виде ψ = −εR0(λ)V ψ, где ψ = −εR0(λ)
√
V ϕ (= ϕ/

√
|V | в точках,

где V 6= 0) удовлетворяет уравнению Шредингера Hεψ = λψ при λ = λ−N (ε). Легко видеть,
что функция ψ вместе с G0 экспоненциально убывает (ср. аналогичные рассуждения в [15]),
так что ψ ∈ l2(Γ) (более того, экспоненциально убывает) и λ−N (ε) есть собственное значение.
Аналогично квазиуровень λ+

1 (ε) вблизи правой граничной точки λ+
10 существенного спектра

является собственным значением при v1 < 0 (показатель экспоненты в составе функции Грина
согласно (12) меняет знак).

§ 2. Рассеяние

Рассмотрим при t ∈ R нестационарное уравнение

i
dψ

dt
= H01ψ, (13)

где ψ = ψ(n, t) ∈ l2(Z) с условием в нуле

ψ(n, 0) = ψ0(n), ψ0 ∈ l2(Z). (14)

Введем преобразование Фурье F : l2(Z) → L2(−π, π) формулой

ψ̂(k) = (Fψ)(k) =
1√
2π

∑

n∈Z

ψ(n)e−ikn.

Лемма 2. Решение уравнения (13) с начальным условием (14) имеет вид

ψ(n, t) =
1√
2π

∫ π

−π

ψ̂0(k)e
inke−2it cos kdk. (15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. После преобразования Фурье уравнение (13) примет вид

i
dψ̂

dt
= 2cos k · ψ̂,

где ψ̂ = ψ̂(k, t) ∈ L2(−π, π). Отсюда, с учетом (14), имеем ψ̂(k, t) = ψ̂0(k)e
−2i cos k·t и, следова-

тельно, (15). �

Следствие 1. В силу самосопряженности оператора H01

‖ψ(n, t)‖ = ‖ψ0(n)‖ = ‖ψ̂0(k)‖, t ∈ R.

Пусть λ0 − 2 cos
πj0
N + 1

∈ (−2, 2), причем λ0 6= ±2 + 2 cos
πj

N + 1
, j = 1, . . . ,N и λ0 не

является квазиуровнем. В окрестности точки λ0 рассмотрим уравнение Липпмана – Швингера

ψ(n,m, λ) = ψ0(n,m, λ) − ε
∑

(n′,m′)∈Γ

G0(n − n′,m,m′, λ)V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ), (16)

где «налетающая волна» (записанная для переменной kj0) имеет вид

ψ0(n,m, λ) = a sin
( πj0m
N + 1

)
einkj0 (17)
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и удовлетворяет уравнению H0ψ0 = λψ0. Решение уравнения (16) ищем в классе функций ψ
таких, что

√
|V |ψ = ϕ ∈ l2(Γ). В силу леммы (1) в окрестности точки λ0 существует решение

«модифицированного» [13] уравнения Липпмана–Швингера

ϕ(n,m, λ) = ϕ0(n,m, λ) − ε
∑

(n′,m′)∈Γ

√
|V (n,m)|G0(n − n′,m,m′, λ)

√
V (n′,m′)ϕ(n′,m′, λ) (18)

относительно ϕ =
√

|V |ψ, где ϕ0 =
√

|V |ψ0, аналитически, как l2(Γ)-значная функция, зависит
от λ.

В дальнейшем для краткости пользуемся обозначениями

∑′
=

∑

j:λ−2 cos πj

N+1
∈(−2,2)

,
∑′′

=
∑

j:λ−2 cos πj

N+1
6∈(−2,2)

(j ∈ {1, . . . , N}).
Согласно (4) имеем

∑

(n′,m′)∈Γ

G0(n − n′,m,m′, λ)V (n′,m′)ψ(n′,m′) =
∑′ ∑

(n′,m′)∈Γ

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
×

×G01

(
n− n′, λ− 2 cos

πj

N + 1

)√
V (n′,m′)ϕ(n′,m′) +

∑′′ ∑

(n′,m′)∈Γ

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
×

×G01

(
n− n′, λ− 2 cos

πj

N + 1

)√
V (n′,m′)ϕ(n′,m′). (19)

В обеих суммах в правой части (19)

G01

(
n, λ− 2 cos

πj

N + 1

)
∈ l∞(Z).

Кроме того,
√
V ,ϕ ∈ l2(Γ). Оценивая правую часть с помощью неравенства Коши–Буняковско-

го, получаем ограниченность решения ψ уравнения Липпмана–Швингера (16).
Переходя в слагаемых первой суммы правой части (19) к переменным kj = kj(λ), запишем

уравнение (16) в виде

ψ(n,m, λ) = ψ0(n,m, λ) − ε
∑′ ∑

(n′,m′)∈Γ

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
×

×e
ikj |n−n′|

2i sin kj

V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ) − ε
∑′′ ∑

(n′,m′)∈Γ

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
×

×G01

(
n− n′, λ− 2 cos

πj

N + 1

)
V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ). (20)

Положим для j из суммы
∑′

A±
j (λ) = − εa

2i sin kj

∑

(n′,m′)∈Γ

sin
( πjm′

N + 1

)
e∓ikjn′

V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ). (21)

В силу аналитичности функции ϕ(n,m, λ) =
√

|V (n,m)|ψ(n,m, λ), функции A±
j (λ) также яв-

ляются аналитическими в окрестности точки λ0.
Далее, определим функцию

η(n,m, λ) =

{
η+(n,m, λ), n > 0,

η−(n,m, λ), n < 0,



Дискретное уравнение Шредингера для квантового волновода 87

МАТЕМАТИКА 2012. Вып. 4

где

η±(n,m, λ) = −ε
∑′ ∑

(n′,m′)∈Γ

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
×

×
[
eikj |n−n′| − e±ikj(n−n′)

2i sin kj

]
V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ) − ε

∑′′ ∑

(n′,m′)∈Γ

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
×

×G01

(
n− n′, λ− 2 cos

πj

N + 1

)
V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ). (22)

Вследствие (17), (20) имеем

ψ(n,m, λ) = a sin
( πj0m
N + 1

)
eikj0

n +
∑′

A±
j (λ)a sin

( πjm

N + 1

)
e±ikjn + η(n,m, λ), (23)

где знаки «+» и «−» отвечают n > 0 и n < 0 соответственно.

Лемма 3. Функция η(n,m, λ) является аналитической l2(Γ)-значной функцией в окрест-

ности точки λ0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение леммы для второй суммы в (22) вытекает из ана-
литичности резольвенты оператора H01, примененной к аналитической l2(Z)–значной функции

V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ) (при фиксированном m′) — см. лемму (1). Далее, в окрестности точки k
(0)
j

из первой суммы оценим, пользуясь неравенством Коши–Буняковского и условием (1) (напри-
мер, для n > 0), ряд

∣∣∣∣
∑

n′∈Z

eikj |n−n′| − eikj(n−n′)

2i sin kj

V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∑

n′>n

sin[(n′ − n)kj ]

sin kj

√
V (n′,m′)ϕ(n′,m′, λ)

∣∣∣∣ 6

6

( ∑

n′>n

sin2[(n′ − n)kj ]

sin2 kj

|V (n′,m′)|
) 1

2
( ∑

n′>n

|ϕ(n′,m′, λ)|2
) 1

2

6

6 C ′
( ∑

n′>n

n′2e−α|n′|
) 1

2

6 C ′e−
α|n|

4

( ∑

n′>n

n′2e−
α|n′|

2

) 1

2

= C ′′e−
α|n|

4 .

Отсюда вытекает экспоненциальное убывание первой суммы — обозначим ее через α(n,m, λ) —
в (22). Кроме того, из данной оценки следует равномерная в (комплексной) окрестности точки
λ0 сходимость

‖α(n,m, λ) − αM (n,m, λ)‖l2(Γ) → 0, M → ∞,

где αM (n,m, λ) = χ[−M,M ](n)α(n,m, λ), χ[−M,M ](n) — характеристическая функция отрезка
[−M,M ]. В силу (векторнозначной) теоремы Вейерштрасса, l2(Γ)-значная функция α(n,m, λ)
аналитична в окрестности точки λ0. Тем самым лемма доказана. �

Теперь будем искать решение уравнения

i
dϕ

dt
= Hεϕ,

где ϕ = ϕ(n,m, t) — l2(Γ)-значная функция аргумента t, в виде

ϕ(n,m, t) =

∫ λ0+δ

λ0−δ

C(λ)ψ(n,m, λ)e−iλt dλ, (24)

где δ > 0 достаточно мало, C(λ) ∈ C∞
0 (λ0−δ, λ0+δ), ψ(n,m, λ) — решение уравнения Липпмана–

Швингера (16). Введем обозначение f̃(kj) = f
(
2 cos kj + 2cos

πj

N + 1

)
. Пользуясь (23), перепи-
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шем (24) в виде

ϕ(n,m, t) = −2ae−2it cos
πj0
N+1 sin

( πj0m
N + 1

) ∫ 0

−π

sin kj0C̃(kj0)e
−2it cos kj0

+ikj0
n dkj0−

− 2
∑′

ae−2it cos πj

N+1 sin
( πjm

N + 1

)∫ 0

−π

Ã±
j (kj) sin kjC̃(kj)e

−2it cos kj±ikjn dkj+

+

∫ λ0+δ

λ0−δ

C(λ)η(n,m, λ)e−iλt dλ, (25)

где знак «±» совпадает со знаком n. Промежуток интегрирования выбран таким, чтобы дви-
жение налетающей частицы происходило слева направо (см. ниже (28)).

Рассмотрим норму последнего выражения в (25)). Имеем

∥∥∥∥
∫ λ0+δ

λ0−δ

C(λ)η(n,m, λ)e−iλt dλ

∥∥∥∥
2

l2(Γ)

=

=
∑

(n,m)∈Γ

∫ λ0+δ

λ0−δ

∫ λ0+δ

λ0−δ

C(λ)C(λ′)η(n,m, λ)η(n,m, λ′)e−i(λ−λ′)t dλ dλ′. (26)

Пользуясь равенством
e−i(λ−λ′)tdλ = d

(
e−i(λ−λ′)t

)/
(−it),

проинтегрируем по частям и, с помощью неравенства Коши–Буняковского и (3), получим
стремление к нулю слагаемых в (26) при |t| → ∞. Следовательно, функция η не играет ро-
ли в рассеянии.

Рассмотрим теперь интегралы в (25) из суммы
∑′. Имеем

∫ 0

−π

Ã±
j (kj) sin kjC̃(kj)e

−2it cos kj±ikjn dkj = Ã±
j

(
k

(0)
j

)∫ 0

−π

sin kjC̃(kj)e
−2it cos kj±ikjn dkj+

+

∫ 0

−π

[
Ã±

j (kj) − Ã±
j

(
k

(0)
j

)]
sin kjC̃(kj)e

−2it cos kj±ikjn dkj , (27)

где k
(0)
j отвечает λ0. Выбираем k

(0)
j ∈ (−π, 0), тогда sin k

(0)
j < 0. Это обеспечит стандартное

движение налетающей волны слева направо (см. ниже). Сравнивая второе слагаемое в правой
части (27) с (15), из следствия леммы (2) получаем, что норма данного слагаемого в l2(Z) при
всех t совпадает с √

2π
∥∥∥
[
Ã±

j (kj) − Ã±
j

(
k

(0)
j

)]
sin kjC̃(kj)

∥∥∥
L2(−π,0)

и может быть сделана сколь угодно малой равномерно по t выбором носителя функции C(λ)
в достаточно малой окрестности точки λ0 при сохранении нормы этой функции в L2(−π, 0)
(точнее, ниже требуем выполнения равенства (29)). Таким образом, для частиц с достаточно

локализованным волновым вектором картина рассеяния определяется числами Ã±
j

(
k

(0)
j

)
.

Далее, вследствие теоремы о стационарной фазе (см. Дополнение 1 к § XI.3 [13]) для всех

n и t таких, что
∣∣n/t+ 2 sin k

(0)
j

∣∣ > σ, где σ > 0 достаточно мало, интеграл в первом слагаемом

правой части (27) стремится к нулю по норме в l2(Z) при |t| → ∞. Следовательно, для больших
|t| в рассеянии играют роль лишь такие n, для которых

−σ < n/t+ 2 sin k
(0)
j < σ. (28)

Суммируя сказанное, приходим к следующему описанию рассеяния. Предположим, что

√
2π
∥∥∥2 sin kj0C̃(kj0)

∥∥∥
L2(−π,0)

= 1. (29)
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Тогда (см. следствие леммы (2)) имеем

‖ϕ(n,m, t)‖2
l2(Γ) = 1, t ∈ R.

Поэтому при t < 0 имеется волновой пакет, отвечающий налетающей с вероятностью еди-
ница частице, локализованный, в основном, в подмножестве Z вида (28) для j = j0 (норма
соответствующей функции стремится к единице в этой области при t → −∞). При t → ∞
пакет делится на 2n0 частей, где n0 — число kj таких, что λ0 − 2 cos

πj

N + 1
∈ (−2, 2), при этом

отраженной волне отвечает коэффициент A−
j (λ0), а проходящей — коэффициент A+

j (λ0). Ско-

рость j-го проходящего волнового пакета согласно (28) приближенно равна −2 sin k
(0)
j . В силу

предположения (5) все скорости различны.
Из сказанного вытекает, что для достаточно малых σ (что соответствует достаточно боль-

шой локализации волнового вектора) множества в Z вида (28) не пересекаются. Таким образом,
в рассматриваемом квазиодномерном случае наличие поперечных волн приводит не к явлению
дифракции, то есть преимущественному распространению волновых пакетов в трехмерном про-
странстве по конечному числу определенного рода направлений (см. [16]), а к дроблению ис-
ходного волнового пакета во времени на конечное число «меньших» пакетов, движущихся один
за другим вперед или назад с разными скоростями. Для заданного произвольно малого ε > 0,
сужая окрестность точки λ0, содержащую носитель функции C(λ), устремляя |t| к бесконеч-
ности, а также используя следствие леммы (2), получаем неравенство

∣∣∣1 −
∑′(∣∣∣δjj0 + Ã+

j

(
k

(0)
j

)∣∣∣
2
+
∣∣∣Ã−

j

(
k

(0)
j

)∣∣∣
2)∥∥∥2

√
2π sin kjC̃(kj)

∥∥∥
2

L2(−π,0)

∣∣∣ < ε, (30)

где δjj0 — символ Кронекера.
Заметим, что

∥∥∥2 sin kjC̃(kj)
∥∥∥

2

L2(−π,0)
= 4

∫ 0

−π

sin2 kj

∣∣∣C
(
2 cos kj + 2cos

πj

N + 1

)∣∣∣
2
dkj =

=

∫ λ0+δ

λ0−δ

√
4 −

(
λ− 2 cos

πj

N + 1

)2
|C(λ)|2 dλ. (31)

Предположим, что выполнено (5). Тогда имеет место равенство

∑

j:λ0−2 cos πj

N+1
∈(−2,2)

(∣∣∣δjj0 +A+
j (λ0)

∣∣∣
2
+
∣∣∣A−

j (λ0)
∣∣∣
2)
∣∣∣∣∣
sin k

(0)
j

sin k
(0)
j0

∣∣∣∣∣ = 1, (32)

где
∣∣ sin k(0)

j

∣∣ =

√
4 −

(
λ0 − 2 cos

πj

N + 1

)2
.

Действительно, выберем в (30) ε = 1/n, n = 1, 2, . . . , а также соответствующие последова-
тельности стягивающихся к точке λ0 её окрестностей и функций Cn(λ) с носителями в этих
окрестностях таких, что выполнено (29). Переходя в (30) к пределу с учетом (29), (31), где
также переходим к пределу, получаем равенство (32).

Из проведенных рассуждений вытекает следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть выполнено (5). Тогда для вероятностей прохождения P+ и отражения

P− = 1 − P+ в точке λ0 справедливы формулы

P+ =
∑

j:λ0−2 cos πj

N+1
∈(−2,2)

∣∣∣δjj0 +A+
j (λ0)

∣∣∣
2
∣∣∣∣∣
sin k

(0)
j

sin k
(0)
j0

∣∣∣∣∣,

P− =
∑

j:λ0−2 cos πj

N+1
∈(−2,2)

∣∣∣A−
j (λ0)

∣∣∣
2
∣∣∣∣∣
sin k

(0)
j

sin k
(0)
j0

∣∣∣∣∣,

(33)
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где A±
j (λ) определяются равенством (21).

Замечание 3.

∣∣∣∣∣
sin k

(0)
j

sin k
(0)
j0

∣∣∣∣∣ – отношение скоростей.

Для малой константы связи ε в потенциале εV при определенном соотношении между ε и
λ существуют простые формулы как для решения уравнения Липпмана–Швингера, так и для

вероятностей отражения и прохождения вблизи точек λ±j00 = ±2 + 2 cos
πj0
N + 1

, где j0 взято из

(17).

Лемма 4. Предположим, что для всех достаточно малых ε справедливо равенство kj0 =

αε в случае знака «+» или k̃j0 = αε в случае знака «−», где k̃j0 = −π − kj0 (см. конец доказа-

тельства теоремы (1)), α 6= 0 – вещественная константа. Тогда для решения ψ уравнения

Липпмана–Швингера (16) имеет место равенство

ψ(n,m, λ) =

(
1 −

(±1)na2v±j0
2iα + a2v+

j0

)
a sin

( πj0m
N + 1

)
+O(ε),

где v±j0 взято из (9) для j = j0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для определенности докажем утверждение для знака «+». Дей-
ствуя, как и при доказательстве теоремы (1) и в тех же обозначениях, перепишем уравнение
(18) в виде

ϕ(n,m, λ) = ϕ0(n,m, λ) −
εa2
√

|V (n,m)| sin
( πj0m
N + 1

)

2ikj0

×

×
∑

(n′,m′)∈Γ

√
V (n′,m′) sin

(πj0m′

N + 1

)
ϕ(n′,m′, λ) + εK(kj0)ϕ(n,m, λ),

откуда для достаточно малых ε

ξ(n,m, λ) =
(
1 − εK(kj0)

)
ϕ(n,m, λ) = ϕ0(n,m, λ)−

−
εa2
√

|V (n,m)| sin
( πj0m
N + 1

)

2ikj0

∑

(n′,m′)∈Γ

√
V (n′,m′) sin

(πj0m′

N + 1

)
×

×
(
1 − εK(kj0)

)−1
ξ(n′,m′, λ) = ϕ0(n,m, λ) + C

√
|V (n,m)| sin

( πj0m
N + 1

)
.

Следовательно,

C = −
[
εa3

∑

(n′,m′)∈Γ

√
V (n′,m′) sin

(πj0m′

N + 1

)
×

×
(
1 − εK(kj0)

)−1
(√

|V (n′,m′)| sin
(πj0m′

N + 1

)
ein

′kj0

)]/

/[
2ikj0 + εa2

∑

(n′,m′)∈Γ

√
V (n′,m′) sin

(πj0m′

N + 1

)
×

×
(
1 − εK(kj0)

)−1
(√

|V (n′,m′)| sin
(πj0m′

N + 1

))]
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и, далее,

ϕ(n,m, λ) =
(
1 − εK(kj0)

)−1
(
ϕ0(n,m, λ) +C

√
|V (n,m)| sin

( πj0m
N + 1

))
=

=


ae

ikj0
n −

a3
∑

(n′,m′)∈Γ

V (n′,m′) sin2
(πj0m′

N + 1

)
ein

′kj0 +O(ε)

2iα+ a2
∑

(n′,m′)∈Γ

V (n′,m′) sin2
(πj0m′

N + 1

)
+O(ε)


×

×
√
|V (n,m)| sin

( πj0m
N + 1

)
+O(ε) =

=

(
1 −

a2v+
j0

2iα + a2v+
j0

)
a
√

|V (n,m)| sin
( πj0m
N + 1

)
+O(ε).

�

Теорема 3. В условиях (4) справедливо равенство

P− =

(
v±j0
)2

α2(N + 1)2 +
(
v+
j0

)2 +O(ε).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Легко видеть (см. (21) и рассуждение перед леммой (1)), что
A−

j (λ) = O(ε), j 6= j0. Далее, вследствие (21) и леммы (4) имеем

A−
j0

(λ) = − a2

2iα

∑

(n′,m′)∈Γ

(±1)n
′
sin2

(πj0m′

N + 1

)
V (n′,m′)

(
1 −

(±1)n
′
a2v±j0

2iα+ a2v+
j0

)
+O(ε) =

= − a2

2iα

(
v±j0 −

a2v+
j0
v±j0

2iα + a2v+
j0

)
+O(ε) = −

a2v±j0
2iα+ a2v+

j0

+O(ε).

Применение формулы (33) завершает доказательство. �

Замечание 4. Волновые операторы Ω±(Hε,H0) существуют и полны. Действительно, в си-
лу теоремы Куроды–Бирмана [13] достаточно доказать, что

Rε(i) −R0(i) = −εR0(i)V Rε(i) = −εR0(i)
√

|V |
√
V Rε(i) (34)

есть оператор со следом. Ядра операторов R0(i)
√

|V |,
√
V R0(i) суммируемы с квадратом (см.

раздел 2), поэтому эти операторы являются операторами Гильберта–Шмидта. Следовательно,

√
V Rε(i) =

√
V R0(i) (1 − εV Rε(i))

также есть оператор Гильберта–Шмидта, а потому оператор (34) является оператором со сле-
дом.
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T. S. Tinyukova, Y. P. Chuburin

The discrete Schrödinger equation for a quantum waveguide

Keywords: discrete Schrödinger operator, quantum waveguide, eigenvalue, resonance, transmission and
reflection coefficients.

Mathematical Subject Classifications: 81Q10, 81Q15

We investigate the spectral properties of the discrete Schrödinger operator for the infinite band with zero
boundary conditions. We prove that the eigenvalues and resonances arise for the small decreasing potentials
near singularities of the non-perturbed Green function (boundary points of the subbands) and we find their
asymptotic behavior. The scattering picture is described: the diffraction (i.e. the scattering mainly in the finite
number of preferential directions) transforms into probability waves in time of the reflection and propagation
in the considered quasi-1D system. The simple formulas for these probabilities are obtained near boundary
points of the subbands (this corresponds to small velocities of the quantum particles) for the small potentials.
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