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��ÀÔ ×ÀÑÒÈ×ÍÛÕ ÏÎ�ßÄÊÎÂ

Ëþáîå áèíàðíîå îòíîøåíèå σ ⊆ X2
(ãäå X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî) ïîðîæäàåò íà ìíîæåñòâå X2

õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ: åñëè (x, y) ∈ σ, òî σ(x, y) = 1, à èíà÷å σ(x, y) = 0. Â òåðìèíàõ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé íà ìíîæåñòâå âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ìíîæåñòâà X ââîäèòñÿ ïîíÿòèå

áèíàðíîãî ðå�ëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ ñìåæíîñòè è îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç

âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ìíîæåñòâà è èç âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ áèíàðíûõ

îòíîøåíèé. Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ýòà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà � ãðà� (¾ãðà� ãðà�îâ¿).

Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè σ è τ � ñìåæíûå îòíîøåíèÿ, òî σ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà τ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì. Èññëåäîâàíû íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ñòðîåíèÿ ãðà�à

G(X) ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëèX ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, à T0(n)� ýòî ÷èñëî ïîìå÷åííûõ

T0-òîïîëîãèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå X, òî êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðà�å G(X) ðàâíî T0(n), à
êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ðàâíî T0(n− 1).

Äëÿ âñÿêîãî îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà σ îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå åãî îïîðíîãî ìíîæåñòâà S(σ),
ÿâëÿþùåãîñÿ íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà X. Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à ÷àñòè÷íûå

ïîðÿäêè σ è τ ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðà�àG(X), òî ðàâåíñòâî S(σ) = S(τ)
èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà σ = τ. Ïîêàçàíî, ÷òî â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðà�à

G(X) ñîâîêóïíîñòü îïîðíûõ ìíîæåñòâ åå ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñïåöè�è÷åñêèì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì

ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèíàðíîå îòíîøåíèå, ãðà�, ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, êîíå÷íàÿ òîïîëîãèÿ.

1. Ñìåæíîñòü áèíàðíûõ îòíîøåíèé. Ïóñòü B = {0, 1} � áóëåâî ìíîæåñòâî, X � ïðîèç-

âîëüíîå ìíîæåñòâî, à X2 =̇X×X. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî σ ⊆ X2, íàçûâàåìîå áèíàðíûì îòíî-

øåíèåì (èëè ïðîñòî îòíîøåíèåì) íà ìíîæåñòâå X, ïîðîæäàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ

χσ : X
2 → B, χσ(x, y) =̇

{

1, åñëè (x, y) ∈ σ,

0, åñëè (x, y) 6∈ σ.

Äàëåå �óíêöèþ χσ(x, y) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç σ(x, y). Íà ìíîæåñòâå 2X2

âñåõ áèíàðíûõ

îòíîøåíèé ìíîæåñòâà X ââåäåì áèíàðíîå ðå�ëåêñèâíîå îòíîøåíèå ñìåæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X = Y ∪Z � äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäìíîæåñòâ (äîïóñ-

êàåòñÿ, ÷òî Y = ∅ èëè Z = ∅). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòíîøåíèå σ ⊆ X2
òàêîâî, ÷òî σ(x, y) = 0

äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y ×Z. Îíî ïîðîæäàåò îòíîøåíèå τ ⊆ X2
òàêîå, ÷òî

τ(x, y) = 1− σ(y, x) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y × Z,

τ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Z × Y,

τ(x, y) = σ(x, y) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y 2 ∪ Z2.

Îòíîøåíèå τ íàçûâàåòñÿ ñìåæíûì ñ îòíîøåíèåì σ.

Çàìå÷àíèå 1. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè îòíîøåíèå τ ñìåæíî ñ îòíîøåíèåì σ, òî

è σ ñìåæíî ñ τ, è ýòîò �àêò ìû çàïèñûâàåì â âèäå äèàãðàììû σ
Y×Z
←−−→ τ , èëè

Y Z

Y

Z σ (x, y)

0
.= σ

Y×Z
←−−→ τ =

Y Z

Y

Z

1−σ (y, x)

0

Çäåñü è äàëåå â äèàãðàììàõ ìû îòìå÷àåì çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé â òåõ òî÷êàõ,

êîòîðûå àïðèîðè èçâåñòíû (íàïðèìåð, â áëîêå Y × Z äëÿ îòíîøåíèÿ σ ïèøåì ¾îáîáùåííûé¿

0, è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî σ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y × Z, à â òàêîì æå áëîêå äëÿ îòíîøåíèÿ τ

ïèøåì 1− σ (y, x), è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî τ(x, y) = 1− σ (y, x) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y × Z ).
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2. Ñìåæíîñòü ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ. ×åðåç V (X) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÷àñòè÷-

íûõ ïîðÿäêîâ, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå X. Äðóãèìè ñëîâàìè, îòíîøåíèå σ ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó V (X), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì: 1) (x, x) ∈ σ (ðå�ëåêñèâíîñòü);

2) eëè (x, y) ∈ σ, (y, z) ∈ σ, òî (x, z) ∈ σ (òðàíçèòèâíîñòü); 3) åñëè (x, y) ∈ σ, (y, x) ∈ σ, òî

x = y (àíòèñèììåòðè÷íîñòü). Â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé ñïðàâåäëèâî ëåãêî

ïðîâåðÿåìîå óòâåðæäåíèå: σ ∈ V (X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

σ(x, x) = 1 äëÿ âñåõ x ∈ X,

σ(x, y)σ(y, z) 6 σ(x, z) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X,

σ(x, y)σ(y, x) = δxy äëÿ âñåõ x, y ∈ X (ãäå δxy � ñèìâîë Êðîíåêåðà).

(1)

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü σ è τ � ñìåæíûå îòíîøåíèÿ, òî åñòü σ
Y×Z
←−−→ τ. Âêëþ÷åíèå

σ ∈ V (X) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà τ ∈ V (X).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñèììåòðèè óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü èìïëèêà-

öèþ σ ∈ V (X) =⇒ τ ∈ V (X). Ïóñòü σ ∈ V (X). Òàê êàê τ(x, x) = σ(x, x) = 1, òî ðå�ëåêñèâ-

íîñòü îòíîøåíèÿ τ òðèâèàëüíà. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî τ(x, y) τ(y, x) = σ(x, y)σ(y, x) äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ X, ÷òî äîêàçûâàåò àíòèñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ τ.

Òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü x, y, z ∈ X òàêîâû, ÷òî τ(x, y) = τ(y, z) = 1, è ïðåäïîëîæèì ñíà÷à-

ëà, ÷òî y ∈ Y. Ïîñêîëüêó τ(ξ, y) = 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ Z, òî x ∈ Y. Åñëè z ∈ Y, òî σ(x, y) = τ(x, y) = 1
è σ(y, z) = τ(y, z) = 1, à òàê êàê σ ∈ V (X), òî σ(x, z) = 1, ïîýòîìó τ(x, z) = 1. Åñëè æå z ∈ Z, òî

σ(x, y) = τ(x, y) = 1 è σ(z, y) = 1−τ(y, z) = 0, à ïîñêîëüêó σ ∈ V (X), òî â ñèëó (1) ñïðàâåäëèâî
σ(z, x) = σ(z, x)σ(x, y) 6 σ(z, y) = 0, çíà÷èò, σ(z, x) = 0, ïîýòîìó τ(x, z) = 1.

Ïîëàãàåì òåïåðü, ÷òî y ∈ Z. Ïîñêîëüêó τ(y, η) = 0 äëÿ âñåõ η ∈ Y, òî z ∈ Z. Åñëè x ∈ Z,

òî σ(x, y) = τ(x, y) = 1 è σ(y, z) = τ(y, z) = 1, à òàê êàê σ ∈ V (X), òî σ(x, z) = 1, ïîýòîìó
τ(x, z) = 1. Åñëè æå x ∈ Y, òî σ(y, z) = τ(y, z) = 1 è σ(y, x) = 1 − τ(x, y) = 0, à ïîñêîëüêó

σ ∈ V (X), òî â ñèëó (1) ñïðàâåäëèâî σ(z, x) = σ(y, z)σ(z, x) 6 σ(y, x) = 0, çíà÷èò, σ(z, x) = 0,
ïîýòîìó τ(x, z) = 1. Èòàê, âî âñåõ ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî τ(x, z) = 1. �

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî X ïîðîæäàåò ïàðó

〈

V (X), E(X)
〉

, ãäå V (X) � ýòî ìíîæåñòâî

¾âåðøèí¿, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ ìíîæåñòâà X, à E(X) � ìíîæåñòâî ¾ðåáåð¿,

ñîñòîÿùåå èç íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ ìíîæåñòâà X.

Ïàðó G(X)
.
=

〈

V (X), E(X)
〉

áóäåì íàçûâàòü (íåîðèåíòèðîâàííûì) ¾ãðà�îì¿ ÷àñòè÷íûõ ïî-

ðÿäêîâ ìíîæåñòâà X. Ñëîâà ¾âåðøèíà¿, ¾ðåáðî¿, ¾ãðà�¿ ìû çàêëþ÷èëè â êàâû÷êè, òàê êàê

â òðàäèöèîííîì ïîíèìàíèè ãðà�à ìîùíîñòè åãî ìíîæåñòâ âåðøèí è ðåáåð êîíå÷íû. Äàëåå ìû

áóäåì îïóñêàòü êàâû÷êè â ýòèõ ñëîâàõ.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè σ è τ ïðèíàäëåæàò îäíîé êîì-

ïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðà�à G(X), åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ

ïîðÿäêîâ σ = σ1, σ2, . . . , σm = τ, â êîòîðîé îòíîøåíèÿ σk−1 è σk ñìåæíû ïðè âñåõ k = 2, . . . ,m.

×åðåç Gσ(X) áóäåì îáîçíà÷àòü òó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ãðà�à G(X), êîòîðàÿ ñîäåðæèò äàí-

íûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê σ.

3. Îá îñîáåííîñòÿõ ñòðîåíèÿ ãðà�à ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ. Çà�èêñèðóåì ÷àñòè÷íûé

ïîðÿäîê σ ∈ V (X) è ýëåìåíò x ∈ X. Äëÿ σ èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Ix Kx Jx

Ix

Kx

Jx

↑ x

← x ,... 1 ... ... 0 ...... 0 ...1 ... 0 ...

..

.

0...

...

0...

...

1
...

...
0...

σ =

Ix =̇ Ix(σ) =̇ { y ∈ X : σ(x, y) = 1, σ(y, x) = 0 },

Kx =̇Kx(σ) =̇ { y ∈ X : σ(x, y) = σ(y, x) = δxy },

Jx =̇Jx(σ) =̇ { y ∈ X : σ(x, y) = 0, σ(y, x) = 1 }.

Î÷åâèäíî, x ∈ Kx.
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Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: 1) σ(y, z) = 1 äëÿ âñåõ (y, z) ∈ Jx × Ix;
2) σ(y, z) = 0 äëÿ âñåõ (y, z) ∈ Ix × (Kx ∪ Jx); 3) σ(y, z) = 0 äëÿ âñåõ (y, z) ∈ (Ix ∪Kx)× Jx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ïîñêîëüêó y ∈ Jx, òî σ(y, x) = 1, à òàê êàê z ∈ Ix, òî σ(x, z) = 1,
ïîýòîìó σ(y, z) = 1. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ (y, z) ∈ Ix × Jx èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî σ(z, y) = 0.

2. Ïóñòü (y, z) ∈ Ix×Kx. Åñëè z = x, òî σ(y, z) = σ(y, x) = 0 (òàê êàê y ∈ Ix). Åñëè æå z 6= x,

òî σ(x, z) = 0 (òàê êàê z ∈ Kx). Ïîñêîëüêó y ∈ Ix, òî σ(x, y) = 1; ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (1)

èìååì σ(y, z) = σ(x, y)σ(y, z) 6 σ(x, z) = 0, ïîýòîìó σ(y, z) = 0 äëÿ âñåõ (y, z) ∈ Ix ×Kx.

3. Ïóñòü (y, z) ∈ Kx×Jx. Åñëè y = x, òî σ(y, z) = σ(x, z) = 0 (òàê êàê z ∈ Jx). Åñëè æå y 6= x,

òî σ(y, x) = 0 (òàê êàê y ∈ Kx). Ïîñêîëüêó z ∈ Jx, òî σ(z, x) = 1; ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (1)

èìååì σ(y, z) = σ(y, z)σ(z, x) 6 σ(y, x) = 0, ïîýòîìó σ(y, z) = 0 äëÿ âñåõ (y, z) ∈ Kx × Jx. �

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñìåæíûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ

σ
Ix×(Kx∪Jx)
←−−−−−−→ σ′

(Ix∪Kx)×Jx
←−−−−−−→ σx, (2)

êîòîðàÿ ïðèâîäèò íàñ ê ÷àñòè÷íîìó ïîðÿäêó σx ∈ V (X), îáëàäàþùåìó òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

σx(x, y) = σx(y, x) = δxy äëÿ âñåõ y ∈ X (äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìû èíòåðïðåòèðóåì ÷àñòè÷íûé

ïîðÿäîê êàê îòíîøåíèå 6, òî x ÿâëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíûì, òàê è ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì

÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà σx
). Â ñèëó ëåììû 1 äëÿ îòíîøåíèé σ, σ′ è σx

èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå:

Ix Kx Jx

Ix

Kx

Jx

... 1 ... ... 0 ...1 ... 0 ...

..

.

0...

...

0...

...

1
...

1

00

0σ =

Ix Kx Jx

Ix

Kx

Jx

... 0 ...1 ... 0 ...

..

.

0...

...

0...

...

1
...

...
0...

0

0

0 0, σ
′
=

Ix Kx Jx

Ix

Kx

Jx

... 0 ...1 ... 0 ...

..

.

0...

...

0...

...
0...

... 0 ...

0

1

0

0

, σ
x
= .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ �èêñèðîâàííîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà σ ∈ V (X) îïðåäåëåíî îòîáðàæå-

íèå X −→ Gσ(X), ñîïîñòàâëÿþùåå ýëåìåíòó x ∈ X ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê σx ∈ Gσ(X) (ìîæåò
îêàçàòüñÿ, ÷òî σx = σy

ïðè x 6= y ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷-

íî, � â àëãîðèòìå (2) èñïîëüçóþòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ìíîæåñòâà Ix(σ), Kx(σ), Jx(σ).

Ëåììà 2. Ïóñòü ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè σ, τ ∈ V (X) ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå êîìïî-

íåíòå ñâÿçíîñòè ãðà�à G(X). Òîãäà σx = τx äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ è τ � ñìåæíûå ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè, òî

åñòü ñóùåñòâóåò äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå I ∪ J = X òàêîå, ÷òî σ
I×J
←−−→ τ.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî x ∈ J (åñëè x ∈ I, òî â ïðèâîäèìûõ

íèæå âûêëàäêàõ îòíîøåíèÿ σ è τ ìåíÿåì ìåñòàìè). Äëÿ σ èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

σ =

I1 I2 J1 J2 J3

I1

I2

J1

J2

J3

↑ x

← x ,... 0 ... ... 1 ... ... 1 ... ... 0 ...... 0 ...1 ... 0 ...

...

0...

...

0...
...

1
...

...

0
...

0
I1 =̇ { y ∈ I : σ(x, y) = 0 },

I2 =̇ { y ∈ I : σ(x, y) = 1 },

J1 =̇ { y ∈ J : σ(x, y) = 1, σ(y, x) = 0 },

J2 =̇ { y ∈ J : σ(x, y) = σ(y, x) = δxy },

J3 =̇ { y ∈ J : σ(x, y) = 0, σ(y, x) = 1 }.

Î÷åâèäíî, x ∈ J2.
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1. Çà�èêñèðóåì (y, z) ∈ (I2 ∪ J1) × I1, òîãäà σ(x, y) = 1, à σ(x, z) = 0. Â ñèëó (1) èìååì

σ(y, z) = σ(x, y)σ(y, z) 6 σ(x, z) = 0. Çíà÷èò, σ(y, z) = 0 äëÿ âñåõ (y, z) ∈ (I2 ∪ J1)× I1.

2. Ïóñòü (y, z) ∈ J3× (I2 ∪ J1), òîãäà σ(y, x) = 1 è σ(x, z) = 1; ñëåäîâàòåëüíî, σ(y, z) = 1 äëÿ
âñåõ (y, z) ∈ J3 × (I2 ∪ J1).

3. Â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè σ äëÿ âñåõ (y, z) ∈ J1×J3 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî σ(y, z) = 0.
4. Ïóñòü (y, z) ∈ J1 × J2. Åñëè z = x, òî σ(y, z) = σ(y, x) = 0 (òàê êàê y ∈ J1). Åñëè æå

z 6= x, òî σ(x, y) = 1 è σ(x, z) = 0. Â ñèëó (1) èìååì σ(y, z) = σ(x, y)σ(y, z) 6 σ(x, z) = 0;
ñëåäîâàòåëüíî, σ(y, z) = 0 äëÿ âñåõ (y, z) ∈ J1 × J2.

5. Ïóñòü (y, z) ∈ J2 × J3. Åñëè y = x, òî σ(y, z) = σ(x, z) = 0 (òàê êàê z ∈ J3). Åñëè æå

y 6= x, òî σ(y, x) = 0 è σ(z, x) = 1. Â ñèëó (1) èìååì σ(y, z) = σ(y, z)σ(z, x) 6 σ(y, x) = 0;
ñëåäîâàòåëüíî, σ(y, z) = 0 äëÿ âñåõ (y, z) ∈ J2 × J3.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñìåæíûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ σ è τ èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

σ =

I1 I2 J1 J2 J3

I1

I2

J1

J2

J3

... 0 ... ... 1 ... ... 1 ... ... 0 ...1 ... 0 ...

...

0...

...

0...
...

1
...

σ(ξ, η)

σ(ξ, η)

σ(ξ, η)

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1 1

, τ = .

I1 I2 J1 J2 J3

I1

I2

J1

J2

J3

... 1 ... ... 0 ...1 ... 0 ...

...

0...

...

0...
...

1
...

...

1
...
...
0...

0

1

0

0

0

0

0 0

0 0

0 0 1

σ(ξ, η)

1−σ(η, ξ)

1−σ(η, ξ)

Î÷åâèäíî, Ix(σ) = I2 ∪ J1, Kx(σ) = I1 ∪ J2, Jx(σ) = J3, Ix(τ) = J1, Kx(τ) = I2 ∪ J2 è, íàêîíåö,
Jx(τ) = I1 ∪ J3, ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì (2) ñïðàâåäëèâû äèàãðàììû

σ
(I2∪J1)×(I1∪J2∪J3)
←−−−−−−−−−−−→ σ′

(I ∪J1∪J2)×J3
←−−−−−−−−−−→ σx, τ

J1×(I ∪J2∪J3)
←−−−−−−−−−−→ τ ′

(I2∪J1∪J2)×(I1∪J3)
←−−−−−−−−−−−−−−−−→ τx.

σ′=

I1 I2 J1 J2 J3

I1

I2

J1

J2

J3

... 0 ... ... 0 ...1 ... 0 ...

...

0...

...

0...
...

1
...

...
0...
...
0...

σ(ξ, η)

σ(ξ, η)

1−σ(η, ξ)

0 0

0

0 0

0

0

0

1

0 0

0 0

σx=

I1 I2 J1 J2 J3

I1

I2

J1

J2

J3

... 0 ... ... 0 ...... 0 ...1 ... 0 ...

...

0...

...

0...

...
0...
...
0...

0 0 0

0 1

1 1

0 0

0 0 0 0

σ(ξ, η)

1−σ(η, ξ)

1−σ(η, ξ)

τ ′=

I1 I2 J1 J2 J3

I1

I2

J1

J2

J3

... 0 ...1 ... 0 ...

...

0...

...

0...

...

1
...

...

1
...

...
0...
...
0...

σ(ξ, η)

σ(ξ, η)

1−σ(η, ξ)0

0 0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

τx=

I1 I2 J1 J2 J3

I1

I2

J1

J2

J3

... 0 ... ... 0 ...... 0 ...1 ... 0 ...

...

0...

...

0...

...
0...
...
0...

0 0 0

0 1

1 1

0 0

0 0 0 0

σ(ξ, η)

1−σ(η, ξ)

1−σ(η, ξ)
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Âèçóàëüíîå ñðàâíåíèå σx
è τx ïîêàçûâàåò èõ ðàâåíñòâî, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 1. Â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè Gσ(X) äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê τ òàêîé, ÷òî τ(x, y) = τ(y, x) = δxy ïðè âñåõ y ∈ X, ïðè÷åì τ = σx.

Ñóùåñòâîâàíèå î÷åâèäíî (äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü τ =̇σx
). Åäèíñòâåííîñòü. Åñëè îòíîøåíèå

π ∈ Gσ(X) òàêîâî, ÷òî π(x, y) = π(y, x) = δxy ïðè âñåõ y ∈ X, òî Kx(π)=X, Ix(π)=Jx(π)=∅;
ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó àëãîðèòìà (2) è ëåììû 2 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà π = π′ = πx = σx = τ.

Çàìå÷àíèå 2. Çà�èêñèðóåì x ∈ X. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 â êàæäîé êîìïîíåíòå Gσ(X) ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê σx

òàêîé, ÷òî σx(x, y) = σx(y, x) = δxy ïðè âñåõ

y ∈ X, ïîýòîìó êîìïîíåíòå Gσ(X) ìîæíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-

äîê τ, îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå X \{x}, òàêîé, ÷òî τ(y, z) = σx(y, z) äëÿ âñåõ y, z ∈ X \{x}.

Åñëè cardX < ∞ (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X = { 1, . . . , n } � îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà), òî

ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì V (X) è ìíîæåñòâîì âñåõ ïî-

ìå÷åííûõ òðàíçèòèâíûõ ãðà�îâ, îïðåäåëåííûõ íà X (ñì., íàïðèìåð, [1, . 28℄); â ñâîþ î÷åðåäü,

ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýòèì ìíîæåñòâîì è ìíîæåñòâîì âñåõ ïî-

ìå÷åííûõ T0-òîïîëîãèé, îïðåäåëåííûõ íà X (ñì., íàïðèìåð, [2, . 256℄). Îáîçíà÷èì ÷åðåç T0(n)
÷èñëî òàêèõ òîïîëîãèé. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2 ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Åñëè n > 2 è X = { 1, . . . , n }, òî cardV (X) = T0(n), à êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ãðà�à G(X) ðàâíî T0(n−1).

4. Îïîðíûå ìíîæåñòâà ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ. Ñîâîêóïíîñòü

S(σ) =̇ { y ∈ X : σ(x, y) = δxy äëÿ âñåõ x ∈ X }

íàçûâàåòñÿ îïîðíûì ìíîæåñòâîì (èëè îïîðîé) ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà σ ∈ V (X). Åñëè S(σ)=X,

òî σ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì (èëè äèñêðåòíûì) ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè cardX <∞, òî S(σ) 6= ∅ äëÿ ëþáîãî σ ∈ V (X).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n, ãäå n =̇ cardX. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî. Ïóñòü n > 2, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà X ìîùíîñòè n− 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáûõ x ∈ X è τ ∈ V (X \{x}) ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî S(τ) 6= ∅.

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå x ∈ X, è ïóñòü Y =̇X \{x}. Ïóñòü, äàëåå, σ ∈ V (X), à τ =̇σ|
Y
�

ñóæåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà σ íà ìíîæåñòâî Y. Î÷åâèäíî, τ ∈ V (Y ), ïîýòîìó S(τ) 6= ∅.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî σ(x, y) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ S(τ). Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ ξ ∈ Y

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà σ(ξ, y) = τ(ξ, y) = δξy, òî σ(ξ, y) = δξy äëÿ âñåõ ξ ∈ X, çíà÷èò, y ∈ S(σ).
Ïóñòü òåïåðü σ(x, y) = 1 äëÿ âñåõ y ∈ S(τ). Òîãäà σ(ξ, x) = 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ S(τ). Åñëè

îêàæåòñÿ, ÷òî S(τ) = Y, òî σ(ξ, x) = δξx äëÿ âñåõ ξ ∈ X, ïîýòîìó x ∈ S(σ).
Ïóñòü S(τ) 6= Y, òîãäà [Y \S(τ) ]× S(τ) 6= ∅ è σ(ξ, y) = 0 äëÿ âñåõ (ξ, y) ∈ [Y \S(τ) ]× S(τ).

Â ñèëó (1) äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Y \S(τ) ñïðàâåäëèâî σ(ξ, x) = σ(ξ, x)σ(x, y) 6 σ(ξ, y) = 0; ñëåäî-
âàòåëüíî, σ(ξ, x) = δξx äëÿ âñåõ ξ ∈ X, ïîýòîìó x ∈ S(σ). Èòàê, âî âñåõ ñëó÷àÿõ S(σ) 6= ∅.

Ëåììà 3. Ïóñòü cardX < ∞. Äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà σ ∈ V (X)
è äëÿ ëþáîãî y ∈ X \S(σ) ñóùåñòâóåò x ∈ S(σ) òàêîå, ÷òî σ(x, y) = 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Y =̇S(σ), Z =̇X \Y. Òàê êàê σ � íåòðèâèàëüíûé ÷àñòè÷-

íûé ïîðÿäîê, òî ìíîæåñòâî Z íåïóñòî è õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Z ñóùåñòâóåò

x 6= y òàêîå, ÷òî σ(x, y) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ σ èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

σ = ,

Y I J

Y

I

J

1...
1
0

∗
0

0

I =̇ { η ∈ Z : σ(ξ, η) = 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ Y },

J =̇Z \I = { η ∈ Z : σ(ξ, η) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ Y }.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî I = ∅. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå (I 6= ∅).

1. Åñëè J = ∅, òî σ(x, y) = 0 äëÿ ëþáûõ (x, y) ∈ Y × I = (Y ∪ J)× I.

2. Åñëè J 6= ∅, òî J×I 6= ∅. Çà�èêñèðóåì (x, y) ∈ J×I. Òàê êàê x ∈ J, òî ñóùåñòâóåò z ∈ Y

òàêîå, ÷òî σ(z, x) = 1; ñëåäîâàòåëüíî, σ(x, y) = σ(z, x)σ(x, y) 6 σ(z, y). Ïîñêîëüêó (z, y) ∈ Y ×I,
òî σ(z, y) = 0, ïîýòîìó σ(x, y) = 0 (äðóãèìè ñëîâàìè, â áëîêå ∗ âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ).

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ σ(x, y) = 0 äëÿ ëþáûõ (x, y) ∈ (Y ∪ J) × I. Çíà÷èò, äëÿ

ëþáîãî y ∈ I ñóùåñòâóåò x ∈ I òàêîå, ÷òî x 6= y è σ(x, y) = 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ 2

(äåéñòâèòåëüíî, â áëîêå I2 ðàñïîëîæåí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê τ =̇σ|
I
, ÿâëÿþùèéñÿ ñóæåíèåì ÷à-

ñòè÷íîãî ïîðÿäêà σ íà ìíîæåñòâî I, ïîýòîìó â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 èìååì S(τ) 6= ∅).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü cardX < ∞, à σ ∈ V (X) òàêîâî, ÷òî S(σ) = {x} � îäíîòî÷å÷íîå

ìíîæåñòâî. Òîãäà σ(x, y) = 1 äëÿ ëþáîãî y ∈ X.

Ëåììà 4. Ïóñòü cardX < ∞, à ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè σ è τ ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå

êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðà�à G(X). �àâåíñòâî S(σ) = S(τ) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà σ = τ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè cardX 6 2 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Ïîëàãàåì äàëåå, ÷òî

cardX > 3. Ïóñòü Y =̇S(σ) = S(τ) è Z =̇X \Y.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ 6= τ, òî åñòü σ(x, z) 6= τ(x, z) äëÿ íåêîòîðîé ïàðû (x, z) ∈ X × Z.

1. Ïîëàãàåì ñíà÷àëà, ÷òî x ∈ Y. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ(x, z) = 1, à
τ(x, z) = 0. Åñëè áû èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî card Y = 1, òî åñòü Y = {x}, òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2

èìåëî áû ìåñòî ðàâåíñòâî τ(x, z) = 1, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì. Çíà÷èò, cardY > 2 è,

ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 3 ñóùåñòâóåò w ∈ Y òàêîå, ÷òî w 6= x è τ(w, z) = 1.
Ïóñòü I =̇ { η ∈ Z : τ(x, η) = 0 } è J =̇ { η ∈ Z : τ(x, η) = 1 }. Î÷åâèäíî, z ∈ I, ïîýòîìó I 6= ∅

è Y × I 6= ∅. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà Ix(τ) = J, Kx(τ) = Y ∪ I, Jx(τ) = ∅.

Åñëè (ξ, η) ∈ J × I, òî τ(x, ξ) = 1, τ(x, η) = 0, ïîýòîìó τ(ξ, η) = τ(x, ξ) τ(ξ, η) 6 τ(x, η) = 0.
Çíà÷èò, τ(ξ, η) = 0, à äëÿ τ èìååò ìåñòî äèàãðàììà

Y I J

Y

I

J

↑ z

← x

← w

1...
1

0 ... 0 1 ... 1

1

τ (ξ, η)

0

0

0

τ = .

J×(Y ∪I)

←−−−→ τ
x
=

Y I J

Y

I

J

↑ x ↑ z

← x

← w

1...
1

0...

0

0 ... 0

1

0 0

0

1−τ (η, ξ)

Â ÷àñòíîñòè, τx(w, z) = 1.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü K =̇ { η ∈ Z : σ(x, η) = 0 } è L =̇ { η ∈ Z : σ(x, η) = 1 }. Î÷åâèäíî,

z ∈ L, ïîýòîìó L 6= ∅ è Y × L 6= ∅, à êðîìå òîãî, Ix(σ) = L, Kx(σ) = Y ∪ K, Jx(σ) = ∅.

Åñëè (ξ, η) ∈ L×K, òî σ(x, ξ) = 1, σ(x, η) = 0, ïîýòîìó σ(ξ, η) = σ(x, ξ)σ(ξ, η) 6 σ(x, η) = 0.
Çíà÷èò, σ(ξ, η) = 0, à äëÿ σ èìååò ìåñòî äèàãðàììà

Y K L

Y

K

L

↑ z

← x

← w

1...
1

0 ... 0 1 ... 1

σ(ξ, η)

0

0

0

σ = .

L×(Y ∪K)

←−−−→ σ
x
=

Y K L

Y

K

L

↑ x ↑ z

← x

← w

1...
1

0...

0

0 ... 0

0 0

0

1−σ(η, ξ)

Òàêèì îáðàçîì, σx(ξ, z) = 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ Y ; â ÷àñòíîñòè, σx(w, z) = 0 6= τx(w, z); ñëåäîâàòåëüíî,
σx 6= τx, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 2. Çíà÷èò, x 6∈ Y.

2. Èòàê, (x, z) ∈ Z2
è σ(ξ, η) = τ(ξ, η) äëÿ âñåõ (ξ, η) ∈ Y × Z. Çà�èêñèðóåì êàêîå-íèáóäü

y ∈ Y, è ïóñòü I =̇ { η ∈ Z : σ(y, η) = τ(y, η) = 0 }, J =̇ { η ∈ Z : σ(y, η) = τ(y, η) = 1 }. Ïîâòîðèâ
âûêëàäêè ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîëó÷èì, ÷òî σ(ξ, η) = τ(ξ, η) = 0 äëÿ âñåõ (ξ, η) ∈ J× I. Òîãäà
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Y I J

Y

I

J

← y
1...

1

0 ... 0 1 ... 1

σ(ξ, η) ,σ(ξ, η)

σ(ξ, η)0

0

0

σ =

J×(Y ∪ I)

←−−−→ σ
y
=

Y I J

Y

I

J

← y

↑ y

1...
1

0...

0

0 ... 0

0 0

0

1−σ(η, ξ)

σ(ξ, η)

σ(ξ, η)

Y I J

Y

I

J

← y
1...

1

0 ... 0 1 ... 1

τ (ξ, η) τ (ξ, η)

τ (ξ, η)0

0

0

τ = .
J×(Y ∪ I)

←−−−→ τ
y
=

Y I J

Y

I

J

← y

↑ y

1...
1

0...

0

0 ... 0

0 0

0

1−τ (η, ξ)

τ (ξ, η)

τ (ξ, η)

Ïîñêîëüêó σy = τy, òî èç ïðåäñòàâëåíèé äëÿ σy
è τy ñëåäóåò, ÷òî σ(ξ, η) = τ(ξ, η) äëÿ âñåõ

(ξ, η) ∈ Z2, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì. Çíà÷èò, σ = τ. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü cardX < ∞. Äëÿ ëþáîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà σ ∈ V (X) è äëÿ

ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆ S(σ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê τ,

ïðèíàäëåæàùèé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè Gσ(X) ãðà�à G(X), òàêîé, ÷òî S(τ) = S.

Ïóñòü Y =̇S(σ), R =̇Y \S, Z =̇X \Y, I =̇ { η ∈ Z : σ(ξ, η) = 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ S }, J =̇Z \I.
Äðóãèìè ñëîâàìè, â áëîêå ∗∗ (ñì. äèàãðàììó) äëÿ ëþáîãî η ∈ J ñóùåñòâóåò ξ ∈ S òàêîå,

÷òî σ(ξ, η) = 1. Çà�èêñèðóåì (x, y) ∈ J × I. Òàê êàê x ∈ J, òî ñóùåñòâóåò z ∈ S òàêîå, ÷òî

σ(z, x) = 1; ñëåäîâàòåëüíî, σ(x, y) = σ(z, x)σ(x, y) 6 σ(z, y). Ïîñêîëüêó (z, y) ∈ S × I, òî

σ(z, y) = 0, ïîýòîìó σ(x, y) = 0 (äðóãèìè ñëîâàìè, â áëîêå ∗ âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ):

S R I J

S

R

I

J

1...
1

1...
1

σ(ξ, η) σ(ξ, η)

σ(ξ, η)

0

0 0

0

0 0

0

∗

∗∗

σ = .

(S∪J)×(R∪I)

←−−−−−−→ τ =

S R I J

S

R

I

J

1...
1

1...
1

1−σ(η, ξ) 1−σ(η, ξ)

σ(ξ, η)0

0

1

0

0

1

0

0

∗∗

Òàê êàê S 6= ∅, òî èç ïîñòðîåíèé ñëåäóåò, ÷òî S(τ) = S. Åäèíñòâåííîñòü τ ñëåäóåò èç ëåììû 4.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü cardX <∞. Â ëþáîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè Gσ(X) ãðà�à G(X)
äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆ X, ñîñòîÿùåãî íå áîëåå ÷åì èç äâóõ ýëåìåíòîâ,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê τ òàêîé, ÷òî S(τ) = S.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì σ ∈ V (X), x, y ∈ X òàêèå, ÷òî x 6= y. Ïóñòü, äàëåå,

S =̇ {x, y}, I =̇ { ξ ∈ X : σx(ξ, y) = δξy }, J =̇X \I. Ïîñêîëüêó σx(x, y) = 0, òî x ∈ I. Âêëþ÷åíèå

y ∈ I î÷åâèäíî; ñëåäîâàòåëüíî, S ⊆ I. Â ïðèâîäèìîé íèæå äèàãðàììå â áëîêå ∗ âñå ýëåìåíòû
ðàâíû íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, σx(y, η) = 0 äëÿ ëþáûõ η ∈ J (òàê êàê σx(η, y) = 1). Ïóñòü òåïåðü
(ξ, η) ∈ (I \S)× J. Òàê êàê η ∈ J, òî σx(η, y) = 1, ïîýòîìó σx(ξ, η) = σx(ξ, η)σx(η, y) 6 σx(ξ, y).
Ïîñêîëüêó ξ ∈ I \S, òî σx(ξ, y) = 0, ïîýòîìó σx(ξ, η) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

I J

I

J

← x
← y

x ↑↑ y

0 ... 0 0 ... 01 0
0 1

0
...

0

0
...

0

0
...

0

1
...

1

∗
σ
x
= .

I×J
←−−→ σ

′
=

I J

I

J

← x
← y

x ↑↑ y

0 ... 0 1 ... 1
0 ... 0

1 0
0 1

0
...

0

0
...

0

0
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Èç ïîñòðîåíèé ñëåäóåò, ÷òî σ′ ∈ Gσ(X) è S ⊆ S(σ′), ïîýòîìó |S(σ′)| > 2. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3

â êîìïîíåíòå Gσ(X) ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê τ òàêîé, ÷òî S(τ) = S,

è åäèíñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê τ ′ òàêîé, ÷òî S(τ ′) = {x}.

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü S(Gσ) =̇ {S(τ) ⊆ X : τ ∈ Gσ(X)} � ñîâîêóïíîñòü âñåõ îïîðíûõ ìíî-

æåñòâ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ, ïðèíàäëåæàùèõ êîìïîíåíòå Gσ(X). Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 2�4 ñïðà-

âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ: 1) ∅ 6∈ S(Gσ); 2) åñëè ∅ 6= α ⊆ β ⊆ X è β ∈ S(Gσ), òî
α ∈ S(Gσ); 3) åñëè α ⊆ X è |α | 6 2, òî α ∈ S(Gσ). Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîâîêóïíîñòü S(Gσ)
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî îòíîøåíèÿ âêëþ-

÷åíèÿ ìíîæåñòâ ñî ñëåäóþùåé ñïåöè�èêîé: 1) âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâî S(Gσ)
ñîäåðæèò âñå åãî íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà; 2) S(Gσ) ñîäåðæèò âñå îäíî- è äâóõýëåìåíòíûå ïîä-
ìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà

S(Gσ) äîñòàòî÷íî óêàçàòü âñå åãî ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû.

Çàìå÷àíèå 4. Ïóñòü cardX = n. Èç òåîðåìû 1 è ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî â ìíîæåñòâå

V (X) èìååòñÿ â òî÷íîñòè: 1) nT0(n−1) ðàçëè÷íûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ, îïîðíîå ìíîæåñòâî

êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî îäèí ýëåìåíò; 2)

1
2 n (n−1)T0(n−1) ðàçëè÷íûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿä-

êîâ, îïîðíîå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî äâà ýëåìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî

ïðèâîäèìàÿ íèæå òåîðåìà 2, äîêàçàííàÿ ðàíåå â íåçàâèñèìûõ ðàáîòàõ [3, 4℄.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî n > 2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

T0(n) =
1
2 n (n+1)T0(n−1) + card

{

σ∈V ({1, . . . , n }) : |S(σ)| > 3
}

.

5. Ïðèìåðû. Íèæå ïðåäñòàâëåíû 3 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðà�à G({1, 2, 3}), ñîäåðæàùèå
19 ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ (õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî T0(2) = 3, à T0(3) = 19)

✜ ✜✜

✜✜ ✜✜❭❭

❭❭

❭❭

❭

✖✕
✗✔
100

010

001✖✕
✗✔
111

010

001

✖✕
✗✔
101

011

001 ✖✕
✗✔
100

111

001

✖✕
✗✔
100

110

101

✖✕
✗✔
100

010

111✖✕
✗✔
110

010

011

✜✜

✜

✜✜❭❭

❭❭

❭❭

✖✕
✗✔
100

111

101

✖✕
✗✔
100

011

001 ✖✕
✗✔
100

010

101

✖✕
✗✔
111

011

001 ✖✕
✗✔
110

010

001 ✖✕
✗✔
110

010

111

✜✜

✜

✜✜❭❭

❭❭

❭❭

✖✕
✗✔
101

111

001

✖✕
✗✔
101

010

001 ✖✕
✗✔
100

110

001

✖✕
✗✔
111

010

011 ✖✕
✗✔
100

010

011 ✖✕
✗✔
100

110

111

Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû ãðà�à ÷åðåç K1, K2 è K3. Î÷åâèäíî, êîìïîíåíòû K2 è K3 èçîìîð�íû

(åñëè ïðèìåíèòü, íàïðèìåð, ïîäñòàíîâêó

(123
213

)

ê ýëåìåíòàì êîìïîíåíòû K2, òî ïîëó÷èì K3).

Ìíîæåñòâî S(K1) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà {1, 2, 3} è âñåõ åãî íåïó-

ñòûõ ïîäìíîæåñòâ, à â ìíîæåñòâå S(K2) � òðè ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòà: {1, 2}, {1, 3} è {2, 3}.
Â ãðà�å èìååòñÿ ëèøü îäèí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, ó êîòîðîãî |S(σ)| > 3, � òðèâèàëüíûé.

�ðà� G({1, 2, 3, 4}) ñîñòîèò èç 19 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè è ñîäåðæèò 219 âåðøèí (àâòîðàì

èçâåñòíû çíà÷åíèÿ T0(n) äëÿ âñåõ n 6 12; â ÷àñòíîñòè, T0(4) = 219). Íèæå ïðåäñòàâëåíû

âåðøèíû òðåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ýòîãî ãðà�à (K1, K2 è K3 ñîîòâåòñòâåííî)

1 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

1 1 1 1

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 1 1

0 1 1 1

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

1 1 1 1

0 0 0 1

1 1 0 1

0 1 0 0

0 1 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

1 1 0 1

1 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 1 1 1

1 1 1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 1 1 0

0 0 1 0

1 0 1 1

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

1 1 1 0

1 1 0 1

1 1 0 0

0 1 0 0

0 1 1 0

0 1 0 1

1 0 0 0

1 1 0 0

1 0 1 0

1 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

1 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

1 1 1 1

1 1 0 1

1 1 0 0

0 1 0 0

0 1 1 1

0 1 0 1

1 0 0 0

1 1 0 0

1 0 1 1

1 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

1 1 1 1

1 1 1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 1

1 0 0 0

1 1 1 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 1 0 1

1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

1 1 1 1

1 0 1 1

1 0 0 1

1 0 0 0

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1 1 0 0

0 1 0 0

1 1 1 1

1 1 0 1

1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 1

1 0 0 1

1 1 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

1 1 1 1

1 1 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 1 0 1

Èìååì |K1| = 15, |K2| = 12, |K3| = 10, ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ êîìïîíåíòû K1 ðà-

âåí 24, |Aut(K2)| = 2, |Aut(K3)| = 4, ïîýòîìó 12 êîìïîíåíò ãðà�à èçîìîð�íû êîìïîíåíòå K2,
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à åùå 6 êîìïîíåíò èçîìîð�íû êîìïîíåíòå K3; çíà÷èò, 219 = 1 · 15 + 12 · 12 + 6 · 10. Â ìíîæå-

ñòâå S(K1) èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò {1, 2, 3, 4}; â ìíîæåñòâå S(K2) � òðè

ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòà: {1, 2, 3}, {1, 2, 4} è {3, 4}; â ìíîæåñòâå S(K3) � øåñòü ìàêñèìàëüíûõ

ýëåìåíòîâ: {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4} è {3, 4}.

�ðà� G({1, . . . , 5}) ñîñòîèò èç 219 êîìïîíåíò è ñîäåðæèò 4231 âåðøèíó. Íèæå ïðèâåäåíû

ïðåäñòàâèòåëè (ïî îäíîìó îò êàæäîé êîìïîíåíòû, òàêèå, ÷òî S(σ) = {1}) ñåìè êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè K1, . . . ,K7 ãðà�à, à òàêæå ìîùíîñòè è ïîðÿäêè ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ êîìïîíåíò

1 1 1 1 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 1 1 1 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1

1 1 1 1 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1

1 1 1 1 1

0 1 0 1 1

0 0 1 0 1

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 1 1 1 1

0 1 0 1 1

0 0 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1

1 1 1 1 1

0 1 0 0 0

0 0 1 1 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1

1 1 1 1 1

0 1 1 1 1

0 0 1 1 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1

1 2 3 4 5 6 7

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

31 24 22 20 19 18 15

120 6 4 5 2 2 5

i =

|Ki |=

|Aut(Ki) |=

Òàêèì îáðàçîì, T0(5) = 4231 =
7
∑

i=1

5!

|Aut(K
i
) |
|Ki |, T0(4) = 219 =

7
∑

i=1

5!

|Aut(K
i
) |
. Ïåðå÷èñëèì ìàêñè-

ìàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ S(Ki). Â ìíîæåñòâå S(K1) ýòî {1, . . . , 5}; â ìíîæåñòâå S(K2) �
òðè ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòà: {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5} è {4, 5}; â ìíîæåñòâå S(K3)� òîæå òðè ìàê-

ñèìàëüíûõ ýëåìåíòà: {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5} è {3, 4, 5}; â ìíîæåñòâå S(K4) � ïÿòü ìàêñèìàëüíûõ

ýëåìåíòîâ: {1, 2, 3}, {1, 3, 4}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5} è {2, 4, 5}; â ìíîæåñòâå S(K5) � øåñòü ìàêñè-

ìàëüíûõ ýëåìåíòîâ: {1, 2, 3}, {1, 3, 4}, {1, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4} è {3, 4, 5}; â ìíîæåñòâå S(K6) �
òîæå øåñòü ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ: {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {3, 4}, {3, 5} è {4, 5}; íàêî-
íåö, â ìíîæåñòâå S(K7) èìååòñÿ äåñÿòü ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ âèäà {k,m}, k 6= m.

Òàê êàê èçâåñòíû âñå ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ S(Ki), òî ìîùíîñòè |Ki | = |S(Ki) |
ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ. Íàïðèìåð,

|K3 | = |S(K3) | =
[

2 | {1,2,3,4}|−1
]

+
[

2 | {1,2,5}|−1
]

+
[

2 | {3,4,5}|−1
]

−

−
[

2 | {1,2}|−1
]

−
[

2 | {3,4}|−1
]

−
[

2 | {5}|−1
]

= 15 + 7 + 7− 3− 3− 1 = 22.

�ðà� G({1, . . . , 6}) ñîñòîèò èç 4231 êîìïîíåíòû è ñîäåðæèò 130023 âåðøèíû. Íèæå ïðèâå-

äåíû ìîùíîñòè è ïîðÿäêè ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ êîìïîíåíò K1, . . . ,K18 ãðà�à

|Ki |= 63 48 42 42 37 36 36 34 33 33 32 30 30 29 29 27 25 21

|Aut(Ki) |= 720 24 12 12 4 2 24 6 2 2 2 8 4 1 6 1 2 6

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà T0(6) = 130023 =
18
∑

i=1

6!

|Aut(K
i
) |
|Ki |, T0(5) = 4231 =

18
∑

i=1

6!

|Aut(K
i
) |
.

Ïðåäñòàâëåííûå äàííûå ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé. Àðõèâ äàííûõ

õðàíèòñÿ íà êà�åäðå èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè Óäìóðòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
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The graph of partial orders

Keywords: binary relation, graph, partial order, �nite topology.

Mathematial Subjet Classi�ations: 05C30

Any binary relation σ ⊆ X2
(where X is an arbitrary set) generates a harateristi funtion on the set X2

: if

(x, y) ∈ σ, then σ(x, y) = 1, otherwise σ(x, y) = 0. In terms of harateristi funtions on the set of all binary
relations of the set X we introdued the onept of a binary re�exive relation of adjaeny and determined

the algebrai system onsisting of all binary relations of a set and of all unordered pairs of various adjaent

binary relations. If X is �nite set then this algebrai system is a graph (�a graph of graphs�).

It is shown that if σ and τ are adjaent relations then σ is a partial order if and only if τ is a partial

order. We investigated some features of the struture of the graph G(X) of partial orders. In partiular, if

X onsists of n elements, and T0(n) is the number of labeled T0-topologies de�ned on the set X, then the

number of verties in a graph G(X) is T0(n), and the number of onneted omponents is T0(n− 1).
For any partial order σ there is de�ned the notion of its support set S(σ), whih is some subset of X.

If X is �nite set, and partial orders σ and τ belong to the same onneted omponent of the graph G(X),
then the equality S(σ) = S(τ) holds if and only if σ = τ. It is shown that in eah onneted omponent of

the graph G(X) the union of support sets of its elements is a spei� partially ordered set with respet to

natural inlusion relation of sets.
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