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�àññìàòðèâàþòñÿ êëàññû �óíêöèé f : R → U ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (U, ρ), ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Áîõíåðà êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè è ïî÷òè ðåêóððåíòíûìè �óíêöèÿìè. Óëó÷øåíû

ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû î ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé èç ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ

ýëåìåíòàðíûìè �óíêöèÿìè èç ýòèõ æå êëàññîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â èññëåäîâàíèè

âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè óäîâëåòâîðÿþùèõ ðÿäó äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ïî÷òè ðåêóððåíòíûõ ñå-

÷åíèé ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Â ïîñëåäíåé ÷àñòè ðàáîòû äîêàçàí âàðèàíò òåîðåìû Ëóçèíà äëÿ

ðåêóððåíòíûõ �óíêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåêóððåíòíàÿ �óíêöèÿ, ñå÷åíèå, ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òåîðåìà Ëóçèíà.

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ �óíêöèè f : R → U ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå (U, ρ), äëÿ êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîõíåðà R ∋ t → {[−l, l] ∋ τ 7→ f(t + τ)},
l > 0, ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâàõ èçìåðèìûõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêàõ [−l, l],
ñ ìåòðèêîé, ñõîäèìîñòü â êîòîðîé ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ïî ìåðå Ëåáåãà, è â ïðîñòðàí-

ñòâàõ Lp([−l, l], U), p > 1, ÿâëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè è ïî÷òè ðåêóððåíòíûìè �óíêöèÿìè.

Â ïåðâîì ñëó÷àå �óíêöèè f íàçûâàþòñÿ (ïî÷òè) M -ðåêóððåíòíûìè; à âî âòîðîì � (ïî-

÷òè) Lp
loc-ðåêóððåíòíûìè. Â ñòàòüå óñèëåíû è äîïîëíåíû ðåçóëüòàòû èç [1℄ (ñì. òàêæå [2℄).

Â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåí áîëåå ñèëüíûé âàðèàíò òåîðåìû î ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè ïî÷òè

M -ðåêóððåíòíûõ è ïî÷òè Lp
loc-ðåêóððåíòíûõ �óíêöèé ýëåìåíòàðíûìè �óíêöèÿìè èç ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ïî÷òè M -ðåêóððåíòíûõ è ïî÷òè Lp
loc-ðåêóððåíòíûõ �óíêöèé (ñì.

òåîðåìó 2). Òåîðåìà 2 ïîçâîëÿåò äîêàçàòü óñèëåííûé âàðèàíò óòâåðæäåíèÿ (ñ�îðìóëèðî-

âàííîãî â âèäå òåîðåìû 7) î ñóùåñòâîâàíèè óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì

óñëîâèÿì ïî÷òè M -ðåêóððåíòíûõ (ïî÷òè Lp
loc-ðåêóððåíòíûõ) ñå÷åíèé ìíîãîçíà÷íûõ ïî÷òè M -

ðåêóððåíòíûõ (ïî÷òè Lp
loc-ðåêóððåíòíûõ) îòîáðàæåíèé. �àâíîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èçìåðè-

ìûõ �óíêöèé ýëåìåíòàðíûìè �óíêöèÿìè åñòåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùå-

ñòâîâàíèÿ èçìåðèìûõ ñå÷åíèé ìíîãîçíà÷íûõ èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé (÷òî áûëî ñäåëàíî åùå

â ñòàòüå �îõëèíà [3℄). Ïðè ýòîì äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé èç ðàçíûõ êëàññîâ (ìíîãîçíà÷-

íûõ èçìåðèìûõ) �óíêöèé âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ó íèõ ñå÷åíèé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ

�óíêöèé ìîæåò áûòü ñâåäåí ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé

èç ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ ýëåìåíòàðíûìè �óíêöèÿìè èç ýòèõ æå êëàññîâ. Òàêèì ìåòîäîì

ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ (ï. ï.) ïî Ñòåïàíîâó ñå÷åíèé ìíîãîçíà÷-

íûõ ï. ï. ïî Ñòåïàíîâó îòîáðàæåíèé [4�8℄ (âïåðâûå ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ñå÷åíèé áûëî äîêàçàíî

â [9℄ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ Ôðèøêîâñêîãî [10℄). Ïðåäëîæåííûé ìåòîä èñïîëüçîâàëñÿ â [11�13℄

è [14℄ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ï. ï. ïî Âåéëþ è ï. ï. ïî Áåçèêîâè÷ó ñå÷åíèé ìíî-

ãîçíà÷íûõ ï. ï. (ïî Âåéëþ è ïî Áåçèêîâè÷ó ñîîòâåòñòâåííî) îòîáðàæåíèé. Â ñòàòüå òàêæå íà

îñíîâå òåîðåìû î ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè M -ðåêóððåíòíûõ è Lp
loc-ðåêóððåíòíûõ �óíê-

öèé ýëåìåíòàðíûìè �óíêöèÿìè èç ýòèõ æå ïðîñòðàíñòâ äîêàçàí âàðèàíò òåîðåìû Ëóçèíà äëÿ

ðåêóððåíòíûõ �óíêöèé (ñ�îðìóëèðîâàííûé â âèäå òåîðåìû 10).

Â � 1 ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, à òàêæå íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ î (ïî÷òè) ðå-

êóððåíòíûõ �óíêöèÿõ. Îñíîâíûå ñâîéñòâà (ïî÷òè) ðåêóððåíòíûõ �óíêöèé èçëîæåíû â [15,16℄.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò �12�01�00195).
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Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå èñïîëüçóåìûõ çäåñü ïîíÿòèé è ðåçóëüòàòîâ î (ïî÷òè) ðåêóððåíò-

íûõ �óíêöèÿõ ñîäåðæèòñÿ â [1℄. Â � 2 ñ�îðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû òåîðåìû 2 è 7, êîòîðûå

(âìåñòå ñ òåîðåìîé 10 èç � 3) ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû. Â � 3 äîêàçàí âàðèàíò

òåîðåìû Ëóçèíà äëÿ ðåêóððåíòíûõ �óíêöèé.

� 1. Îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ

Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, mes � ìåðà Ëåáåãà íà R. Ôóíêöèÿ f :
R → U íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, åñëè ñóùåñòâóþò òî÷êè xj ∈ U è ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ

èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà Tj ⊆ R, j ∈ N, òàêèå, ÷òî mes R \
⋃
j

Tj = 0 è f(t) = xj ïðè

t ∈ Tj . Òàêóþ �óíêöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

∑

j

xj χTj
(·) , (1.1)

ãäå χT � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà T ⊆ R. Ýëåìåíòàðíàÿ �óíêöèÿ ìîæåò ïðè-

íèìàòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé (íàïðèìåð, åñëè {xj : j ∈ N} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èëè

Tj = ∅ äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ j). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé fj : R → U, j ∈ N, ÷åðåç

∑

j

fj(·)χTj
(·) (1.2)

îáîçíà÷àåòñÿ �óíêöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñ fj(·) íà ìíîæåñòâàõ Tj . (Ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ (1.1)

è (1.2) �îðìàëüíî íåêîððåêòíû, òàê êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî U íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåò-

ñÿ ëèíåéíûì. Îäíàêî íèêàêèõ ëèíåéíûõ îïåðàöèé íàä òàêèìè �óíêöèÿìè ïðîèçâîäèòüñÿ íå

áóäåò.)

Ôóíêöèÿ f : R → U (ñèëüíî) èçìåðèìà, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ

�óíêöèÿ fε : R → U òàêàÿ, ÷òî ρ(f(t), fε(t)) < ε ïðè ïî÷òè âñåõ (ï. â.) t ∈ R. Äëÿ èçìåðèìîãî

ìíîæåñòâà T ⊆ R (äëÿ êîòîðîãî mes T 6= 0) �óíêöèÿ f : T → U èçìåðèìà, åñëè îíà ÿâëÿ-

åòñÿ ñóæåíèåì íåêîòîðîé èçìåðèìîé �óíêöèè f̃ : R → U íà ìíîæåñòâî T. Ïóñòü M(R, U) �
ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ �óíêöèé f : R → U, ïðè ýòîì �óíêöèè, ñîâïàäàþùèå ïðè ï. â. t ∈ R,
îòîæäåñòâëÿþòñÿ (ïîýòîìó èçìåðèìûå �óíêöèè è â òîì ÷èñëå �óíêöèè (1.1) è (1.2) (ñ èçìå-

ðèìûìè �óíêöèÿìè fj) ìîãóò íå îïðåäåëÿòüñÿ íà ìíîæåñòâàõ íóëåâîé ìåðû Ëåáåãà).

Ïóñòü L∞(R, U) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî â ñóùåñòâåííîì îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ

�óíêöèé f : R → U ñ ìåòðèêîé

D(ρ)
∞ (f, g) = ess sup

t∈R

ρ(f(t), g(t)) .

×åðåç L∞
loc(R, U) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ �óíêöèé f : R → U òàêèõ, ÷òî äëÿ

ëþáîãî l > 0

ess sup
τ ∈ [−l, l]

ρ(f(τ), x0) < +∞

äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) x0 ∈ U. Íà L∞
loc(R, U) îïðåäåëÿþòñÿ ïñåâäîìåòðèêè

D
(ρ)
∞, l (f, g) = ess sup

τ ∈ [−l, l]
ρ(f(τ), g(τ)) , l > 0 ,

è ìåòðèêà

d∞(f, g) =

+∞∑

l=1

2−l
D

(ρ)
∞, l (f, g)

1 +D
(ρ)
∞, l (f, g)

.

Â äàëüíåéøåì áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî (C(R, U), d∞) ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà (L∞
loc(R, U), d∞), ñîñòîÿùåå èç íåïðåðûâíûõ �óíêöèé f : R → U.
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Ïóñòü Lp
loc(R, U), ãäå p > 1, � ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ �óíêöèé f : R → U òàêèõ, ÷òî äëÿ

ëþáîãî l > 0 ∫ l

−l

ρ p(f(τ), x0) dτ < +∞

äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) x0 ∈ U (òî åñòü f(·|[−l,l]) ∈ Lp([−l, l], U)). Íà
Lp
loc(R, U) òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ ïñåâäîìåòðèêè

D
(ρ)
p, l (f, g) =

(
1

2l

∫ l

−l

ρ p(f(τ), g(τ)) dτ

) 1
p

(ÿâëÿþùèåñÿ ìåòðèêàìè íà Lp([−l, l], U)) è ìåòðèêà

dp(f, g) =

+∞∑

l=1

2−l
D

(ρ)
p, l (f, g)

1 +D
(ρ)
p, l (f, g)

.

Íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (U, ρ) áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ìåòðèêó

ρ ′(x, y) = min {1, ρ(x, y)} , x, y ∈ U.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (U, ρ ′) ïîëíîå. Ñîâîêóïíîñòè çàìêíóòûõ è êîìïàêòíûõ ïîäìíî-

æåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (U, ρ) íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ìåòðèêå ρ ′.
Ôóíêöèè f ∈ M(R, U) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó L∞(R, (U, ρ ′)), ïîýòîìó íà M(R, U) ìîæ-

íî ââåñòè ïñåâäîìåòðèêè D
(ρ ′)
1, l (f, g), l > 0, è ìåòðèêó

d(f, g) =

+∞∑

l=1

2−l
D

(ρ ′)
1, l (f, g)

1 +D
(ρ ′)
1, l (f, g)

.

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (C(R, U), d∞), (Lp
loc(R, U), dp) è (M(R, U), d) ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè.

Íà ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëèì äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñäâèãîâ: gtf(·) = f(· + t), t ∈ R

[15℄. �åêóððåíòíûå è ïî÷òè ðåêóððåíòíûå �óíêöèè f(·) (èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ) îïðåäåëÿþòñÿ

â çàâèñèìîñòè îò òîãî, áóäóò ëè äâèæåíèÿ t 7→ gtf(·) = f(· + t) ðåêóððåíòíûìè èëè ïî÷òè

ðåêóððåíòíûìè [15, 16℄ (äëÿ ïðèíÿòûõ çäåñü îáîçíà÷åíèé ñì. òàêæå [1℄).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f ∈ C(R, U) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ðåêóððåíòíîé (ñîîòâåòñòâåííî

ðåêóððåíòíîé), åñëè t 7→ gtf(·) = f(·+ t) � ïî÷òè ðåêóððåíòíîå (ñîîòâåòñòâåííî ðåêóððåíòíîå)

äâèæåíèå â (C(R, U), d∞).

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f ∈ Lp
loc(R, U), p > 1, íàçûâàåòñÿ ïî÷òè Lp

loc-ðåêóððåíòíîé

(ñîîòâåòñòâåííî Lp
loc-ðåêóððåíòíîé), åñëè t 7→ gtf(·) = f(· + t) � ïî÷òè ðåêóððåíòíîå (ñîîò-

âåòñòâåííî ðåêóððåíòíîå) äâèæåíèå â (Lp
loc(R, U), dp).

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f ∈ M(R, U) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè M -ðåêóððåíòíîé (ñîîòâåòñòâåí-

íî M -ðåêóððåíòíîé), åñëè t 7→ gtf(·) = f(·+ t) � ïî÷òè ðåêóððåíòíîå (ñîîòâåòñòâåííî ðåêóð-

ðåíòíîå) äâèæåíèå â (M(R, U), d).

Ïðîñòðàíñòâà ïî÷òè ðåêóððåíòíûõ, ïî÷òè Lp
loc-ðåêóððåíòíûõ è ïî÷òè M -ðåêóððåíòíûõ

�óíêöèé f : R → U îáîçíà÷èì ÷åðåç R(C)(R, U), Rp(R, U) è R(R, U) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü
R (C), comp (R, U), R p, comp (R, U) è R comp (R, U) � ïðîñòðàíñòâà ðåêóððåíòíûõ, Lp

loc-ðåêóððåíò-

íûõ è M -ðåêóððåíòíûõ �óíêöèé. ×åðåç C comp (R, U), L p, comp
loc (R, U), p > 1, è M comp (R, U)

îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâà �óíêöèé f : R → U, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâàì C(R, U),
Lp
loc(R, U) è M(R, U) ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèÿ t 7→ gtf(·) = f(· + t) óñòîé÷èâû

ïî Ëàãðàíæó (ñì. [15℄). Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

R(C), comp (R, U) = R(C)(R, U)
⋂

C comp (R, U),
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Rp, comp (R, U) = Rp(R, U)
⋂

L p, comp
loc (R, U), p > 1,

Rcomp (R, U) = R(R, U)
⋂

M comp (R, U).

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî A = (A,>) íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì,

åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ α1, α2 ∈ A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò α ∈ A òàêîé, ÷òî α > α1 è α > α2 .
Åñëè A1 è A2 � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, òî ÷åðåç A1 × A2 îáîçíà÷àåòñÿ ÷àñ-

òè÷íî óïîðÿäî÷åííîå äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A1 è A2 (åñëè (α1, α2) ∈ A1 × A2

è (α ′
1, α

′
2) ∈ A1×A2, òî (α1, α2) 6 (α ′

1, α
′
2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α1 6 α ′

1 è α2 6 α ′
2). Åñëè

A1, A2 � íàïðàâëåííûå ìíîæåñòâà, òî A1 ×A2 � òàêæå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî.

Åñëè t ∈ R è ∅ 6= T, T1 , T2 ⊆ R, òî áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

t+ T
.
= {t+ τ : τ ∈ T} , T1 + T2

.
= {t1 + t2 : tj ∈ Tj , j = 1, 2} .

Äëÿ íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà A îáîçíà÷èì ÷åðåç N (A) ñîâîêóïíîñòü ìíîãîçíà÷íûõ �óíê-
öèé (íàïðàâëåííîñòåé) A ∋ α 7→ Γ(α) ⊆ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(0A) 0 ∈ Γ(α) äëÿ âñåõ α ∈ A;
(1A) åñëè α, α ′ ∈ A è α 6 α ′, òî Γ(α) ⊇ Γ(α ′);
(2A) äëÿ ëþáîãî α ∈ A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò α ′ > α òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà t ∈ Γ(α ′)

íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò α ′′ ∈ A, ÷òî t+ Γ(α ′′) ⊆ Γ(α).
Ïóñòü N ′(A) � ìíîæåñòâî íàïðàâëåííîñòåé èç N (A), óäîâëåòâîðÿþùèõ òàêæå äîïîëíè-

òåëüíîìó óñëîâèþ:

(3A) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α ∈ A íàéäóòñÿ ýëåìåíò α ′ > α è ÷èñëî δ > 0 òàêèå, ÷òî

Γ(α) ⊇ Γ(α ′) + (−δ, δ). (1.3)

Äëÿ íàïðàâëåííîñòåé Γj ∈ N (Aj), j = 1, 2, îïðåäåëèì íàïðàâëåííîñòü

A1 ×A2 ∋ α̃ = (α1, α2) 7→ (Γ1 ∩ Γ2)(α̃)
.
= Γ1(α1) ∩ Γ2(α2).

Ïðè ýòîì òàêæå Γ1 ∩ Γ2 ∈ N (A1 ×A2).
Ïóñòü Aj � íàïðàâëåííûå ìíîæåñòâà è Γj ∈ N (Aj), j = 1, 2. Íàïðàâëåííîñòü Γ1 ïîä÷è-

íåíà íàïðàâëåííîñòè Γ2 (â ýòîì ñëó÷àå ïèøåì Γ1 ≺ Γ2), åñëè äëÿ ëþáîãî α1 ∈ A1 íàéäåòñÿ

ýëåìåíò α2 ∈ A2 òàêîé, ÷òî Γ1(α1) ⊇ Γ2(α2). Åñëè Γ1 ≺ Γ2 è Γ2 ≺ Γ1 , òî íàïðàâëåííîñòè Γ1

è Γ2 ýêâèâàëåíòíû. Îòíîøåíèå ïîä÷èíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðå�ëåêñèâíûì è òðàíçèòèâíûì, ïîýòîìó

êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàïðàâëåííîñòåé îáðàçóþò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, êîòî-

ðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííûì (åñëè Γj ∈ N (Aj), j = 1, 2, òî Γj ≺ Γ1 ∩ Γ2 , j = 1, 2). Áîëåå
òîãî, åñëè Γ ′ ∈ N (A ′) è Γ ′(α) = {0} äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà α ∈ A ′, òî íàïðàâëåííîñòè Γ ′

ïîä÷èíåíû âñå íàïðàâëåííîñòè Γ ∈ N (A) (äëÿ ëþáûõ íàïðàâëåííûõ ìíîæåñòâ A).
Ìíîæåñòâî T ⊆ R íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî a > 0 òàêîå,

÷òî T ∩ [t, t+ a] 6= ∅ äëÿ âñåõ t ∈ R. Ñîâîêóïíîñòü îòíîñèòåëüíî ïëîòíûõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì
÷åðåç Srd .

Ïóñòü Nrd (A) � ìíîæåñòâî íàïðàâëåííîñòåé Γ ∈ N (A), äëÿ êîòîðûõ Γ(α) ∈ Srd ïðè âñåõ

α ∈ A; N ′
rd (A) = Nrd (A) ∩ N ′(A).

Îïðåäåëèì íàïðàâëåííûå ìíîæåñòâà A(1), A
(1)
p , ãäå p > 1, è A(2). Ïóñòü A(1)

� ìíîæåñòâî

óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (l, ε), ãäå l, ε > 0, ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà: (l1, ε1) > (l2, ε2) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà l1 > l2 è ε1 6 ε2 ; A
(1)
p � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (l, ε), ãäå l, ε > 0, ñ îòíîøå-

íèåì ïîðÿäêà: (l1, ε1) > (l2, ε2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà l1 > l2 è l1ε
p
1 6 l2ε

p
2 ; A

(2)
� ìíîæå-

ñòâî óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê (l, ε, δ), ãäå l, ε, δ > 0, ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà: (l1, ε1, δ1) > (l2, ε2, δ2)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà l1 > l2 , ε1 6 ε2 è l1δ1 6 l2δ2 .

Äëÿ �óíêöèé f : R → U èç ïðîñòðàíñòâ C(R, U), Lp
loc(R, U), p > 1, è M(R, U) îïðåäåëèì

ñîîòâåòñòâåííî íàïðàâëåííîñòè

A(1) ∋ (l, ε) 7→ Γ
(C)
f (l, ε)

.
= {t ∈ R : D

(ρ)
∞, l (f(·), f(·+ t)) < ε},
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A(1)
p ∋ (l, ε) 7→ Γ p

f (l, ε)
.
= {t ∈ R : D

(ρ)
p, l (f(·), f(·+ t)) < ε},

A(2) ∋ (l, ε, δ) 7→ Γf (l, ε, δ)
.
= {t ∈ R : mes {τ ∈ [−l, l] : ρ(f(τ), f(τ + t)) > ε} < 2lδ}.

Ëåììà 1 (ñì. [1℄). Ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

Γ
(C)
f ∈ N ′(A(1)) ⊂ N (A(1)) , Γ p

f ∈ N ′(A(1)
p ) ⊂ N (A(1)

p ) , ãäå p > 1 ,

Γf ∈ N ′(A(2)) ⊂ N (A(2)).

Èç îïðåäåëåíèé 1, 2 è 3 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

(1) �óíêöèÿ f ∈ C(R, U) ïî÷òè ðåêóððåíòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ
(C)
f ∈ Nrd (A

(1));

(2) �óíêöèÿ f ∈ Lp
loc(R, U), p > 1, ïî÷òè Lp

loc-ðåêóððåíòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Γ p
f ∈ Nrd (A

(1)
p );

(3) �óíêöèÿ f ∈ M(R, U) ïî÷òèM -ðåêóððåíòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γf ∈ Nrd (A
(2)).

Çàìå÷àíèå 1. Âìåñòî íàïðàâëåííîñòåé Γ
(C)
f , Γ p

f è Γf ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íàïðàâëåííîñòè

R+ ∋ ε 7→ Γ̃
(C)
f (ε) = {t ∈ R : D∞ (f(·), f(·+ t)) < ε−1}, f ∈ C(R, U),

R+ ∋ ε 7→ Γ̃ p
f (ε) = {t ∈ R : Dp(f(·), f(·+ t)) < ε−1}, f ∈ Lp

loc(R, U), p > 1,

R+ ∋ ε 7→ Γ̃f (ε) = {t ∈ R : D(f(·), f(·+ t)) < ε−1}, f ∈ M(R, U),

êîòîðûå ïðèíàäëåæàò N ′(R+) (ãäå R+ = (R+,>) � íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñ åñòåñòâåííûì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà). Íàïðàâëåííîñòè Γ̃
(C)
f , Γ̃ p

f è Γ̃f

ýêâèâàëåíòíû íàïðàâëåííîñòÿì Γ
(C)
f , Γ p

f è Γf ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèè f : R → U èç ïðî-

ñòðàíñòâ C(R, U), Lp
loc(R, U), p > 1, è M(R, U) ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ðåêóððåíòíûìè, ïî÷òè Lp

loc-

ðåêóððåíòíûìè è ïî÷òè M -ðåêóððåíòíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ̃
(C)
f ∈ Nrd (R

+),

Γ̃ p
f ∈ Nrd (R

+) è Γ̃f ∈ Nrd (R
+) ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçîâàíèå íàïðàâëåííîñòåé Γ

(C)
f , Γ p

f è Γf

(âìåñòî Γ̃
(C)
f , Γ̃ p

f è Γ̃f ) óïðîùàåò äîêàçàòåëüñòâà ìíîãèõ óòâåðæäåíèé (êàê â ýòîé ñòàòüå, òàê

è â [1℄).

ÏóñòüA� ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî è Γ ∈ Nrd (A).Îáîçíà÷èì ÷åðåçR
(C)
Γ (R, U),

Rp
Γ (R, U), p > 1, è RΓ (R, U) ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé èç R(C)(R, U), Rp (R, U) è R(R, U), äëÿ

êîòîðûõ Γ
(C)
f ≺ Γ, Γ p

f ≺ Γ è Γf ≺ Γ ñîîòâåòñòâåííî (÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì Γ̃
(C)
f ≺ Γ,

Γ̃ p
f ≺ Γ è Γ̃f ≺ Γ). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïóñòü R

(C), comp
Γ (R, U), R p, comp

Γ (R, U), p > 1,

è R comp
Γ (R, U) � ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé èç R(C), comp (R, U), R p, comp (R, U) è R comp (R, U), äëÿ

êîòîðûõ Γ
(C)
f ≺ Γ, Γ p

f ≺ Γ è Γf ≺ Γ ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè Γj ∈ Nrd (Aj), j = 1, 2, è Γ1 ≺ Γ2 , òî

R
(C)
Γ1

(R, U) ⊆ R
(C)
Γ2

(R, U), R
(C), comp
Γ1

(R, U) ⊆ R
(C), comp
Γ2

(R, U),

Rp
Γ1

(R, U) ⊆ Rp
Γ2

(R, U), R p, comp
Γ1

(R, U) ⊆ R p, comp
Γ2

(R, U), p > 1,

RΓ1 (R, U) ⊆ RΓ2 (R, U), R comp
Γ1

(R, U) ⊆ R comp
Γ2

(R, U).

Êàæäîìó ÷èñëó T > 0 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íàïðàâëåííîñòü

R+ ∋ ε 7→ Γ̃{T }(ε)
.
= {t ∈ R :

∣∣1− e 2πi T −1t
∣∣ < ε−1} .

Â äàëüíåéøåì äëÿ íàïðàâëåííîñòåé Γ ∈ Nrd (A) è ÷èñåë T > 0 áóäåì èñïîëüçîâàòü êðàòêîå

îáîçíà÷åíèå

Γ{T } .
= Γ ∩ Γ̃{T }.
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Ïðè ýòîì Γ ≺ Γ{T }
è Γ{T } ∈ Nrd (A×R+) [1℄. Äëÿ âñåõ T > 0 îïðåäåëèì òàêæå íàïðàâëåííîñòè

A ∋ α 7→ ΓT (α)
.
= Γ(α)

⋂
T Z ,

äëÿ êîòîðûõ íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿþòñÿ óñëîâèÿ (0A), (1A) è (2A), ïîýòîìó ΓT ∈ N (A). Òàê
êàê äëÿ ëþáûõ α ∈ A è ε > 0

ΓT (α) = Γ(α)
⋂

T Z ⊆ Γ(α)
⋂

Γ̃{T }(ε),

òî Γ{T } ≺ ΓT .

Ëåììà 2. Ïóñòü Γ ∈ N ′
rd (A), ãäå A � ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî T > 0 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå ΓT ∈ Nrd (A).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü T > 0 è α ∈ A. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (3A) âûáåðåì
ýëåìåíò α ′ > α è ÷èñëî δ ∈ (0, T2 ) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü âëîæåíèå (1.3). Èç òåîðåìû 2 â [1℄

ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî

Γ(α ′)
⋂{

t ∈ R :
∣∣1− e 2πi T −1t

∣∣ < 2 sin
πδ

T

}

îòíîñèòåëüíî ïëîòíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà

τ ∈ Γ(α ′)
⋂{

t ∈ R :
∣∣1− e 2πi T −1t

∣∣ < 2 sin
πδ

T

}

íàéäåòñÿ ÷èñëî L(τ) ∈ T Z òàêîå, ÷òî |τ − L(τ)| < δ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà L(τ) ∈ Γ(α ′) +
(−δ, δ) ⊆ Γ(α) òàêæå îáðàçóþò îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå ìíîæåñòâî. Â ñèëó âêëþ÷åíèÿ ΓT ∈ N (A)
è ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ýëåìåíòà α ∈ A èìååì ΓT ∈ Nrd (A). �

� 2. Ýëåìåíòàðíûå ïî÷òè ðåêóððåíòíûå �óíêöèè è ïî÷òè ðåêóððåíòíûå ñå÷åíèÿ

ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

Ôèêñèðóåì íàïðàâëåííîñòü Γ ∈ Nrd (A). Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

Tj ⊆ R, j ∈ N, áóäåì ïèñàòü Tj
Γ
→ ∅ ïðè j → +∞, åñëè äëÿ ëþáûõ l, δ > 0 íàéäóòñÿ ýëåìåíò

α ∈ A è ÷èñëî j0 ∈ N òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ Γ(α) è âñåõ j > j0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

mes [−l + t, l + t]
⋂

Tj < 2lδ.

Ïóñòü RΓ{R} � ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ T ⊆ R, äëÿ êîòîðûõ χT ∈ RΓ (R,R) (÷òî ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ χT ∈ R1

Γ (R,R))
2

. ×åðåç MΓ îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Tj}j ∈N ,
ñîñòîÿùèõ èç ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ Tj ⊆ R òàêèõ, ÷òî Tj ∈

RΓ{R}, j ∈ N, è R \
⋃

j 6J

Tj
Γ
→ ∅ ïðè J → +∞. (Åñëè {Tj}j ∈N ∈ MΓ , òî mes R \

⋃
j

Tj = 0.)

Ïóñòü ERΓ (R, U) � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé (1.1), äëÿ êîòîðûõ {Tj}j ∈N ∈ MΓ .
Ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå ERΓ (R, U) ⊆ RΓ (R, U) (ñì. [1℄).

Â [1℄ äîêàçàíà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Γ ∈ Nrd (A), ãäå A � ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ RΓ (R, U) è ëþáûõ ε > 0 è T > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ �óíêöèÿ

fε ∈ ERΓ{T } (R, U) òàêàÿ, ÷òî ρ(f(t), fε(t)) < ε ïðè ï. â. t ∈ R. Åñëè, êðîìå òîãî, f ∈ R p
Γ (R, U)

ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî òàêæå fε ∈ ERΓ{T } (R, U) ∩R p

Γ{T } (R, U).

2

Íà R ðàññìàòðèâàåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ìåòðèêà ρR(x, y) = |x− y|, x, y ∈ R.
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Òàê êàê Γ ≺ Γ{T }
äëÿ âñåõ T > 0, òî

ERΓ (R, U) ⊆
⋂

T > 0

ERΓ{T } (R, U).

Ïîýòîìó ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî, Γ ∈ Nrd (A) è f ∈
RΓ (R, U). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ �óíêöèÿ fε ∈ ERΓ (R, U) òàêàÿ,
÷òî ρ(f(t), fε(t)) < ε ïðè ï. â. t ∈ R. Åñëè, êðîìå òîãî, f ∈ R p

Γ (R, U) ïðè íåêîòîðîì p > 1,
òî òàêæå fε ∈ ERΓ (R, U) ∩R p

Γ (R, U).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 â îñíîâíîì ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1, ïðèâåäåííîìó

â [1℄. Êëþ÷åâûì óòâåðæäåíèåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3 (ñì. [1℄). Ïóñòü f ∈ RΓ (R,R). Òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈ R, ε > 0 è T > 0 ñóùåñòâó-
åò ìíîæåñòâî T ∈ RΓ{T } {R} òàêîå, ÷òî f(t) < a+ ε ïðè âñåõ t ∈ T è f(t) > a− ε ïðè ï. â.

t ∈ R\T.

Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ â òåîðåìå 1 ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé fε ∈ ERΓ{T } (R, U),
T > 0, âìåñòî ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé fε ∈ ERΓ (R, U) âûòåêàåò èç âêëþ÷åíèÿ T ∈ RΓ{T } {R}
äëÿ ìíîæåñòâà T èç òåîðåìû 3. Èñïîëüçîâàíèå áîëåå ñèëüíîé òåîðåìû 4 (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

ñëåäñòâèåì òåîðåìû 5) ïðèâîäèò ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2 (àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû 1 â [1℄).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f ∈ RΓ (R,R). Òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈ R è ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

T ∈ RΓ {R} òàêîå, ÷òî f(t) < a+ ε ïðè âñåõ t ∈ T è f(t) > a− ε ïðè ï. â. t ∈ R\T.

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ f ∈ M (R,R) îáëàäàåò σΓ-ñâîéñòâîì (ãäå Γ ∈ Nrd(A)), åñëè {t ∈

R : ‖f(t)‖ < 1
j
}

Γ
→ ∅ ïðè j → +∞ (îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî mes {t ∈ R : f(t) = 0} = 0).

Åñëè Γj ∈ Nrd(Aj), j = 1, 2, Γ1 ≺ Γ2 è �óíêöèÿ f ∈ M (R,R) îáëàäàåò σΓ1-ñâîéñòâîì, òî

îíà òàêæå îáëàäàåò σΓ2-ñâîéñòâîì.

Åñëè �óíêöèÿ f ∈ RΓ (R,R) îáëàäàåò σΓ-ñâîéñòâîì (ãäå Γj ∈ Nrd(A)), òî (ñì. [1℄)

{t ∈ R : f(t) < 0} ∈ RΓ {R}

(à òàêæå {t ∈ R : f(t) > 0} ∈ RΓ {R} è mes {t ∈ R : f(t) = 0} = 0). Ïîýòîìó òåîðåìà 4

íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f ∈ RΓ (R,R) (ãäå Γj ∈ Nrd(A)). Òîãäà íàéäåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå

ìíîæåñòâî Λ ⊂ R òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ λ ∈ R \Λ �óíêöèÿ f(·)− λ îáëàäàåò σΓ-ñâîéñòâîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Λ � ìíîæåñòâî ÷èñåë λ ∈ R, äëÿ êîòîðûõ

mes {t ∈ R : f(t) = λ} 6= 0.

Ìíîæåñòâî Λ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ ∈ R \Λ . Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë l, δ > 0
íàéäåòñÿ ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî

mes {τ ∈ [−l, l] : |f(τ)− λ| 6 ε} 6 lδ.

Òàê êàê Γf ≺ Γ, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò α ∈ A òàêîé, ÷òî Γf (l,
ε
2 ,

δ
2) ⊇ Γ(α). Ïîýòîìó äëÿ âñåõ

t ∈ Γ(α)

mes
{
τ ∈ [−l, l] : |f(τ)− f(τ + t)| >

ε

2

}
< lδ.
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Ïóñòü j ∈ N � ëþáîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî j > 2ε−1. Åñëè (äëÿ íåêîòîðîãî τ ∈ [−l, l])

|f(τ + t)− λ| = |(f(τ)− f(τ + t))− (f(τ)− λ)| <
1

j
<

ε

2
,

òî ëèáî |f(τ)−λ| 6 ε, ëèáî |f(τ)−λ| > ε, íî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå |f(τ)− f(τ + t)| > ε
2 . Ïîýòîìó

(äëÿ âñåõ t ∈ Γ(α) è âñåõ ÷èñåë j ∈ N, äëÿ êîòîðûõ j > 2ε−1
)

mes [−l + t, l + t]
⋂{

τ ∈ R : |f(τ)− λ| <
1

j

}
= mes

{
τ ∈ [−l, l] : |f(τ + t)− λ| <

1

j

}
6

6 mes {τ ∈ [−l, l] : |f(τ)− λ| 6 ε}+ mes
{
τ ∈ [−l, l] : |f(τ)− f(τ + t)| >

ε

2

}
6 lδ + lδ = 2lδ.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ÷èñåë l, δ > 0 ñëåäóåò, ÷òî

{
t ∈ R : |f(t)− λ| <

1

j

} Γ
→ ∅

ïðè j → +∞, ïîýòîìó (â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 4) �óíêöèÿ f(·)− λ îáëàäàåò σΓ-ñâîéñòâîì. �

Àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 5 óòâåðæäåíèå äëÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî Âåéëþ è ïî÷òè ïåðèîäè-

÷åñêèõ ïî Áåçèêîâè÷ó �óíêöèé ïðèâåäåíî â [17℄.

Èç òåîðåìû 5 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ RΓ (R,R) (ãäå Γ ∈ Nrd (A)) íàéäåòñÿ
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî Λ ⊂ R òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ λ ∈ R \Λ

{t ∈ R : f(t) < λ} ∈ RΓ {R}.

Ïóñòü M comp {R} � ñîâîêóïíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ T ⊆ R, äëÿ êîòîðûõ χT ∈
M comp (R,R); R comp {R} � ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ T ⊆ R, äëÿ êîòîðûõ χT ∈ R comp (R,R)
(÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ χT ∈ R 1, comp (R,R)). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (ñì. [1℄)

R comp {R} = R{R}
⋂

M comp {R}. (2.1)

Ïðèâåäåì ïðèìåð �óíêöèè f ∈ R (C), comp (R,R), äëÿ êîòîðîé |f(t)| < 1 ïðè âñåõ t ∈ R,

è òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ (−1, 1)

{t ∈ R : f(t) < λ} /∈ R comp {R}

(è, êðîìå òîãî, ðàâåíñòâî f(t) = λ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ÷èñåë t ∈ R, íå

èìåþùåãî êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê).

Ïðèìåð 1. Îïðåäåëèì âíà÷àëå ïåðèîäè÷åñêèå (ñ ïåðèîäîì 2j) ìíîæåñòâà Aj ⊂ Z, j ∈ N.

Ïîëîæèì a1 = 0 ∈ A1
.
= 2Z, B1 = Z \A1 , a2 = 1 ∈ A2

.
= 1+4Z, B2 = B1\A2 . ×èñëà aj è (ïåðèî-

äè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì 2j) ìíîæåñòâà Aj , Bj äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿåì ïðè j = 3, 4, . . . .
Åñëè ìíîæåñòâî Bj óæå îïðåäåëåíî ïðè íåêîòîðîì j > 2, òî ïóñòü aj+1 � áëèæàéøåå ê 0 ÷èñëî

èç ýòîãî ìíîæåñòâà. (Îíî îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì îáðàçîì.) Ìíîæåñòâî Bj ðàñïàäàåòñÿ íà

äâà ïåðèîäè÷åñêèõ ñ ïåðèîäîì 2j+1
ìíîæåñòâà Aj+1 è Bj+1 ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ÷èñëàìè. Ñ÷è-

òàåì, ÷òî aj+1 ∈ Aj+1 . Ïðîäîëæèì ïðîöåññ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ Bj äî áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà

Aj = aj + 2jZ, j ∈ N, ìíîæåñòâà Aj ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è Z =
⋃

j ∈N

Aj . ×èñëà aj ìîæíî

îïðåäåëèòü ÿâíî. Òàê êàê ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà aj+1 = aj + (−2)j−1, j ∈ N, òî

aj =
1

3

(
1− (−2)j−1

)
.

Ìíîæåñòâà Aj ðàññìàòðèâàëèñü è èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçíûõ ïðèìåðîâ â [19℄.

Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ν ∈ N ïåðåíóìåðóåì ñ ïîìîùüþ èíäåêñà s ∈ N âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

r
(ν)
s ∈ (−1 + 2−ν , 1 − 2−ν) \{0}. Íóìåðàöèÿ ïðè ðàçíûõ ν âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî, ïîýòîìó
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îäíî è òî æå ÷èñëî r ∈ Q äëÿ ðàçíûõ ν ìîæåò èìåòü ðàçíûå èíäåêñû s. Äëÿ âñåõ ν, µ, s ∈ N

îïðåäåëèì íåïðåðûâíûå �óíêöèè

[0, 1] ∋ τ 7→ fν, µ, s(τ) =





3r
(ν)
s τ, åñëè 0 6 τ 6 1/3,

r
(ν)
s + 2−ν−µ+1 sin(2µπ(3τ − 1)), åñëè 1/3 < τ 6 2/3,

3r
(ν)
s (1− τ), åñëè 2/3 < τ 6 1.

Èìååì |fν, µ, s(τ)| < 1 ïðè âñåõ τ ∈ [0, 1] è fν, µ, s(0) = fν, µ, s(1) = 0. Êàæäîìó ÷èñëó n ∈
Z ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî j = j(n) ∈ N òàê, ÷òî n ∈ Aj . Óñòàíîâèì òàêæå êàêîå-

ëèáî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ÷èñëàìè j ∈ N è óïîðÿäî÷åííûìè òðîéêàìè

(ν, µ, s) ∈ N3
: ν = ν(j), µ = µ(j), s = s(j), j ∈ N. Îïðåäåëèì �óíêöèþ

R ∋ t 7→ f(t) = fν(j([t])), µ(j([t])), s(j([t]))(t− [t])

(ãäå [t] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà t ∈ R). Ôóíêöèÿ f : R → R íåïðåðûâíà, |f(t)| < 1 ïðè âñåõ

t ∈ R è èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé fν, µ, s(·) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ (−1, 1) ìíîæåñòâî ÷èñåë
t ∈ R, äëÿ êîòîðûõ f(t) = λ, ñ÷åòíî è íå èìååò êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Òàê êàê ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà Aj , j ∈ N, ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïåðèîäàìè 2j , òî äëÿ

ëþáîãî J ∈ N îãðàíè÷åíèå �óíêöèè f íà ïåðèîäè÷åñêîå ñ ïåðèîäîì 2J ìíîæåñòâî

⋃

j 6J

⋃

a∈Aj

[a, a+ 1]

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 2J �óíêöèåé. Òîãäà èç ðàâåíñòâà Z =
⋃

j ∈N

Aj ñëåäóåò, ÷òî

f ∈ R(C) (R,R). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé

(ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà C(f) = 3π). Ïîýòîìó f ∈ R (C), comp (R,R). Òåïåðü çà�èêñèðóåì ÷èñëî

λ ∈ (−1, 1). Âûáåðåì ÷èñëî ν ∈ N òàê, ÷òî λ ∈ (−1 + 2−ν , 1− 2−ν). Äëÿ ÷èñåë µ ∈ N îïðåäåëèì

�óíêöèè

[
1
3 ,

2
3

]
∋ τ 7→ gµ(τ) ∈ {0, 1} : gµ(τ) = 0, åñëè 3τ − 1 ∈ [m2−µ, (m + 1)2−µ), ãäå m =

0, 2, 4, . . . , 2µ−2, è gµ(τ) = 1, åñëè 3τ −1 ∈ [m2−µ, (m+1)2−µ), ãäå m = 1, 3, . . . , 2µ−1. Ïîëîæèì
òàêæå gµ

(
2
3

)
= 1. Åñëè µ1 6= µ2, òî

∫ 2
3

1
3

|gµ1(τ)− gµ2(τ)| dτ =
1

12
. (2.2)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî µ ∈ N íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s
(µ)
k ∈ N, k ∈ N, ÷òî

s
(µ)
k → +∞ è r

(ν)

s
(µ)
k

→ λ ïðè k → +∞. Òîãäà, îáîçíà÷èâ

T
(ν,µ)
k =

{
τ ∈

[
1

3
,
2

3

]
: f

ν, µ, s
(µ)
k

(τ) < λ

}
,

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ ν, µ ∈ N

∫ 2
3

1
3

|χ
T

(ν,µ)
k

(τ)− gµ(τ)| dτ → 0

ïðè k → +∞, ÷òî âìåñòå ñ (2.2) îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé ìíî-

æåñòâ {τ ∈ [0, 1] : fν, µ, s(τ) < λ}, ν, µ, s ∈ N, íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì â L1([0, 1],R).
Ïîýòîìó χ {t∈R : f(t)<λ} /∈ M 1, comp (R,R),

{t ∈ R : f(t) < λ} /∈ M comp {R}

è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (2.1)),

{t ∈ R : f(t) < λ} /∈ R comp {R}

(ïðè ýòîì {t ∈ R : f(t) < λ} ∈ R{R} äëÿ âñåõ λ ∈ R).
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Çàìå÷àíèå 2. Åñëè T ∈ R comp {R}, òî R \T ∈ R comp {R}. Ïîýòîìó äëÿ �óíêöèè f ∈
R (C), comp (R,R) èç ïðèìåðà 1 ïðè âñåõ λ ∈ (−1, 1) (òàê êàê mes {t ∈ R : f(t) = λ} = 0)
òàêæå èìååì

{t ∈ R : f(t) > λ} /∈ R comp {R} .

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèÿ f ∈ R (C), comp (R,R), äëÿ êîòîðîé |f(t)| < 1
ïðè âñåõ t ∈ R è òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ÷èñåë λ ∈ Q

⋂
(−1, 1)

{t ∈ R : f(t) < λ} /∈ R{R} , {t ∈ R : f(t) > λ} /∈ R{R} .

Ïðè ýòîì mes {t ∈ R : f(t) = λ} 6= 0 äëÿ âñåõ λ ∈ Q
⋂

(−1, 1) è äëÿ êàæäîãî λ ∈ (−1, 1) \Q
ðàâåíñòâî f(t) = λ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ÷èñåë t ∈ R, íå èìåþùåãî êîíå÷íûõ

ïðåäåëüíûõ òî÷åê (áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ λ ∈ (−1, 1) \Q è ξ ∈ R ìíîæåñòâî {t ∈ [ξ, ξ + 1
3 ] :

f(t) = λ} ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç äâóõ òî÷åê).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü aj ∈ Z, j ∈ N, � ÷èñëà èç ïðèìåðà 1. Äëÿ íèõ ìíîæåñòâà Aj = aj + 2 j Z

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è Z =
⋃

j ∈N

Aj . Ïåðåíóìåðóåì âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà rj ∈ (−1, 1),

j ∈ N. Äëÿ j ∈ N è ε > 0 îïðåäåëèì �óíêöèè

[0, 1] ∋ τ 7→ g(j; τ) =





3rjτ, åñëè 0 6 τ 6 1/3,
rj, åñëè 1/3 < τ 6 2/3,
3rj(1− τ), åñëè 2/3 < τ 6 1,

[0, 1] ∋ τ 7→ g(j; ε; τ) =





3(rj + ε)τ, åñëè 0 6 τ 6 1/3,
rj − 6ε(τ − 1/2), åñëè 1/3 < τ 6 2/3,
3(rj − ε)(1 − τ), åñëè 2/3 < τ 6 1.

Ïóñòü ε
(j)
k > 0, k ∈ N, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ ε

(j)
k <

min {1 − rj, 1 + rj} è ε
(j)
k ↓ 0 ïðè k → +∞, j ∈ N. (Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ε

(j)
1 ↓ 0 ïðè

j → +∞.) Òàê êàê

Z = {0}
⋃( +∞⋃

k=1

2 k−1
(
1 + 2Z

))
,

òî êàæäîå ìíîæåñòâî Aj ðàçáèâàåòñÿ íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà {aj} èAj, k =
aj + 2 j+k−1(1 + 2Z), k ∈ N. Äëÿ âñåõ j ∈ N îïðåäåëèì íåïðåðûâíûå �óíêöèè

R ∋ t 7→ fj(t) =





0, åñëè [t] /∈ Aj ,
g(j; t − [t]), åñëè [t] = aj ,

g(j, ε
(j)
k ; t− [t]), åñëè [t] ∈ Aj, k, k ∈ N.

Ôóíêöèè fj(·) ëèïøèöåâû (ñ êîíñòàíòàìè Ëèïøèöà C(fj) 6 6). Èç âûáîðà �óíêöèé g(j; ·)

è g(j, ε
(j)
k ; ·) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî k0 = k0(δ, j) ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

N ∋ k > k0, âñåõ m ∈ Z è âñåõ t ∈ R

|fj(t+ 2 j+k−1m)− fj(t)| < δ. (2.3)

Îïðåäåëèì òåïåðü íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ R ∋ t 7→ f(t) ∈ (−1, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ fj(t) ïðè
[t] ∈ Aj , j ∈ N. Èç (2.3) ñëåäóåò, ÷òî f ∈ R (C) (R,R). (Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ λ ∈ (−1, 1) \Q
ìíîæåñòâî ÷èñåë t ∈ R, äëÿ êîòîðûõ f(t) = λ, ñ÷åòíî è íå èìååò êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê

è mes {t ∈ R : f(t) = λ} 6= 0 ïðè âñåõ λ ∈ Q
⋂

(−1, 1).) Ôóíêöèÿ f(·) òàêæå ëèïøèöåâà (êàê

è �óíêöèè fj) ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà C(f) 6 6. Ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ R (C), comp (R,R). Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, äëÿ âñåõ j, k ∈ N

{τ ∈ [−1, 1] : g(j; τ) < rj}
⋂[

1

3
,
2

3

]
= ∅, {τ ∈ [−1, 1] : g(j; ε

(j)
k ; τ) < rj} ⊇

(
1

2
,
2

3

]
. (2.4)
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Îáîçíà÷èì T −
j = {t ∈ R : f(t) < rj}, j ∈ N. Òîãäà èç (2.4) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ m ∈ Z \ {0}

∫ 1

0
|χT −

j
(aj + τ)− χT −

j
(aj + 2 jm+ τ)| dτ >

1

6
.

Ïîýòîìó (â ñèëó ëåìì 1 è 2) χT −
j

/∈ R 1 (R,R) è, ñëåäîâàòåëüíî, T −
j = {t ∈ R : f(t) < rj} /∈

R{R}. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ âñåõ j, k ∈ N

{τ ∈ [−1, 1] : g(j; τ) > rj}
⋂[

1

3
,
2

3

]
= ∅, {τ ∈ [−1, 1] : g(j; ε

(j)
k ; τ) > rj} ⊇

[
1

3
,
1

2

)
. (2.5)

Åñëè T +
j

.
= {t ∈ R : f(t) > rj}, òî èç (2.5) òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ m ∈ Z \ {0}

∫ 1

0
|χ

T +
j
(aj + τ)− χ

T +
j
(aj + 2 jm+ τ)| dτ >

1

6
.

Ïîýòîìó χT +
j

/∈ R 1 (R,R) è, ñëåäîâàòåëüíî, T +
j = {t ∈ R : f(t) > rj} /∈ R{R}.

Çàìå÷àíèå 3. Íåñêîëüêî èçìåíèâ ïîñòðîåíèå �óíêöèè f èç ïðèìåðà 2 (ïåðåíóìåðîâàâ âñå

÷èñëà rj ∈ Q, j ∈ N, è îòêàçàâøèñü îò óñëîâèÿ ε
(j)
k < min {1 − rj, 1 + rj}), ìîæíî îïðåäåëèòü

�óíêöèþ f ∈ R (C) (R,R) òàêóþ, ÷òî äëÿ âñåõ λ ∈ Q

{t ∈ R : f(t) < λ} /∈ R{R} , {t ∈ R : f(t) > λ} /∈ R{R}

(ïðè ýòîì òàêæå mes {t ∈ R : f(t) = λ} 6= 0 äëÿ âñåõ λ ∈ Q è äëÿ âñåõ λ ∈ R \Q ìíîæåñòâî

÷èñåë t ∈ R, äëÿ êîòîðûõ f(t) = λ, ñ÷åòíî è íå èìååò êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê).

Òåîðåìà 6 (ñì. [1℄). Åñëè f ∈ R comp
Γ (R,R) (ãäå Γ ∈ Nrd (A)), òî äëÿ ëþáûõ a ∈ R, ε > 0

è T > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî T ∈ R comp

Γ{T } {R} òàêîå, ÷òî f(t) < a + ε ïðè âñåõ t ∈ T

è f(t) > a − ε ïðè ï. â. t ∈ R \T. Åñëè, áîëåå òîãî, f ∈ R
(C), comp
Γ (R,R), òî ìíîæåñòâî T

ìîæíî âûáðàòü çàìêíóòûì.

Çàìå÷àíèå 4. Âîçìîæíîñòü â òåîðåìå 6 (äëÿ �óíêöèé f ∈ R
(C), comp
Γ (R,R)) âûáèðàòü ìíî-

æåñòâà T çàìêíóòûìè ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 14 â [1℄.

Ïóñòü Cl b U � ìíîæåñòâî íåïóñòûõ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà

(U, ρ). Íà Cl b U îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðèêà Õàóñäîð�à

dist (X,Y ) = max { sup
x∈X

ρ(x, Y ), sup
y ∈Y

ρ(y,X) }, X, Y ∈ Cl b U,

ãäå ρ(x, P ) = inf
y ∈P

ρ(x, y) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x ∈ U äî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà P ⊆ U. Ìåòðè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Cl b U,dist) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ R ∋ t 7→ F (t) ∈ Cl b U, êîòîðûå îòîæ-
äåñòâëÿþòñÿ ñ �óíêöèÿìè ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (Cl b U,dist).

Èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ f : R → U íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì (èçìåðèìîãî) ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðà-

æåíèÿ F : R → Cl b U, åñëè f(t) ∈ F (t) ïðè ï. â. t ∈ R.

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò

Òåîðåìà 7. Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, F ∈ RΓ (R,Cl b U) è g ∈
RΓ (R, U), ãäå Γ ∈ Nrd (A). Òîãäà äëÿ ëþáîé íåóáûâàþùåé �óíêöèè η : [0,+∞) → [0,+∞),
äëÿ êîòîðîé η(0) = 0 è η(ξ) > 0 ïðè ξ > 0, íàéäåòñÿ �óíêöèÿ f ∈ RΓ (R, U) òàêàÿ, ÷òî

f(t) ∈ F (t) è ρ(f(t), g(t)) 6 ρ(g(t), F (t)) + η(ρ(g(t), F (t))) ïðè ï. â. t ∈ R. Åñëè, êðîìå òîãî,

F ∈ R p
Γ (R,Cl b U) ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî òàêæå f ∈ R p

Γ (R, U).

Â òåîðåìå 7 íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî U = (B, ‖ · ‖) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è ìíîãîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå R ∋ t 7→ F (t) ⊆ U èìååò âûïóêëûå îáðàçû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7 (êàê è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2) çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. Îíî

â îñíîâíîì ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 èç [1℄, â êîòîðîì íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü

òåîðåìó 2 âìåñòî òåîðåìû 1.
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� 3. Âàðèàíò òåîðåìû Ëóçèíà äëÿ ðåêóððåíòíûõ �óíêöèé

Ôèêñèðóåì íàïðàâëåííîñòü Γ ∈ Nrd (A) (ãäå A � ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåííîå ìíîæå-

ñòâî). ×åðåç R comp
Γ {R} îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ T ∈ R comp {R}, äëÿ êîòîðûõ

χT ∈ R comp
Γ (R,R) (÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ χT ∈ R 1, comp

Γ (R,R)). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

R comp
Γ {R} = RΓ {R}

⋂
M comp {R}

(êîòîðîå óòî÷íÿåò ðàâåíñòâî (2.1)).

Åñëè T ∈ R comp
Γ {R}, òî R \T ∈ R comp

Γ {R}. Åñëè T1, T2 ∈ R comp
Γ {R}, òî ìíîæåñòâà T1 ∩ T2 ,

T1 ∪ T2 è T1 \T2 òàêæå ïðèíàäëåæàò R comp
Γ {R} [1℄.

Äëÿ èçìåðèìûõ (ïî Ëåáåãó) ìíîæåñòâ T ⊆ R îáîçíà÷èì

κl(T ) = sup
t∈R

1

2l
mes [t− l, t+ l]

⋂
T, l > 0.

Äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà T ⊆ R è ÷èñåë l1 > 0 è l2 > l1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

l1
l2

κl1(T ) 6 κl2(T ) 6
l1
l2

(
−

[
−
l2
l1

])
κl1(T ).

Åñëè Tj ⊆ R, j ∈ N, � èçìåðèìûå ìíîæåñòâà, òî

κl (
⋃

j ∈N

Tj) 6
∑

j ∈N

κl(Tj) , l > 0

(ïðè ýòîì ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ). Èç îïðåäåëåíèÿ

ïðîñòðàíñòâà R 1, comp
Γ (R,R) ñëåäóåò, ÷òî åñëè T ⊆ R � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, Tj ∈ R comp

Γ {R},
Tj ⊆ T, j ∈ N, è κl(T \Tj) → 0 ïðè j → +∞ äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0,
òî T ∈ R comp

Γ {R}. Â ÷àñòíîñòè, åñëè Tj ∈ R comp
Γ {R}, j ∈ N, è

∑

j ∈N

κl(Tj) < +∞, l > 0,

òî

⋃
j ∈N

Tj ∈ R comp
Γ {R}.

Ïóñòü M � ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Tj}j ∈N , ñîñòîÿùèõ èç ïîïàðíî íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ Tj ⊆ R, j ∈ N, òàêèõ, ÷òî

κl

(
R \

⋃

j 6 J

Tj

)
→ 0

ïðè J → +∞, l > 0. Åñëè {Tj}j ∈N ∈ M, òî R \
⋃

j 6J

Tj
Γ
→ ∅ ïðè J → +∞ (äëÿ ëþáîé íàïðàâ-

ëåííîñòè Γ ∈ Nrd (A)). Ïóñòü M
comp

� ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Tj}j ∈N ∈ M, äëÿ
êîòîðûõ χTj

∈ M comp (R,R) ïðè âñåõ j ∈ N. Îáîçíà÷èì M
comp
Γ = MΓ ∩M

comp.

Ëåììà 3 (ñì. [1℄). Åñëè {Tj}j ∈N ∈ M
comp
Γ , òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Q ⊆ N ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ìíîæåñòâ (â ëþáîì ïîðÿäêå) Tj , j ∈ Q, è R \
⋃

j ∈Q
Tj (êîòîðóþ, åñëè íåîáõîäèìî,

âñåãäà ìîæíî äîïîëíèòü ïóñòûìè ìíîæåñòâàìè äî ñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) òàêæå

ïðèíàäëåæèò M
comp
Γ .

×åðåç ER comp
Γ (R, U) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé (1.1), äëÿ êîòîðûõ

{Tj}j ∈N ∈ M
comp
Γ , òî åñòü òàêèõ, ÷òî

Tj ∈ R comp
Γ {R}, j ∈ N,
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è κl

(
R \

⋃
j 6J

Tj

)
→ 0 ïðè J → +∞, l > 0. Ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå

ER comp
Γ (R, U) ⊆ R comp

Γ (R, U).

Áîëåå òîãî, â [1℄ äîêàçàíà

Ëåììà 4. Ïóñòü {Tj}j ∈N ∈ M
comp
Γ è fj ∈ R comp

Γ (R, U), j ∈ N. Òîãäà
∑

j

fj(·)χTj
(·) ∈ R comp

Γ (R, U).

Äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåì òàêæå ïðèâåäåíû â [1℄.

Òåîðåìà 8 (ñì. [1℄). Äëÿ âñåõ p > 1

R p, comp
Γ (R, U) = RΓ (R, U)

⋂
L p, comp
loc (R, U).

Òåîðåìà 9 (ñì. [1℄). Ïóñòü Γ ∈ Nrd (A), ãäå A � ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ R comp
Γ (R, U) è ëþáûõ ε > 0 è T > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ

�óíêöèÿ fε ∈ ER comp

Γ{T } (R, U) òàêàÿ, ÷òî ρ(f(t), fε(t)) < ε ïðè ï. â. t ∈ R. Åñëè, êðîìå òîãî,

f ∈ R p, comp
Γ (R, U) ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî òàêæå fε ∈ ER comp

Γ{T } (R, U) ∩R p, comp

Γ{T } (R, U).

Ñïðàâåäëèâà òàêæå ïðîñòàÿ

Ëåììà 5. Åñëè fj ∈ R
(C), comp
Γ (R, U), j ∈ N, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé fj , j ∈ N,

ðàâíîìåðíî (íà R) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé �óíêöèè f : R → U, òî f ∈ R
(C), comp
Γ (R, U).

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (U, ρ) = (B, ‖ · ‖) � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

(è ρ(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈ B).

Çàìå÷àíèå 5. Â ñèëó òåîðåìû Ôðåøå [18℄ ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (U, ρ) ìîæíî
èçîìåòðè÷åñêè âëîæèòü â íåêîòîðîå (âåùåñòâåííîå) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Èñïîëüçîâàíèå

òàêîãî âëîæåíèÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ óïðîùàåò äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåííûõ â ñòàòüå óòâåðæäåíèé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (¾ðåêóððåíòíûé¿ âàðèàíò òåîðåìû Ëóçèíà) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâ-

íûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû. Òåîðåìà 10 àíàëîãè÷íà òåîðåìå 3 èç [19℄, êîòîðóþ ìîæíî

ñ÷èòàòü ¾ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì¿ âàðèàíòîì òåîðåìû Ëóçèíà.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü (B, ‖ · ‖) � (âåùåñòâåííîå) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Γ ∈ Nrd (A), ãäå
A � ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî, è f ∈ R comp

Γ (R,B). Òîãäà äëÿ ëþáûõ δ > 0

è T > 0 ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî T ∈ R comp

Γ{T } {R} è �óíêöèÿ F ∈ R
(C), comp

Γ{T } (R,B) òàêèå,

÷òî κ1(R \T ) < δ è F(t) = f(t) ïðè âñåõ t ∈ T.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç òåîðåìû 9 è îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ �óíê-

öèé ER comp

Γ{T } (R,B) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà T ′ ∈ R comp

Γ{T } {R} òàêîãî, ÷òî κ1(R \T ′) < δ
2

è �óíêöèÿ f(t) îïðåäåëåíà ïðè âñåõ t ∈ T ′
è îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå T ′. Îïðåäåëèì �óíêöèþ

R ∋ t 7→ g(t) =

{
f(t) , åñëè t ∈ T ′,
0 , åñëè t ∈ R \T ′.

Òàê êàê �óíêöèÿ g(·) îãðàíè÷åíà, òî èç ëåììû 4 (è òåîðåìû 8) ïîëó÷àåì, ÷òî g ∈ R 1, comp

Γ{T } (R,B).

Âûáåðåì ÷èñëà δj > 0 è αj > 0, j ∈ N, òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

∑
j

δj < δ
2

è

∑
j

αj < +∞. Äëÿ êàæäîãî ε > 0 îïðåäåëèì �óíêöèþ

R ∋ t 7→ gε(t) =
1

2ε

∫ t+ε

t−ε

g(η) dη
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(èíòåãðàë Áîõíåðà [20, ñ. 189℄). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî gε ∈ R
(C), comp

Γ{T } (R,B). Èç òåîðåìû î äè�-

�åðåíöèðóåìîñòè èíòåãðàëà Áîõíåðà [20, ñ. 192℄ è ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà �óíêöèé

g(·+ t), t ∈ R, â ïðîñòðàíñòâàõ L1([−l, l],B), l > 0, ñëåäóåò, ÷òî

sup
ξ∈R

∫ ξ+1

ξ

‖g(t) − gε(t)‖ dt → 0 (3.1)

ïðè ε → 0. Èç îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèé g(·)− gε(·) è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1℄ (ñì., â ÷àñòíîñòè,

[1, ëåììà 43℄) âûòåêàåò âêëþ÷åíèå

‖g(·) − gε(·)‖ ∈ R 1, comp
Γ (R,R).

Ïîýòîìó èç (3.1) è òåîðåìû 6 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî j ∈ N ñóùåñòâóþò ÷èñëî εj > 0 è ìíî-

æåñòâî Tj ∈ R comp

Γ{T } {R} òàêèå, ÷òî κ1(R \Tj) < δj è ïðè âñåõ t ∈ Tj �óíêöèÿ g(t) îïðåäåëåíà
è

‖g(t) − gεj (t)‖ < αj .

Ïîëîæèì T ′′ =
⋂
j

Tj = R \
⋃
j

(R \Tj). Ïðè ýòîì R \Tj ∈ R comp

Γ{T } {R}, j ∈ N,

∑

j

κj(R \Tj) 6
∑

j

δj <
δ

2
,

ïîýòîìó

⋃
j

(R \Tj) ∈ R comp

Γ{T } {R} è, ñëåäîâàòåëüíî, T ′′ =
⋂

j ∈N

Tj ∈ R comp

Γ{T } {R}. Áîëåå òîãî,

κ1(R \T ′′) < δ
2 . Ïóñòü

Y (ε;x) =

{
x, åñëè ‖x‖ < ε,
ε‖x‖−1x, åñëè ‖x‖ > ε,

ε > 0, x ∈ B. Äëÿ âñåõ x, y ∈ B âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖Y (ε;x)−Y (ε; y)‖ 6 2 ‖x−y‖, ïîýòîìó

äëÿ ëþáîé �óíêöèè G ∈ R
(C), comp

Γ{T } (R,B) èìååì

Y (ε;G(·) ∈ R
(C), comp

Γ{T } (R,B).

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè j = 1, 2, . . . �óíêöèè Fj ∈ R
(C), comp

Γ{T } (R,B). Ïîëîæèì F1(·) =
gε1(·). Åñëè �óíêöèÿ Fj(·) ïðè íåêîòîðîì j ∈ N óæå îïðåäåëåíà, òî ïîëîæèì

Fj+1(t) = Fj(t) + Y (αj + αj+1 ; gεj+1(t)−Fj(t)), t ∈ R.

Òîãäà ‖Fj+1(t)−Fj(t)‖ 6 αj + αj+1 äëÿ âñåõ t ∈ R è Fj+1(t) = gεj+1(t) äëÿ âñåõ t ∈ T ′′
, j ∈ N.

Åñëè j → +∞, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé Fj ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé �óíêöèè

F ∈ R
(C), comp

Γ{T } (R,B) (ñì. ëåììó 5). Ïðè ýòîì F(t) = g(t) ïðè âñåõ t ∈ T ′′
. Îñòàëîñü ïîëîæèòü

T = T ′
⋂

T ′′ ∈ R comp

Γ{T } {R}. Òîãäà

κ1(R \T ) 6 κ1(R \T ′) + κ1(R \T ′′) < δ

è F(t) = f(t) ïðè âñåõ t ∈ T. �

Çàìå÷àíèå 6. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10 f ∈ R p, comp
Γ (R,B) ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü �óíêöèþ F ∈ R
(C), comp

Γ{T } (R,B), äëÿ êîòîðîé (êðîìå ñâîéñòâ,

ïðèâåäåííûõ â òåîðåìå 10) äëÿ âñåõ ξ ∈ R âûïîëíÿåòñÿ òàêæå îöåíêà

∫

[ξ,ξ+1]\T
‖F(t)‖p dt 6

∫

[ξ,ξ+1]\T
‖f(t)‖p dt + ε p. (3.2)
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Äåéñòâèòåëüíî, âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10. Ôèêñèðóåì ÷èñëî

ε > 0. Ïóñòü
C = sup

t∈R

‖g(t)‖ = sup
t∈T ′

‖f(t)‖ .

Âûáåðåì ÷èñëî β > 0 òàê, ÷òî

β + p(β
1
p + C) p−1 β

1
p 6 ε p,

è ÷èñëà ε ′ > 0 è ε ′′ > 0, äëÿ êîòîðûõ

2ε ′ + (2C)
p−1
p (ε ′′)

1
p 6 β

1
p .

Äëÿ ÷èñåë αj > 0, j ∈ N, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

∑
j

αj < ε ′. Òàêæå ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî

ε1 > 0 òàê, ÷òîáû, êðîìå íåðàâåíñòâà ‖g(t)−gε1(t)‖ < α1 , êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ t ∈ T1 ,
âûïîëíÿëîñü áû è íåðàâåíñòâî

sup
ξ∈R

∫ ξ+1

ξ

‖g(t) − gε1(t)‖ dt < ε ′′.

Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè gε1(·) ïîëó÷àåì, ÷òî ‖gε1(t)‖ 6 C ïðè âñåõ t ∈ R. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

äëÿ âñåõ t ∈ R

‖F(t) − gε1(t)‖ 6

+∞∑

j=1

‖Fj+1(t)−Fj(t)‖ 6

+∞∑

j=1

(αj + αl+1) < 2ε ′.

Ïîýòîìó (äëÿ âñåõ ξ ∈ R)
(∫

[ξ,ξ+1]\T ′

‖F(t)‖p dt

) 1
p

6

6

(∫ ξ+1

ξ

‖F(t) − gε1(t)‖
p dt

) 1
p

+

(∫

[ξ,ξ+1]\T ′

‖gε1(t)‖
p dt

) 1
p

<

< 2ε ′ + C
p−1
p

(∫

[ξ,ξ+1]\T ′

‖gε1(t)− g(t)‖ dt

) 1
p

6 2ε ′ + C
p−1
p (ε ′′)

1
p < β

1
p ,

(∫

[ξ,ξ+1]
⋂

T ′

‖F(t)‖p dt

) 1
p

6

(∫ ξ+1

ξ

‖F(t)− gε1(t)‖
p dt

) 1
p

+

+

(∫

[ξ,ξ+1]
⋂

T ′

‖gε1(t)− g(t)‖p dt

) 1
p

+

(∫

[ξ,ξ+1]
⋂

T ′

‖f(t)‖p dt

) 1
p

6

6 2ε ′ + (2C)
p−1
p

(∫

[ξ,ξ+1]
⋂

T ′

‖gε1(t)− g(t)‖ dt

) 1
p

+

(∫

[ξ,ξ+1]
⋂

T ′

‖f(t)‖p dt

) 1
p

6

6 β
1
p +

(∫ ξ+1

ξ

‖f(t)‖p dt

) 1
p

è, ñëåäîâàòåëüíî,

∫ ξ+1

ξ

‖F(t)‖p dt 6

∫

[ξ,ξ+1]\T ′

‖F(t)‖p dt +

∫

[ξ,ξ+1]
⋂

T ′

‖F(t)‖p dt < (3.3)

< β +

(
β

1
p +

(∫

[ξ,ξ+1]
⋂

T ′

‖f(t)‖p dt

) 1
p
)p

6

6 β + p(β
1
p + C) p−1 β

1
p +

∫

[ξ,ξ+1]
⋂

T ′

‖f(t)‖p dt 6 ε p +

∫ ξ+1

ξ

‖f(t)‖p dt.

Îöåíêà (3.2) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà (3.3), òàê êàê F(t) = f(t) ïðè âñåõ t ∈ T.
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò âîçìîæíîñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10 ñ÷èòàòü ìíîæåñòâà T çàìêíó-

òûìè.

Ëåììà 6. Ïóñòü T ∈ R comp
Γ {R}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ δ > 0 è T > 0 íàéäåòñÿ çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî T ′ ⊆ T òàêîå, ÷òî T ′ ∈ R comp

Γ{T } {R} è κ1(T \T ′) < δ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì

fε(t) =
1

2ε
mes [t− ε, t+ ε]

⋂
T,

t ∈ R, ε > 0. Òàê êàê T ∈ R comp
Γ {R}, òî (êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 10) íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî

fε(·) ∈ R
(C), comp
Γ (R,R).

Èç òåîðåìû 6 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ε > 0 ñóùåñòâóþò çàìêíóòûå ìíîæåñòâà T (ε) ∈ R comp

Γ{T } {R}

òàêèå, ÷òî fε(t) > 1
3 ïðè âñåõ t ∈ T (ε) è fε(t) < 2

3 ïðè âñåõ t ∈ R \T (ε). Òàê êàê �óíêöèè

χT (·+ t), t ∈ R, îáðàçóþò ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â (L1
loc(R,R), d1), òî

sup
ξ∈R

∫ ξ+1

ξ

|χT (t)− fε(t)| dt → 0

ïðè ε → 0. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî j ∈ N ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî εj > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

íåðàâåíñòâà

κ1(T \T (εj)) < 2−j−1δ, κ1(T (εj) \T ) < 2−jδ.

Îïðåäåëèì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî T ′′ =
⋂
j ∈N

T (εj). Òàê êàê

κ1(T
′′ \T ) 6 κ1(T (εj) \T ) < 2−jδ

äëÿ âñåõ j ∈ N, òî κ1(T
′′ \T ) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, mesT ′′ \T = 0. Íî òîãäà ñóùåñòâóåò

îòêðûòîå ïåðèîäè÷åñêîå ñ ïåðèîäîì T ìíîæåñòâî O ⊆ R òàêîå, ÷òî κ1(O) < δ
2 è T ′′ \T ⊆ O.

Èç ïåðèîäè÷íîñòè ìíîæåñòâà O (ñ ïåðèîäîì T ) ïîëó÷àåì, ÷òî

O ∈ R comp

Γ̃{T }
{R} ⊆ R comp

Γ{T } {R}.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, T \T (εj) ∈ R comp

Γ{T } {R}, j ∈ N, è
∑
j

κ1(T \T (εj)) <
δ
2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

T \T ′′ =
⋃

j

(T \T (εj) ∈ R comp

Γ{T } {R}

è

κ1(T \T ′′) 6
∑

j

κ1(T \T (εj)) <
δ

2
.

Îáîçíà÷èì T ′ = T ′′ \O. Ìíîæåñòâî T ′
çàìêíóòî, T ′ ∈ R comp

Γ{T } {R}, T ′ ⊆ T è κ1(T \T ′) 6

κ1(T \T ′′) + κ1(O) < δ
2 +

δ
2 = δ. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âûòåêàåò èç òåîðåìû 10 è ëåììû 6.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü f ∈ R comp
Γ (R,B). Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > 0 è ëþáûõ ÷èñåë δ1 > δ2 >

δ3 > · · · > δj > · · · > 0 (äëÿ êîòîðûõ δj → 0 ïðè j → +∞) íàéäóòñÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

Tj ∈ R comp

Γ{T } {R} è �óíêöèè Fj ∈ R
(C), comp

Γ{T } (R,B), j ∈ N, òàêèå, ÷òî Tj ⊆ Tj+1 , κ1(R \Tj) < δj
è Fm(t) = f(t) ïðè âñåõ t ∈ Tj è m > j, j ∈ N.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü δ ′
m = δm − δm+1 , m ∈ N. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 10

è ëåììîé 6 íàéäåì çàìêíóòûå ìíîæåñòâà T ′
m ∈ R comp

Γ{T } {R} è �óíêöèè Fm ∈ R
(C), comp

Γ{T } (R,B),
m ∈ N, òàêèå, ÷òî κ1(R \T ′

m) < δ ′
m è Fm(t) = f(t) ïðè âñåõ t ∈ T ′

m , m ∈ N. Îïðåäåëèì

çàìêíóòûå ìíîæåñòâà Tj =
⋂

m>j

T ′
m. Òàê êàê

κ1(R \Tj) = κ1

( ⋃

m> j

(R \T ′
m)

)
6

∑

m> j

κ1(R \T ′
m) <

∑

m> j

δ ′
m < δj ,

òî R \Tj ∈ R comp

Γ{T } {R} è, ñëåäîâàòåëüíî, Tj ∈ R comp

Γ{T } {R}. Ïðè ýòîì Tj ⊆ Tj+1 è Fm(t) = f(t)
ïðè âñåõ t ∈ Tj è m > j, j ∈ N. �

Çàìå÷àíèå 7. Àíàëîãè÷íî çàìå÷àíèþ 6, åñëè â óñëîâèè òåîðåìû 11 ïðè íåêîòîðîì p >

1 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå f ∈ R p, comp
Γ (R,B), òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë εj > 0, j ∈ N, �óíêöèè

Fj ∈ R
(C), comp

Γ{T } (R,B) ìîæíî âûáèðàòü òàê, ÷òîáû äîïîëíèòåëüíî ê ñâîéñòâàì, ïðèâîäèìûì

â òåîðåìå 11, äëÿ âñåõ j ∈ N è âñåõ ξ ∈ R âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

∫

[ξ,ξ+1]\Tj

‖Fj(t)‖
p dt 6

∫

[ξ,ξ+1]\Tj

‖f(t)‖p dt + ε p
j .
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L. I. Danilov

The uniform approximation of reurrent funtions and almost reurrent funtions

Keywords: reurrent funtion, seletion, multivalued mapping, Lusin's theorem.

Mathematial Subjet Classi�ations: 42A75, 54C65

We onsider the lasses of funtions f : R → U, taking values in a metri spae (U, ρ), whih have Bohner
transforms from the lasses of reurrent funtions and almost reurrent funtions. We improve the preeding

results on the uniform approximation of funtions from lasses under onsideration by elementary funtions

from the same lasses. These results an be applied to the investigation of the problem of the existene of

almost reurrent seletions for multivalued maps. The seletions are supposed to satisfy a number of additional

onditions. In the last setion of the paper the variant of Lusin's theorem for reurrent funtions is proved.
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