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1

�àññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ñòàíäàðòíûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû, ýòî ñèñòåìû äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé, çàäàííûõ íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå

è îãðàíè÷åííûå ïî âðåìåíè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ëîêàëüíî ëèïøèöåâû ïî �àçîâûì ïåðåìåííûì. Êðî-

ìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, çàäàþùåå ãåîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ

íà äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè, îçíà÷àþùåå, ÷òî äëÿ

êàæäîé òî÷êè �àçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ è âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè íàéäåòñÿ óïðàâëåíèå, ïðè êîòîðîì çíà-

÷åíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ñîäåðæèòñÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, êàñàòåëüíîì ê �àçîâîìó ìíîãîîáðàçèþ

â çàäàííîé òî÷êå.

Ïðè ïîìîùè ìîäè�èöèðîâàííîãî ìåòîäà �óíêöèè Ëÿïóíîâà è ïîñòðîåíèÿ îìåãà-ïðåäåëüíîãî ìíî-

æåñòâà ñîîòâåòñòâóþùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñäâèãîâ ñ�îðìóëèðîâàíû óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâî-

âàíèè îãðàíè÷åííûõ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè äîïóñòèìûõ óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ è óòâåðæäåíèå

î ðàâíîìåðíîé ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàãèñòðàëüíîãî ïðîöåññà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàãèñòðàëüíûå ïðîöåññû, ìíîãîîáðàçèÿ êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, ðàâíîìåðíàÿ ëîêàëü-

íàÿ óïðàâëÿåìîñòü, îìåãà-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà, �óíêöèè Ëÿïóíîâà.

Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò óñòàíîâèâøåãîñÿ îïðåäåëåíèÿ ìàãèñòðàëüíîãî ïðîöåññà óïðàâëÿåìîé

ñèñòåìû. ß íàçûâàþ äîïóñòèìûé ïðîöåññ ìàãèñòðàëüíûì, åñëè íàðÿäó ñ òðåáîâàíèÿìè ¾ìàãè-

ñòðàëüíîñòè¿ ïðîöåññà ñ òî÷êè çðåíèÿ À.È. Ïàíàñþêà è Â.È. Ïàíàñþêà (ñì. [1℄) âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå äâà äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèÿ: òðåáîâàíèå ðàâíîìåðíîé ìàãèñòðàëüíîñòè ïðî-

öåññà ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòðóêòóðû îìåãà-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñäâèãîâ

è íàëè÷èå ðàâíîìåðíîé ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ìàãèñòðàëüíîãî ïðîöåññà.

Â ýòîé êðàòêîé çàìåòêå, îòêðûâàþùåé öèêë ñòàòåé î ìàãèñòðàëüíûõ ïðîöåññàõ, çàäàííûõ

íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è

ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè ìàãèñòðàëüíûõ ïðîöåññîâ.

� 1. Ñòàíäàðòíûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû

Îñíîâíûì îáúåêòîì ýòîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà.

Îïðåäåëåíèå 1 (ñòàíäàðòíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà). Óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = v(t, x, u), (t, x, u) ∈ R×M ×U,

áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. U � êîìïàêò â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
m
ðàçìåðíîñòè m, M � ñâÿçíîå, îðèåíòèðó-

åìîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì îòäåëèìîñòè è èìåþùåå ñ÷åòíûé

àòëàñ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ìíîãîîáðàçèå M íå èìååò êðàÿ è ãëàäêî âëîæåíî

â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R
2n+1

ðàçìåðíîñòè 2n+1 (ïðè âûñêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ òàêîå

âëîæåíèå âñåãäà âîçìîæíî).

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ (� 12�01�00195), Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà �ÀÍ ïðè �è-

íàíñîâîé ïîääåðæêå ÓðÎ �ÀÍ (ïðîåêò � 12�Ï�1002).
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2. Äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R×M, âûïîëíåíî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè

v(t, x, U)
⋂
TxM 6= ∅,

ãäå TxM � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, êàñàòåëüíîå ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå x ∈M .

3. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî �óíêöèÿ t → v(t, x, u) îãðàíè÷åíà è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà

÷èñëîâîé ïðÿìîé R ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ZK
.
= K × U ,

ãäå K � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò ìíîãîîáðàçèÿ M è, êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ

x→ v(t, x, u) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, u) ∈ R× U .

Íàïîìíèì (ñì. [2℄), ÷òî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R
n
ðàçìåðíîñòè n � ýòî ïðîñòðàíñòâî,

ñíàáæåííîå ãðóïïîé ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé áèëèíåéíîé ñèì-

ìåòðè÷åñêîé �îðìîé x∗Qy = 〈x,Qy〉, íàçûâàåìîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Åñëè â R
n
�èê-

ñèðîâàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Q = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòèöà,

è òîãäà |x− y| =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2.

Â äàëüíåéøåì ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

On
r (x0) = {x ∈ R

n : |x− x0| < r}, On
r (x0) = {x ∈ R

n : |x− x0| 6 r}

� îòêðûòûé è çàìêíóòûé øàðû ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ïðîñòðàíñòâà R
n
(åñëè x0 = 0,

òî ïèøåì On
r , O

n
r , èëè Or, Or, åñëè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà R

n
íå èìååò çíà÷åíèÿ).

Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ M , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâàìè Õàóñäîð�à ñî ñ÷åòíîé áàçîé. Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M

íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Õàóñäîð�à [3℄, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê x, y ∈M ñóùåñòâóþò

îòêðûòûå ìíîæåñòâà X è Y ïðîñòðàíñòâà M òàêèå, ÷òî

x ∈ X, y ∈ Y è X
⋂
Y = ∅.

Äàëåå, ñåìåéñòâî B(A) îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà M íàçûâàåòñÿ áàçîé ïðîñòðàí-

ñòâàM , åñëè äëÿ ëþáîãî îòðûòîãî ìíîæåñòâà V âM íàéäåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî U ñåìåéñòâà

B(A), ÷òî èìååò ìåñòî âëîæåíèå U ⊂ V.

� 2. �ëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ

Êðàòêî íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòåéøèìè ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 2 (êîíå÷íîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå). Ìíîãîîáðàçèåì M íàçûâàåòñÿ [4�6℄

òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå ãëàäêèì àòëàñîì. Àòëàñ, ïîêðûâàþùèé ìíîãîîá-

ðàçèå, íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé ñòðóêòóðîé.

Êàðòà êîíå÷íîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿMn
ðàçìåðíîñòè n� ýòî îáëàñòüX (òî åñòü îòêðûòîå

ñâÿçíîå ìíîæåñòâî) â R
n
âìåñòå ñ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì ϕ : W → X, ãäå W �

çàäàííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Mn
:

x ∈W, ϕ(x) = (x1 . . . xn) ∈ X ⊆ R
n.

Äàëåå, äâå êàðòû

2 (Wi, ϕi,Xi), (Wj , ϕj ,Xj) ìíîãîîáðàçèÿM
n
íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè,

åñëè ìíîæåñòâà

Xij = ϕi

(
Wi

⋂
Wj

)
, Xji = ϕj

(
Wj

⋂
Wi

)

îáðàçóþò îáëàñòè â R
n
è îòîáðàæåíèÿ

ϕij .
= ϕjϕ

−1
i : Xij → Xji, ϕji .= ϕiϕ

−1
j : Xji → Xij (2.1)

2

Äëÿ çàïèñè êàðòû ϕ : W → X ìîãóò óïîòðåáëÿòüñÿ òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: (W,ϕ,X) èëè (W,ϕ,Rn).
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äè��åîìîð�íû:





ϕ
ij
1 (x

i
1 . . . x

i
n)=x

j
1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ϕij
n (x

i
1 . . . x

i
n)=x

j
n,

, det

(
∂ϕ

ij
k (x

i
1 . . . x

i
n)

∂x
j
s

)

k=1...n
s=1...n

6= 0.

Àòëàñîì ìíîãîîáðàçèÿ Mn
íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òàêèõ êàðò, ÷òî ëþáûå äâå êàðòû,

èìåþùèå íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ñîãëàñîâàíû è ëþáàÿ òî÷êà x ìíîãîîáðàçèÿ Mn
èìååò èçîáðà-

æåíèå ïî êðàéíåé ìåðå íà îäíîé êàðòå. Äâà àòëàñà ýêâèâàëåíòíû, åñëè ëþáàÿ êàðòà îäíîãî

àòëàñà ñîãëàñîâàíà ñ ëþáîé êàðòîé äðóãîãî àòëàñà. Ñòðóêòóðîé äè��åðåíöèðóåìîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ Mn
íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ àòëàñîâ.

Îáñóäèì òåïåðü áîëåå ïîäðîáíî ïîíÿòèå äè��åîìîð�èçìà. Ìû ãîâîðèì, ÷òî çàäàííàÿ �óíê-

öèÿ p : (−ε, ε) →M , ãäå M � êîíå÷íîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, äîïóñòèìà â òî÷êå x (ïðèíàäëå-

æèò êëàññó Ck
, k > 1), åñëè p(0) = x è â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ �óíêöèÿ p(t)

.
=
(
p1(t) . . . pn(t)

)

íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà k ðàç â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0. Ïóñòü òåïåðü çàäàíû äâà ìíî-

ãîîáðàçèÿ M è N è îòîáðàæåíèå f :M → N. Ïî îïðåäåëåíèþ

îòîáðàæåíèå f ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck, k > 1, â òî÷êå x ∈M,

åñëè äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé �óíêöèè t→ p(t) âåêòîð-�óíêöèÿ

t→ f
(
p(t)

)
=
(
f1(p1(t) . . . pn(t)) . . . fn(p1(t) . . . pn(t))

)

â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà k ðàç â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0.
Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèå f :M → N ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck

íà ìíîãîîáðàçèè M ,

åñëè f ïðèíàäëåæèò Ck
â êàæäîé òî÷êå x ∈M .

Îïðåäåëåíèå 3. Îòîáðàæåíèå f : M → N íàçûâàåòñÿ Ck
-äè��åîìîð�èçìîì, k > 1, åñëè

îíî ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck
â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ M è èìååò îáðàòíîå òîãî æå êëàñ-

ñà. Âñïîìíèì, êðîìå òîãî, ÷òî äè��åîìîð�èçì f : M → N íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè

ïðîîáðàç f−1(K) êîìïàêòåí äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K â N .

Äàëåå, îòîáðàæåíèå

df(x) : TxM → Tf(x)N,

äåéñòâóþùåå èç ïðîñòðàíñòâà TxM, êàñàòåëüíîãî ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå x, â ïðîñòðàíñòâî

Tf(x)N, êàñàòåëüíîå ê ìíîãîîáðàçèþ N â òî÷êå f(x), è îïðåäåëåííîå â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ
ðàâåíñòâîì

df(x)v
.
=

(
df1
(
p1(t) . . . pn(t)

)

dt
· · ·

dfn
(
p1(t) . . . pn(t)

)

dt

)∣∣∣∣
t=0

äëÿ âñÿêîé Ck
-êðèâîé p : (−ε, ε) →M, óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

p(0) = x,
dp(t)

dt

∣∣∣
t=0

.
= v,

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà v.

Îïðåäåëåíèå 4 (ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå). Êîíå÷íîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ

ãëàäêèì (êëàññà Cr
, ãäå r > 1), åñëè âñå �óíêöèè ïåðåõîäà (2.1) r ðàç íåïðåðûâíî äè��å-

ðåíöèðóåìû.

Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ äâà ãëàäêèõ (êëàññà Cr
, r > 1) ìíîãîîáðàçèÿ M è N Ck

-äè��åîìîð-

�íû, 1 6 k 6 r (èëè ïðîñòî äè��åîìîð�íû), åñëè ñóùåñòâóåò Ck
-äè��åîìîð�èçì f :M → N .

Ïðè äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1 (ñì. [6, � 33℄). Ïóñòü M è N � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, âëîæåííûå â åâêëèäîâû

ïðîñòðàíñòâà, à f :M → N � îòîáðàæåíèå êëàññà Ck, k > 1, è

df(x) : TxM → Tf(x)N

� èçîìîð�èçì äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈M . Òîãäà îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ Ck
-äè��åîìîð�èç-

ìîì, à ìíîãîîáðàçèÿ M è N íàçûâàþòñÿ Ck
-äè��åîìîð�íûìè.

Îïðåäåëåíèå 5 (ñâîéñòâà êîíå÷íîìåðíûõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé). Ìíîãîîáðàçèå

Mn
íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè

det

(
∂ϕ

ij
k (x

i
1 . . . x

i
n)

∂x
j
s

)

k=1...n
s=1...n

> 0

äëÿ âñåõ êàðò (Wi, ϕi,Xi), (Wj , ϕj ,Xj) ìíîãîîáðàçèÿM
n
, èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Çäåñü

ϕij .
= ϕjϕ

−1
i : Xij → Xji, Xij = ϕi

(
Wi

⋂
Wj

)
, Xji = ϕj

(
Wj

⋂
Wi

)
.

Ñâÿçíîñòü ìíîãîîáðàçèÿMn
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈Mn

íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð êàðò

(Wi, ϕi,Xi), i = 1 . . . k, ÷òî x ∈W1, y ∈Wk è Wi−1

⋂
Wi 6= ∅, i = 2 . . . k.

Äàëåå, ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî àòëàñà îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò àòëàñ íå áîëåå ÷åì èç

ñ÷åòíîãî ÷èñëà êàðò.

È, íàêîíåö, ïîäìíîæåñòâî K ìíîãîîáðàçèÿ Mn
íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì

3

, åñëè äëÿ êàæ-

äîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà K îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ïîêðûòèå.

Â ñèëó ñ�îðìóëèðîâàííîé íèæå òåîðåìû ãëàäêîå êîíå÷íîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå íå ÿâëÿåòñÿ

ïðèíöèïèàëüíî íîâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì.

Òåîðåìà 2 (òåîðåìà Õ. Óèòíè). Âñÿêîå ãëàäêîå êîíå÷íîìåðíîå ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèåMn

ñî ñ÷åòíîé áàçîé èìååò ñîáñòâåííîå âëîæåíèå â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R
2n+1

.

Îïðåäåëåíèå 6 (êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî è êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå). Ôèêñèðó-

åì ãëàäêîå êëàññà Cr
, r > 1, ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè n è òî÷êó x ∈ M. Äëÿ êàæäîé

Ck
-êðèâîé p : (−ε, ε) →M , 1 6 k 6 r, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó p(0) = x, ïîñòðîèì âåêòîð

ñêîðîñòè

v(x, p)
.
=
dp(t)

dt

∣∣∣
t=0

â òî÷êå x. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåêòîðîâ ñêîðîñòè v(x, p) ñ åñòåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, êàñàòåëüíûì ê ìíîãîîáðàçèþ M

â òî÷êå x, è îáîçíà÷àåòñÿ TxM . Â äàëüíåéøåì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxM ñíàáæàåòñÿ

ñòðóêòóðîé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R
n
.

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî

TM =
⋃

x∈M

TxM

èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè 2n. Îíî íàçûâàåòñÿ êàñà-

òåëüíûì ðàññëîåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ M . Êàæäàÿ òî÷êà (x1 . . . xn, ξ1 . . . ξn) êàñàòåëüíîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ TM èìååò 2n êîîðäèíàò, ãäå x = (x1 . . . xn) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè x ∈M,

à ξ = (ξ1 . . . ξn) � êîîðäèíàòû âåêòîðà, èñõîäÿùåãî èç òî÷êè (x1 . . . xn) è íàõîäÿùåãîñÿ â êàñà-

òåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TxM ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå x. Åñëè M � ìíîãîîáðàçèå êëàññà Cr,

ãäå r > 1, òî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TM ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì êëàññà Cr−1
.

3

Ìíîæåñòâî G ìíîãîîáðàçèÿ Mn
íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè åãî èçîáðàæåíèå ϕ(W

⋂

G) íà êàæäîé êàðòå

(W,ϕ,X) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì îáëàñòè X ïðîñòðàíñòâà R
n
.
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Ïîÿñíèì ñêàçàííîå. Ïóñòü (W,ϕ,Rn) � êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ M , ϕ(x) = (x1 . . . xn) � ëîêàëü-

íûå êîîðäèíàòû òî÷êè x ∈W . Òîãäà êàðòå (W,ϕ,Rn) îòâå÷àåò êàðòà (TW,ψ,R2n), ãäå

TW =
⋃

x∈W

TxM, ψ(x, ξ) = (x1 . . . xn, ξ1 . . . ξn) ∈W×TxM,

è ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáûì äâóì ñîãëàñîâàííûì êàðòàì ìíîãîîáðàçèÿ M îòâå÷àþò ñîãëà-

ñîâàííûå êàðòû êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TxM. Ñëåäîâàòåëüíî, êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TM

ìíîãîîáðàçèÿ M èìååò ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè 2n.

� 3. Ñòàíäàðòíûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû è äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ

Ñòàíäàðòíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

ẋ = v(t, x, u), (t, x, u) ∈ R×M ×U, v(t, x, U)
⋂
TxM 6= ∅, (3.1)

óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè è óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé

íåïðåðûâíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ. Íàïîìíèì ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7 (ëîêàëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà). Ôóíêöèÿ v :M → TM, çàäàííàÿ íà

ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M ðàçìåðíîñòè n è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â êàñàòåëüíîì ðàññëîå-

íèè TM , óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ìíîãîîá-

ðàçèÿ M è ëþáîé êàðòû (W,ϕ,X), ñîäåðæàùåé òî÷êó x0, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ

êàæäîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ⊂ W òàêîãî, ÷òî x0 ∈ K, íàéäåòñÿ ÷èñëî ℓ
K
(x0), îáåñïå-

÷èâàþùåå äëÿ âñåõ x, y ∈ K íåðàâåíñòâî

4

∣∣v(x1 . . . xn)− v(y1 . . . yn)
∣∣ 6 ℓ

K
(x0)

∣∣(x1 . . . xn)− (y1 . . . yn)
∣∣.

Îïðåäåëåíèå 8 (ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü v(t, x, u) ïî ïåðåìåííîé t). Ôóíêöèÿ

t→ v(t, x, u) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ïðÿìîé R ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî êàæ-

äîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ZK
.
= K×U , ãäå K ⊂ M , åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε

íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî β = β(ε,K) > 0, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ R, τ ∈ [−β, β] è ëþáûõ (x, u) ∈ ZK

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

5

∣∣v(t+ τ, x1 . . . xn, u1 . . . um)− v(t, x1 . . . xn, u1 . . . um)
∣∣
Rn

6 ε.

Äëÿ ñòàíäàðòíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (3.1) (êîòîðóþ ìû îòîæäåñòâëÿåì ñ òðîéêîé

(v,M,U)) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñäâèãîâ

τ → vτ (t, x, u)
.
= v(t+ τ, x, u)

�óíêöèè t→ v(t, x, u) è íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî

orb(v)
.
= {vτ (·) : τ ∈ R} (3.2)

íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ τ → vτ (·) ñèñòåìû (3.1). Òàêèì îáðàçîì, ïî ñèñòåìå (3.1)

ìû ñòðîèì ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì

ẋ = vτ (t, x, u),

4

Íèæå ϕ(x) = (x1 . . . xn) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè x ∈ K, à v(x) =
(

v1(x1 . . . xn) . . . vn(x1 . . . xn)
)

�

êîîðäèíàòû âåêòîðà v(x), èñõîäÿùåãî èç òî÷êè x è ñîäåðæàùåãîñÿ â êàñàòåëüíîì ê ìíîãîîáðàçèþ M ïðîñòðàí-

ñòâå TxM ; ýòî ïðîñòðàíñòâî, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ñíàáæàåòñÿ åâêëèäîâîé íîðìîé, è ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (7)

çàïèñàíî â òåðìèíàõ íîðìû ïðîñòðàíñòâà R
n
.

5

Êîòîðîå ñëåäóåò ïîíèìàòü òàê: äëÿ êàæäîé êàðòû (W,ϕ,X) ìíîãîîáðàçèÿ M , èìåþùåé íåïóñòîå ïåðå-

ñå÷åíèå ñ êîìïàêòîì K, íåðàâåíñòâî (8) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ t ∈ R, τ ∈ [−β, β], (x1 . . . xn) ∈ ϕ(W
⋂

K) è

(u1 . . . um) ∈ U .
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êàæäàÿ èç êîòîðûõ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé. Çàìêíåì òåïåðü

òðàåêòîðèþ (3.2) â ìåòðèêå, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå ìåòðèêè Áåáóòîâà (ñì. [7, 8℄):

b(v1, v2)
.
= sup

ϑ>0, K⊂M

min

{
max

|t|6ϑ, (x,u)∈XK×U

∣∣v1(t, x, u) − v2(t, x, u)
∣∣
Rn
,

1

r
K

}
, (3.3)

ãäå K � çàäàííûé êîìïàêò ìíîãîîáðàçèÿ M ,

u = (u1 . . . um) ∈ U, x = (x1 . . . xn) ∈ XK
.
=

⋃

(W,ϕ,X)

ϕ
(
W
⋂
K
)
,

(W,ϕ,X) � êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ M , èìåþùàÿ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîì W
⋂
K,

r
K

.
= min{r : XK ⊆ ON

r , ãäå N = 2n + 1}.

Çàìûêàíèå òðàåêòîðèè (3.2) áóäåì îáîçíà÷àòü orb(v).

Ôîðìóëèðóåìàÿ íèæå ëåììà íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé.

Ëåììà 1 (î çàìûêàíèè). Âêëþ÷åíèå v̂ ∈ orb(v) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τi} ìîìåíòîâ âðåìåíè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó
ñâîéñòâó: äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ε, ϑ è âñÿêîãî êîìïàêòà K ⊂M íàéäåòñÿ òàêîé

èíäåêñ i0 = i(ε, ϑ,K), ÷òî äëÿ âñåõ i, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó i > i0, è âñåõ òî÷åê

(t, x, u) ìíîæåñòâà [−ϑ, ϑ]×XK × U âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|vτi(t, x, u) − v̂(t, x, u)| 6 ε.

Êðîìå òîãî, åñëè v � ñòàíäàðòíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, òî âñÿêàÿ ñèñòåìà v̂, ïðèíàäëå-

æàùàÿ ìíîæåñòâó orb(v), òîæå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé.

Â ñèëó ëåììû 1 ðàññìàòðèâàåìàÿ â ïðîñòðàíñòâå (orb(v), b) òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ òîïîëî-

ãèåé ñõîäèìîñòè, ðàâíîìåðíîé íà êîìïàêòàõ ïðîñòðàíñòâà R×M .

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè â ðàññìîòðåíèå òàê íàçûâàåìîå îìåãà-ïðåäåëüíîå

ìíîæåñòâî Ω(v) òðàåêòîðèè orb(v). Ýòî ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âêëþ-

÷åíèå v̂ ∈ Ω(v) âûïîëíåíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {τi}, ãäå τi → ∞, ÷òî â ìåòðèêå (3.3) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî lim
i→∞

vτi = v̂.

Â ñòàòüå [8℄ (ñì. ëåììó 4 ñòàòüè) ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ Áåáóòîâà [7℄ äîêàçàíî ñëåäóþùåå

âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2 (î êîìïàêòíîñòè). Ïóñòü çàäàíà ñòàíäàðòíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (3.1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ t→ v(t, x, u) îãðàíè÷åíà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R äëÿ êàæäîé òî÷-

êè (x, u) ìíîæåñòâà M×U è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííîé t íà ïðÿìîé R ñ äîïîëíè-

òåëüíûì óñëîâèåì ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ (x, u) íà êîìïàê-
òàõ K × U . Òîãäà ïðîñòðàíñòâî (orb(v), b) ñ ìåòðèêîé (3.3) êîìïàêòíî.

� 4. Îãðàíè÷åííûå è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

Äîïóñòèìûå ïðîãðàììíûå è ïîçèöèîííûå óïðàâëåíèÿ ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû

ẋ = v(t, x, u), (t, x, u) ∈ R×M ×U, (4.1)

îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå 9 (ïðîãðàììíîå è ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèÿ). Ôóíêöèÿ u : R → U íà-

çûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ïðîãðàììíûì óïðàâëåíèåì ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû (4.1), åñëè îíà ëîêàëü-

íî èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ â ñðåäíåì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé

6

è ïðè

âñåõ (t, x)∈R×M âûïîëíåíî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè

v
(
t, x, u(t)

)⋂
TxM 6= ∅. (4.2)

Äàëåå, �óíêöèÿ u : R×M → U íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì ñòàí-

äàðòíîé ñèñòåìû (4.1), åñëè:

1) ïðè êàæäîì x ∈M �óíêöèÿ t→ u(t, x) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ïðîãðàììíûì óïðàâëåíèåì;

2) �óíêöèÿ x→ u(t, x) èçìåðèìà ïî Ý. Áîðåëþ [9℄ ïðè êàæäîì t;

3) ïðè âñåõ (t, x)∈R×M âûïîëíåíî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè

Q(t, x)
⋂
TxM 6= ∅, (4.3)

ãäå q(t, x)
.
= v
(
t, x, u(t, x)

)
,

Q(t, x) =
⋂

ε>0

⋂

mesµ=0

co q(t,Oε(x) \ µ), mes � ìåðà Ëåáåãà â R
n, (4.4)

è â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ âåêòîðíîå ïîëå q(t, x) èìååò ïðåäñòàâëåíèå

q(t, x) =
(
q1(t, x1 . . . xn) . . . qn(t, x1 . . . xn)

)
;

4) äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ M íàéäåòñÿ ïîíèìàåìîå â ñìûñëå À.Ô. Ôèëèïïîâà

7

(ñì. [10℄) è

îïðåäåëåííîå ïðè âñåõ t > 0 ðåøåíèå x0(t) çàäà÷è Êîøè

ẋ = q(t, x), x(0) = x0 ∈M.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîëåçíî íàïîìíèòü, êàê ïðàâèëüíî ïîíèìàòü óñëîâèÿ Êàðàòåîäîðè.

Îïðåäåëåíèå 10 (óñëîâèÿ Êàðàòåîäîðè). Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ a : R ×M → TM,

ãäå M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, åñëè:

1) ïðè êàæäîì t �óíêöèÿ x→ a(t, x) íåïðåðûâíà íà ìíîãîîáðàçèè M ;

2) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈M �óíêöèÿ t→ a(t, x) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó;
3) äëÿ êàæäîãî êîìïàêòà K ⊂M íàéäåòñÿ òàêàÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó �óíê-

öèÿ t→ m
K
(t), ÷òî â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ �óíêöèÿ

a(t, x) =
(
a1(t, x1 . . . xn) . . . an(t, x1 . . . xn)

)
, x ∈ K,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|a(t, x)|
Rn

6 m
K
(t), (t, x) ∈ R×K.

Ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèé 9 è 10 íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè äëÿ ñòàíäàðòíîé óïðàâëÿ-

åìîé ñèñòåìû (4.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ äîïóñòèìîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå u(t), òî ïîëó÷åííîå
âåêòîðíîå ïîëå f(t, x)

.
= v
(
t, x, u(t)

)
ñèñòåìû

ẋ = f(t, x)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà (îïðåäåëåíèå 7).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Êîøè:

ż = g(t, z), z(0) = z0. (4.5)

6

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî β = β(ε), ÷òî ïðè

âñåõ |τ | 6 β è t ∈ R âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∫ t+1

t

|uτ (s)− u(s)| ds 6 ε.

7

Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ẋ = q(t, x) ñ ðàçðûâíûì ïî

�àçîâûì ïåðåìåííûì âåêòîðíûì ïîëåì q íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ ẋ ∈ Q(t, x), ñì. (4.4).
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Îïðåäåëåíèå 11 (ïðàâèëüíûå è ðàâíîìåðíî ïðàâèëüíûå çàäà÷è Êîøè). Ïóñòü

çàäàíà îãðàíè÷åííàÿ è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ

8

ïî ïåðåìåííîé t íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R �óíê-

öèÿ

(t, z) → g(t, z) ∈ R, (t, z) ∈ R× [0,∞), (4.6)

óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó g(t, 0) ≡ 0, ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà è óñëîâèÿì Êàðàòåî-

äîðè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ (4.6) ïðàâèëüíàÿ ïðè âñåõ z0 ∈ [0, r] (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
çàäà÷à Êîøè (4.5) ïðè âñåõ z0 ∈ [0, r] ïðàâèëüíàÿ), åñëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ëþáîãî

íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ z0 ∈ [0, r] îïðåäåëåíî è îãðàíè÷åíî íà ïîëóîñè [0,∞).
Äàëåå, ïóñòü orb(g)

.
= {gτ (·) : τ ∈ R} � òðàåêòîðèÿ, îòâå÷àþùàÿ óðàâíåíèþ

ż = g(t, z), (4.7)

à Ω(g) � îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òðàåêòîðèè orb(g), ïîñòðîåííîå ñîãëàñíî òîïîëîãèè ðàâ-
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ

9

(ñì. ëåììó 1 è ðàâåíñòâà (3.2), (3.3)). Ìû íàçûâàåì çàäà÷ó

Êîøè (4.5) ðàâíîìåðíî ïðàâèëüíîé ïðè âñåõ z0 ∈ [0, r] (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, �óíêöèþ (4.6)

ðàâíîìåðíî ïðàâèëüíîé ïðè âñåõ z0 ∈ [0, r]), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè ĝ îìåãà-ïðåäåëüíîãî ìíî-

æåñòâà Ω(g) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ż = ĝ(t, z), z(0) = z0,

îïðåäåëåíî è îãðàíè÷åíî íà ïîëóîñè [0,∞).

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðàâîé ÷àñòè g(t, z) óðàâíåíèÿ (4.7) îòâå÷àåò ïðà-

âèëüíàÿ çàäà÷à Êîøè (4.5), òî ýòî æå âåðíî è äëÿ çàäà÷è Êîøè ñ ïðàâîé ÷àñòüþ gτ (t, z) ïðè
êàæäîì τ ∈ [0,∞). Ïîýòîìó èç óñëîâèÿ ïðàâèëüíîñòè �óíêöèè g(t, z) è ðàâíîìåðíîé ïðàâèëü-
íîñòè çàäà÷è Êîøè (4.5) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè óðàâíåíèÿ (4.7) îãðàíè÷åíî íà

ïîëóîñè [0,∞) äëÿ êàæäîé òî÷êè ĝ çàìûêàíèÿ orb+(g) ïîëóòðàåêòîðèè orb+(g).

Ïðèìåð 1. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî λ ∈ (0, 1) òðèâèàëüíîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ż = p(t, λ)z, p(t, λ) =

{
sin
(
ln(t+ 1)

)
− λ ïðè t > 0,

− λ ïðè t < 0,
(4.8)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó

10

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à Êîøè

ż = p(t, λ)z, z(0) = z0, (4.9)

ïðàâèëüíàÿ ïðè âñåõ z0, íî, êàê ìû ñåé÷àñ óáåäèìñÿ, çàäà÷à Êîøè (4.9) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

ïðàâèëüíîé.

Äåéñòâèòåëüíî, îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî Ω
(
p(·, λ)

)
òðàåêòîðèè orb

(
p(·, λ)

)
, ïîëó÷åííîé

çàìûêàíèåì â ìåòðèêå (3.3) ìíîæåñòâà ñäâèãîâ óðàâíåíèÿ (4.8), ñîäåðæèò âñå óðàâíåíèÿ âèäà

ż = γ(λ)z, (4.10)

ãäå γ(λ) � ëþáàÿ êîíñòàíòà èç îòðåçêà [−(1+λ), 1−λ]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè óðàâíåíèé (4.10)
åñòü êàê ïðàâèëüíûå (ïðè âñåõ γ(λ) ∈ [−(1+λ), 0]), òàê è íåïðàâèëüíûå (ïðè γ(λ) ∈ (0, (1−λ)])
óðàâíåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à Êîøè (4.9) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðàâèëüíîé.

8

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî z∗ íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî β = β(ϑ, z∗), ÷òî ïðè âñåõ t ∈ R, z ∈ [0, z∗] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî max

|τ |6β, z∈[0,z∗]
|gτ (t, z)− g(t, z)| 6 ε.

9

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè â ñóùåñòâåííîì �óíêöèè g(t, x) ïî ïåðåìåííîé t åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü çàìû-

êàíèå òðàåêòîðèè orb(g) â ñëåäóþùåé ìåòðèêå: b(g1, g2)
.
= sup

t, z>0
min

{

max
z∈[0,z∗]

∣

∣g1(t, z)− g2(t, z)
∣

∣, 1/(t+ z∗)

}

.

10

Ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà lim
t→∞

1

t

∫ t

0

p(s, 0) ds 6 λ.
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Ïðèìåð 2. Äðóãîé ïðèìåð: âñÿêîå ðåøåíèå z(t) = z0 exp
(
arctg(t)

)
óðàâíåíèÿ

ż = p(t)z,

ãäå p(t) = (1 + t2)−1
, îãðàíè÷åíî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, à îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî Ω(p)

òðàåêòîðèè orb(p) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè p(t) ≡ 0, äëÿ êîòîðîé óðàâíåíèå ż = 0 óñòîé÷èâî, à
ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à Êîøè

ż = p(t)z, z(0) = z0,

ðàâíîìåðíî ïðàâèëüíàÿ ïðè âñåõ z0.

Îïðåäåëåíèå 12 (ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ). Ïóñòü ñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà

ẋ = v(t, x, u), (t, x, u) ∈ R×M ×U, (4.11)

ïðè äîïóñòèìîì ïðîãðàììíîì óïðàâëåíèè u(t) èìååò îãðàíè÷åííîå íà ïîëóîñè [0,∞) ðåøåíèå
x(t, x0) çàäà÷è Êîøè

ẋ = f(t, x), x(0) = x0,

ãäå f(t, x) = v
(
t, x, u(t)

)
. Ýòî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì, åñëè êàæäîé òî÷-

êå f̂ îìåãà-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà Ω(f) òðàåêòîðèè orb(f) îòâå÷àåò îãðàíè÷åííîå íà ïîëóîñè
[0,∞) ðåøåíèå x̂(t, x0) çàäà÷è

ẋ = f̂(t, x), x(0) = x0.

Äëÿ �îðìóëèðóåìîãî íèæå óòâåðæäåíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 13 (áåñêîíå÷íî áîëüøèå �óíêöèè). Ïóñòü çàäàíî ãëàäêîå ìíîãîîáðà-

çèå M ðàçìåðíîñòè n, êîòîðîå ãëàäêî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî R
2n+1

. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M �

íåîãðàíè÷åííîå ìíîãîîáðàçèå è ðàññìîòðèì íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìóþ, íåîòðèöàòåëü-

íóþ ïðè âñåõ (t, x) ∈ R×M �óíêöèþ ℓ(t, x), îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

1) �óíêöèÿ t→ ℓ(t, x) îãðàíè÷åíà è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé
∂

∂x
ℓ(t, x)

íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R;

2) äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòû C ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî r, ÷òî íåðàâåíñòâî

ℓ(t, x) > C âûïîëíåíî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R× (M \ O2n+1
r ).

Ôóíêöèþ ℓ(t, x), îáëàäàþùóþ ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, áóäåì íàçûâàòü áåñêîíå÷-

íî áîëüøîé �óíêöèåé.

Òåîðåìà 3 (îá îãðàíè÷åííîì ðåøåíèè ñèñòåìû). �àññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ óïðàâëÿ-

åìóþ ñèñòåìó (4.11), äîïóñòèìîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå u(t) (ñì. îïðåäåëåíèå 9) è çàäà÷ó

Êîøè

ẋ = f(t, x), x(0) = x0, (4.12)

ãäå x0 ∈ M , f(t, x) = v
(
t, x, u(t)

)
. Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî ëèáî ìíîãîîáðàçèå M êîì-

ïàêòíî, ëèáî, åñëèM íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì, ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íî áîëü-

øàÿ �óíêöèÿ ℓ(t, x) è òàêàÿ ïðàâèëüíàÿ íà ìíîæåñòâå R×[0, ℓ(0, x0)] çàäà÷à Êîøè

ż = g(t, z), z(0) = z0,

÷òî z0 ∈ [0, ℓ(0, x0)] è äëÿ âñåõ t > 0, x ∈M , âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∂

∂t
ℓ(t, x) +

〈 ∂
∂x
ℓ(t, x), f(t, x)

〉
6 g
(
t, ℓ(t, x)

)
.

Òîãäà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (4.11) ïðè çàäàííîì ïðîãðàììíîì óïðàâëåíèè u(t) èìååò îãðà-

íè÷åííîå íà ïîëóîñè [0,∞) ðåøåíèå.
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Ïðåæäå ÷åì �îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ

ψ(t, x, z) =
(
f(t, x), ℓ(t, x), g(t, z)

)
∈ TxM × [0,∞) × [0,∞), (t, x, z) ∈ R×M × [0,∞), (4.13)

ãäå f , M è g èìåþò ïðåæíèé ñìûñë, òðàåêòîðèþ orb(ψ)
.
= {ψτ (·) : τ ∈ R} �óíêöèè (4.13)

è çàìûêàíèå orb(ψ) òðàåêòîðèè orb(ψ) â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ.

Òàêàÿ òîïîëîãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ìåòðèêîé: ψ1, ψ2 ∈ orb(ψ),

ρ(ψ1, ψ2) = sup
t,K

min

{
max
x∈K

∫ t+1

t

∣∣f1(s, x)− f2(s, x)
∣∣ ds, 1

t+ r

}
+

+ sup
t, K

min

{
max
x∈K

∣∣ℓ1(t, x)− ℓ2(t, x)
∣∣, 1

t+ r

}
+ sup

t,z>0
min

{
max

z∈[0,z∗]

∣∣g1(t, z) − g2(t, z)
∣∣, 1

t+ z∗

}
,

ãäå K � êîìïàêò â M , r � íàèìåíüøåå èç òàêèõ ÷èñåë, ÷òî ϕ(K
⋂
M) ⊆ O2n+1

k (0).

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Áåáóòîâà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñèëó âûñêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèé

�àçîâîå ïðîñòðàíñòâî orb(ψ) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (orb(ψ), hτ ), ãäå hτ ψ̂ = ψ̂τ (·) � îïåðàòîð

ñäâèãà, êîìïàêòíî.

Òåîðåìà 4 (î ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (4.11)). Áóäåì ðàññìà-

òðèâàòü ñòàíäàðòíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó (4.11) è âñå ñèñòåìû v̂ ïðîñòðàíñòâà orb(v).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ äàëåå, ÷òî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R ×M è ëþáûõ v̂ ∈ orb(v) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè:

v̂(t, x, U)
⋂
TxM 6= ∅.

Ôèêñèðóåì äîïóñòèìîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå u(t) è çàäà÷ó Êîøè

ẋ = f(t, x), x(0) = x0, (4.14)

ãäå x0 ∈ M , f(t, x) = v
(
t, x, u(t)

)
. Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî ëèáî ìíîãîîáðàçèå M êîì-

ïàêòíî, ëèáî, åñëèM íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì, ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íî áîëü-

øàÿ �óíêöèÿ ℓ(t, x) è ðàâíîìåðíî ïðàâèëüíàÿ íà ìíîæåñòâå R×[0, ℓ(0, x0)] çàäà÷à Êîøè

ż = g(t, z), z(0) = z0,

òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ t > 0, x ∈M , âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∂

∂t
ℓ(t, x) +

〈 ∂
∂x
ℓ(t, x), f(t, x)

〉
6 g
(
t, ℓ(t, x)

)
, (4.15)

è, êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî

∂

∂t
ℓ̂(t, x) +

〈 ∂

∂x
ℓ̂(t, x), f̂(t, x)

〉
6 ĝ
(
t, ℓ̂(t, x)

)

âûïîëíåíî äëÿ êàæäîé òî÷êè ψ̂(t, x, z) =
(
f̂(t, x), ℓ̂(t, x), ĝ(t, z)

)
îìåãà-ïðåäåëüíîãî ìíîæå-

ñòâà Ω(ψ) òðàåêòîðèè orb(ψ), ãäå

ψ(t, x, z) =
(
f(t, x), ℓ(t, x), g(t, z)

)
, (t, x, z) ∈ R×M × [0,∞).

Òîãäà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (4.11) ïðè çàäàííîì ïðîãðàììíîì óïðàâëåíèè u(t) èìååò ðàâ-

íîìåðíî îãðàíè÷åííîå íà ïîëóîñè [0,∞) ðåøåíèå çàäà÷è (4.14).
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� 5. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3 è 4

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 3. Èç âûñêàçàííûõ óñëîâèé î âåêòîðíîì ïîëå v(t, x, u)
ñòàíäàðòíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (4.11) è óñëîâèé äîïóñòèìîñòè ïðîãðàììíîãî óïðàâëå-

íèÿ u(t) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå f(t, x) = v
(
t, x, u(t)

)
ñèñòåìû (4.12) óäîâëåòâîðÿåò ëî-

êàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà è óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó êëàññè÷åñêèõ

òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè) çàäà÷è Êîøè (4.12)

íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε, ÷òî íà èíòåðâàëå −ε < t < ε ðåøåíèå t → ϕ(t, x0)
çàäà÷è (4.12) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ t, x0.

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî â ñèëó âêëþ÷åíèÿ f(t, x) ∈ TxM , âûïîëíåííîãî ïðè âñåõ t > 0,
x ∈M è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ðåøåíèå ϕ(t, x0) íå ïîêèäàåò ìíîãîîáðàçèå M .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (t∗, t
∗) ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ϕ(t, x0). Îòìåòèì,

âî-ïåðâûõ, ÷òî åñëè t∗ <∞, òî

lim
t→t∗−0

|ϕ(t)| = ∞. (5.1)

Ïîýòîìó åñëè ìíîãîîáðàçèå M êîìïàêòíî, òî â ñèëó ñêàçàííîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî t∗ = ∞.

Òåì ñàìûì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ìíîãîîáðàçèå M íåîãðàíè÷åííî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M íåîãðàíè÷åííî è t∗ <∞. �àññìîòðèì ïîâåäåíèå �óíê-

öèè z(t) = ℓ
(
t, ϕ(t, x0)

)
ïðè t → t∗ − 0. Â ñèëó ñâîéñòâ áåñêîíå÷íî áîëüøîé �óíêöèè ℓ(t, x) è

ðàâåíñòâà (5.1) íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè {ti}, ti < t∗, ti → t∗,

÷òî z(ti) → ∞. Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ (4.15) òåîðåìû ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ż(t) =
∂

∂t
ℓ
(
t, ϕ(t, x0)

)
+
〈 ∂
∂x
ℓ
(
t, ϕ(t, x0)

)
, f
(
t, ϕ(t, x0)

)〉
6 g
(
t, ℓ(t, ϕ(t, x0))

)
6 g
(
t, z(t)

)
,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî z(t) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðåøåíèåì ðåøåíèåì çàäà÷è

ż(t) 6 g
(
t, z(t)

)
, z(0) = ℓ(0, x0).

Â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû î äè��åðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ âåðíî íåðàâåíñòâî z(t) 6 z∗(t),
âûïîëíåííîå äëÿ âñåõ t, ïðè êîòîðûõ îïðåäåëåíî ðåøåíèå z∗(t) ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè:

ż∗(t) = g
(
t, z∗(t)

)
, z(0) = ℓ(0, x0). (5.2)

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèÿì òåîðåìû çàäà÷à (5.2) ïðàâèëüíàÿ (ñì. îïðåäåëåíèå 11), òî ðåøåíèå z∗(t)
îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t ∈ [0,∞), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó z(t) 6 z∗(t) â òî÷êå t∗.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 4. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê ïîâòîðåíèþ

ðàññóæäåíèé äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 äëÿ ñèñòåìû

ψ(t, x, z) =
(
f(t, x), ℓ(t, x), g(t, z)

)

è êàæäîé ñèñòåìû ψ̂(t, x, z) =
(
f̂(t, x), ℓ̂(t, x), ĝ(t, z)

)
îìåãà-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà Ω(ψ).

� 6. �àâíîìåðíàÿ ëîêàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ñòàíäàðòíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

�àññìàòðèâàåì ñòàíäàðòíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = v(t, x, u), (t, x, u) ∈ R×M ×U, (6.1)

è äîïóñòèìîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå u(t, x) (ñì. îïðåäåëåíèå 9). Áóäåì íàçûâàòü äàëåå �èê-

ñèðîâàííóþ ïàðó ϕ(t)
.
=
(
u0(t), x0(t)

)
äîïóñòèìûì ïðîöåññîì ñèñòåìû

ẋ = v
(
t, x, u(t, x)

)
, (6.2)

åñëè x0(t) � îãðàíè÷åííîå íà ïîëóîñè [0,∞) ðåøåíèå (â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè) ñèñòåìû

ẋ = v
(
t, x, u0(t)

)
(6.3)
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ñ óïðàâëåíèåì u0(t) = u
(
t, x0(t)

)
(òàêèõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ ìîæåò áûòü ìíîãî). Äàëåå, ïî

çàäàííîé �óíêöèè

ψ(t, x)
.
=
(
q(t, x), ϕ(t)

)
, ãäå q(t, x)

.
= v
(
t, x, u(t, x)

)
∈ TxM,

ïîñòðîèì òðàåêòîðèþ orb(ψ) = {ψτ (·) : τ ∈ R} è åå çàìûêàíèå orb(ψ).

Îïðåäåëåíèå 14 (ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè). Ïóñòü çàäàíû äîïóñòèìîå ïîçèöèîííîå

óïðàâëåíèå u(t, x) è äîïóñòèìûé ïðîöåññ ϕ(t) =
(
x0(t), u0(t)

)
. Ìíîæåñòâîì óïðàâëÿåìîñòè

ñèñòåìû (6.1) íà îòðåçêå [0, ϑ] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Dϑ(ψ, u, ϕ) = Dϑ(ψ)
.
=
{
x∗ ∈M : x(t, x∗)

∣∣
t=ϑ

= x0(t)
∣∣
t=ϑ

}
,

ãäå äîïóñòèìûé ïðîöåññ

(
x(t, x∗), u(t)

)
îïðåäåëåí òàê: x(t, x∗) � ðåøåíèå ñèñòåìû (6.2) ñ íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x∗ è óïðàâëåíèåì u(t) = u0
(
t, x(t, x∗)

)
.

Ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ

orb+(x0) = {x0(·+ τ) : τ > 0}

ñèñòåìû (6.3) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ëîêàëüíî óïðàâëÿåìîé, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëü-

íîå ÷èñëî ε, ÷òî Oε

(
x̂0(0)

)
⊆ Dϑ(ψ̂) äëÿ âñåõ ψ̂(·) ∈ orb+(ψ).

Äëÿ �îðìóëèðîâêè òåîðåìû î ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ìàãèñòðàëüíîãî ïðîöåññà íàïîì-

íèì îáîçíà÷åíèå q(t, x) = v
(
t, x, u(t, x)

)
è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû

ẋ = q(t, x), (6.4)

óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè çàäàííîì ïîëîæèòåëüíîì ε âêëþ÷åíèþ 11 x(0) ∈ Oε

(
x0(0)

)
. Äàëåå ðàñ-

ñìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ẋ = q
(
t, x
)
− q
(
t, x0(t)

)

è òàêîå ðåøåíèå x(t) ýòîé ñèñòåìû, ÷òî x(0) ∈ Oε

(
x0(0)

)
.

Òåîðåìà 5 (î ðàâíîìåðíîé ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè òðàåêòîðèè x0(t)). Ïóñòü çà-
äàíû äîïóñòèìîå ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå u(t, x) è äîïóñòèìûé ïðîöåññ ϕ(t)

.
=
(
u0(t), x0(t)

)
,

îòâå÷àþùèé óïðàâëåíèþ u(t, x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ϑ, ε è äâå

�óíêöèè:

1) ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ ℓ(t, x) ïåðåìåííûõ (t, x) ∈ R×Oε

(
x0(t)

)
òàêàÿ, ÷òî �óíêöèÿ t → ℓ

(
t, x)

îãðàíè÷åííà è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé

∂

∂x
ℓ(t, x) íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé

è ℓ
(
t, x0(t)

)
≡ 0 ïðè âñåõ t > 0;

2) îãðàíè÷åííàÿ è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ t→ a(t) òàêîâà, ÷òî

∫ ϑ

0
a(s) ds+ ε = 0.

Ïîñòðîèì, êðîìå òîãî, çàìûêàíèå

12 orb+(ψ) ïîëîæèòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèè orb+(ψ), ãäå

ψ(t, x, y) =
(
q(t, x), ℓ(t, y), a(t)

)
.

Òîãäà åñëè äëÿ âñåõ ψ ∈ orb+(ψ), t ∈ [0, ϑ] è x ∈ Oε

(
x̂(0)

)
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∂

∂t
ℓ̂(t, x) +

〈 ∂
∂x
ℓ̂(t, x), q̂(t, x) − q̂

(
t, x̂0(t)

)〉
6 â(t) sgn

(
ℓ̂(t, x)

)
,

òî ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ orb+(x0) = {x0(·+ τ) : τ > 0} ñèñòåìû (6.3) ðàâíîìåðíî

ëîêàëüíî óïðàâëÿåìà.

11

Óìåñòíî íàïîìíèòü, ÷òî ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìà (6.4) îïðåäåëåíà íà ìíîãîîáðàçèè M , òî ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà x(0) ñ íåêîòîðîé îáëàñòüþ B òî÷êè x(0) íàõîäÿòñÿ íà îäíîé êàðòå (W,φ,X) è îáëàñòü B
òàêîâà, ÷òî φ(B) = Oε

(

x0(0)
)

.

12

Â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ.
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Turnpike proesses of ontrol systems on smooth manifolds

Keywords: turnpike proesses, manifolds of �nite dimension, uniform loal ontrollability, omega-limit sets,

Lyapunov funtions.

Mathematial Subjet Classi�ations: 34A26, 34H05, 34A60

We onsider the so-alled standard ontrol systems. These are systems of di�erential equations de�ned on

smooth manifolds of �nite dimension that are uniformly ontinuous and time-bound on the real axis and

loally Lipshitz in the phase variables. In addition, we assume that the ompat set is given, whih de�nes

geometri onstraints on the admissible ontrols and moreover, the non-degeneray ondition holds. This

ondition means that for eah point of the phase manifold and for all times there exists a ontrol suh that

the value of vetor �eld is ontained in the Eulidean spae that is tangent to the phase manifold at a given

point.

Using the modi�ed method of the Lyapunov funtion and onstruting omega-limit set of the orrespon-

ding dynamial system of shifts, we give propositions about the existene of admissible ontrol proesses that

are it bounded on the positive semiaxis, and the assertion of uniform loal ontrollability of the orresponding

turnpike proess.
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