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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà áóëåâîé àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ îäíîãî ñ÷åòíîãî ÷àñòè÷-

íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà. �ëàâíîé îñîáåííîñòüþ ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî

÷èñëà íåïîñðåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé ó êàæäîãî åãî ýëåìåíòà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé �èê-

ñèðîâàííûé óëüòðà�èëüòð äàííîãî ïðîñòðàíñòâà Ñòîóíà ÿâëÿåòñÿ íåèçîëèðîâàííîé òî÷êîé, à ïîäìíî-

æåñòâî ñâîáîäíûõ óëüòðà�èëüòðîâ âñþäó ïëîòíî. Â ðàáîòå äàíà êëàññè�èêàöèÿ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà,

äîêàçàíî, ÷òî åñòü ñâîáîäíûå óëüòðà�èëüòðû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

�èêñèðîâàííûõ óëüòðà�èëüòðîâ, à òàêæå ñâîáîäíûå óëüòðà�èëüòðû, îïðåäåëÿåìûå öåïÿìè ÷àñòè÷íî

óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà. �àññìîòðåíû êàðäèíàëüíûå èíâàðèàíòû ïîäïðîñòðàíñòâà ñâîáîäíûõ óëü-

òðà�èëüòðîâ. Äîêàçàíî, ÷òî ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî Ñóñëèíà, íî íå ñåïàðàáåëüíî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áóëåâà àëãåáðà, ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà áóëåâîé àëãåáðû, óëüòðà�èëüòð.

� 1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà áóëåâîé àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ îäíîãî

ñ÷åòíîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà. Ïåðâîå ïðîñòðàíñòâî òàêîãî òèïà ïîñòðîèë

Ì. Áåëë [1℄. Ïðîñòðàíñòâà Ñòîóíà äðóãèõ áóëåâûõ àëãåáð ïîäîáíîãî òèïà ðàññìàòðèâàëèñü

â [2, 3, 5�9℄. Âàæíûì ñâîéñòâîì ïðîñòðàíñòâà Ì. Áåëëà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî åãî

ñâîáîäíûõ óëüòðà�èëüòðîâ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ñóñëèíà, íî íå ñåïàðàáåëüíî. Ýòî ñâîéñòâî

áûëî øèðîêî èñïîëüçîâàíî ß. âàí Ìèëëîì [10℄ è À.À. �ðûçëîâûì [4℄ ïðè ïîñòðîåíèè ðàçëè÷-

íûõ òèïîâ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà βω.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà áóëåâîé àëãåáðû ÷àñòè÷íî óïîðÿ-

äî÷åííîãî ìíîæåñòâà, îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ó êàæäîãî ýëå-

ìåíòà ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íåïîñðåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé. Ýòà îñîáåííîñòü ñóùå-

ñòâåííî îòëè÷àåò ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà Ñòîóíà îò ïðîñòðàíñòâà Ì. Áåëëà.

Ïîýòîìó òîò æå ñóùåñòâåííûé âîïðîñ î ÷èñëå Ñóñëèíà è ñåïàðàáåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà ñâî-

áîäíûõ óëüòðà�èëüòðîâ ïîòðåáîâàë äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ äðóãèõ ïîäõîäîâ. Â ðàáîòå äîêàçàíî,

÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî ñâîáîäíûõ óëüòðà�èëüòðîâ äàííîãî ïðîñòðàíñòâà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ñóñëèíà, íî íå ñåïàðàáåëüíî.

� 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâîì Ñòîóíà SB áóëåâîé àëãåáðû B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

óëüòðà�èëüòðîâ â B ñ òîïîëîãèåé, çàäàâàåìîé áàçîé, ñîñòîÿùåé èõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíî-

æåñòâ [A] ñëåäóþùåãî âèäà:

[A] = {ξ ∈ SB : A ∈ ξ} äëÿ A ∈ B.

Îáîçíà÷èì N = {f |n : f ∈ ωω, n ∈ ω}. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà N áóäåì îáîçíà÷àòü t, s, r. Äëÿ
s ∈ N îáîçíà÷èì Cs = {t ∈ N : t|dom s = s}. Íà ìíîæåñòâå N îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: s 6 t, åñëè t åñòü ïðîäîëæåíèå s, òî åñòü t ∈ Cs.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

T =
{
π ∈ N

ω : domπ(n) = n+ 1 äëÿ âñåõ n ∈ ω
}
.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè �Ô â ðàìêàõ ïðîåêòà 2003 áàçîâîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ.
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Äëÿ êàæäîãî π ∈ T îáîçíà÷èì

Cπ = ∪
{
Cπ(n) : n ∈ ω

}
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B áóëåâó àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ ñåìåéñòâîì

B
′ =

{
Cπ : π ∈ T

}⋃{
N \ Cπ : π ∈ T

}
.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî SB êàê ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà áóëåâîé àëãåáðû B.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s ∈ N �èêñèðîâàííûé â s óëüòðà�èëüòð áóäåì îáîçíà÷àòü ŝ. Ìíîæåñòâî

âñåõ �èêñèðîâàííûõ óëüòðà�èëüòðîâ îáîçíà÷èì N̂. Ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ óëüòðà�èëüòðîâ,

ñîäåðæàùèõ A ∈ B, îáîçíà÷èì A∗ = [A]\ Â. Ìíîæåñòâî âñåõ ñâîáîäíûõ óëüòðà�èëüòðîâ áóäåì

îáîçíà÷àòü SB∗
.

Îïðåäåëåíèå 2. Áàçèñîì óëüòðà�èëüòðà ξ íàçûâàåòñÿ ïîäñåìåéñòâî ξ′ ⊆ ξ òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî A ∈ ξ íàéäåòñÿ C ∈ ξ′ òàêîå, ÷òî C ⊆ A.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî áàçèñà ξ′ ïðîèçâîëüíîãî óëüòðà�èëüòðà ξ ⊆ B ñïðàâåäëèâî, ÷òî

ñåìåéñòâî Bξ = {[A] : A ∈ ξ′} ÿâëÿåòñÿ áàçîé â òî÷êå ξ êàê òî÷êå ïðîñòðàíñòâà Ñòîóíà SB.

Ìíîãèå ðåçóëüòàòû, äîêàçàííûå íàìè äëÿ ïðîñòðàíñòâà Áåëëà â ðàáîòàõ [5, 6℄, áåç òðóäà

ïåðåíîñÿòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî SB.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ êàæäîãî s ∈ N ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Cs ∈ B.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ñåìåéñòâî

{[( ⋂

π∈T ′

Cπ

)
∩
( ⋂

π∈T ′′

N \ Cπ

)]
: T ′ ⊂ T, T ′′ ⊂ T, |T ′| < ω, |T ′′| < ω

}

åñòü áàçà ïðîñòðàíñòâà SB.

Ïîñòðîèì äðóãóþ áàçó äàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî π ∈ T èM ⊆ ω îïðåäåëèì

Cπ|M =
⋃

n∈M
Cπ(n).

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ êàæäîãî π ∈ T è M ⊆ ω íàéäóòñÿ π1, π2 ∈ T òàêèå, ÷òî

Cπ|M = Cπ1
∩ Cπ2

.

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ñåìåéñòâà

{
Cπj |Mj

: j 6 n
}
(n ∈ ω) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîé-

ñòâî: ⋂

j6n

Cπj |Mj
=

⋃

j6n

Cπj |M ′

j
äëÿ íåêîòîðûõ M ′

j ⊆ Mj (j 6 n).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü x ∈ SB∗
è x ∈

[ ⋂
j6n

Cπj |Mj

]
. Òîãäà íàéäóòñÿ πj0 è M ′

j0
⊆ Mj0 òàêèå,

÷òî x ∈ [Cπj0
|M ′

j0

] ⊆
[ ⋂
j6n

Cπj |Mj

]
.

Îïðåäåëèì

Γ =
{
Cπ|M \

⋃

π∈T ′

Cπ : π ∈ T, T ′ ⊂ T, |T ′| < ω, M ⊆ ω
}
,

Θ = {N \ (
⋃

π∈T ′

Cπ) : π ∈ T, T ′ ⊂ T, |T ′| < ω}, Γ̃ = Γ ∪Θ.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3 è ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 1. Ñåìåéñòâî

B̃ =
{
[U ] : U ∈ Γ̃

}

ÿâëÿåòñÿ áàçîé ïðîñòðàíñòâà SB.

� 3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ëåììà 1. Ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ óëüòðà�èëüòðîâ SB∗
âñþäó ïëîòíî â SB.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå U ∈ Γ̃. Ëåãêî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ

öåïü {sn : n ∈ ω} ⊆ U . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s ∈ U êîëè÷åñòâî

åãî ïðîäîëæåíèé íà ñëåäóþùèé øàã áåñêîíå÷íî, à ïî îïðåäåëåíèþ Γ̃ òîëüêî êîíå÷íîå èõ ÷èñëî

ìîæåò íå ñîäåðæàòüñÿ â U .

Äëÿ êàæäîãî k ∈ ω îïðåäåëèì Ak = {sn : n > k}. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî Ak (k ∈ ω) âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(1) [Ak] ∩ N̂ = Ak;

(2) [Ak] ⊆ U .

Ïîëó÷àåì öåíòðèðîâàííóþ ñèñòåìó çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ {[Ak] : k ∈ ω} è, â ñèëó áèêîì-

ïàêòíîñòè SB,

⋂
k∈ω

[Ak] 6= ∅ è ïðè ýòîì

⋂
k∈ω

[Ak] ⊆ SB∗
. �

Ëåììà 2. Θ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì óëüòðà�èëüòðà ξ0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñåìåéñòâî Θ ⊂ Γ̃ öåíòðèðîâàíî. Ïóñòü ξ0 ∈ SB � óëüòðà�èëüòð,

ìàæîðèðóþùèé Θ. Íèêàêîå ìíîæåñòâî èç Γ̃ âèäà

Cπ|M \
⋃

π∈T ′

Ctj (T
′ ⊂ T, |T ′| < ω)

íå ïðèíàäëåæèò óëüòðà�èëüòðó ξ0, ïîñêîëüêó N \ Cπ|M ∈ Θ. Ñëåäîâàòåëüíî, Θ � áàçèñ óëü-

òðà�èëüòðà ξ0. �

Ëåììà 3. Ïóñòü s ∈ N. Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

σs = {Cs \
⋃

π∈T ′

Cπ : s ∈ α, T ′ ⊆ T, |T ′| < ω, s /∈
⋃

π∈T ′

Cπ}

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì �èêñèðîâàííîãî ïî s óëüòðà�èëüòðà ŝ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî ñåìåéñòâà σs ñîäåð-
æèò s è ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì áóëåâîé àëãåáðû B, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò óëüòðà�èëü-

òðó ŝ. Åñëè ìíîæåñòâî Cπ|M \
⋃

π∈T ′

Cπ ∈ ŝ äëÿ íåêîòîðûõ π ∈ T , T ′ ⊂ T , |T ′| < ω, M ⊆ ω, òî

Cπ|M ∈ ŝ, à ýòî çíà÷èò, ÷òî Cπ(n) ∋ s äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ M . Òàêèì îáðàçîì Cπ(n) \
⋃

π∈T ′

Cπ ∈ σs

è Cπ(n) \
⋃

π∈T ′

Cπ ⊆ Cπ|M \
⋃

π∈T ′

Cπ. �

Ëåììà 4. Ïóñòü α = {sn : n ∈ ω} � áåñêîíå÷íàÿ öåïü â N. Òîãäà ñåìåéñòâî íåïóñòûõ

ìíîæåñòâ

σα = {Cs \
⋃

π∈T ′

Cπ : T
′ ⊆ T, |T ′| < ω, α ∩ (

⋃

π∈T ′

Cπ) = ∅}

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ñâîáîäíîãî óëüòðà�èëüòðà ξα.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâà σα ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî σα öåíòðè-

ðîâàíî. Äîïîëíèì åãî äî óëüòðà�èëüòðà, îáîçíà÷èì åãî ξα. Ïîêàæåì, ÷òî σα ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì

ýòîãî óëüòðà�èëüòðà.

Ïóñòü Cπ|M \
⋃

π∈T ′

Cπ ∈ ξα äëÿ íåêîòîðûõ π ∈ T , T ′ ⊆ T , |T ′| < ω è M ⊆ ω. Òîãäà íàéäóòñÿ

sn ∈ α è m ∈ M òàêèå, ÷òî Cπ(m) ∋ sn. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå α ∩ Cπ|M = ∅

è íàéäåòñÿ π′ ∈ T òàêîå, ÷òî π′|M = π|M è α ∩ Cπ′ = ∅.

Òîãäà äëÿ sn ∈ α èìååì U = Csn \
(
(
⋃

π∈T ′

Cπ)∪Cπ′

)
∈ σα è, ñëåäîâàòåëüíî, U ∈ ξα. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïîñêîëüêó Cπ′ ⊇ Cπ|M , èìååì U ∩ (Cπ|M \
⋃

π∈T ′

Cπ) = ∅, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò öåíòðèðî-

âàííîñòè ξα êàê óëüòðà�èëüòðà.

Ïîñêîëüêó α � áåñêîíå÷íàÿ öåïü, òî ξα ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì óëüòðà�èëüòðîì. Ïðè ýòîì

äëÿ âñÿêîé áåñêîíå÷íîé öåïè α′ ⊆ α èìååì ξα′ = ξα. �

Ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ óëüòðà�èëüòðîâ ξα, ïîñòðîåííûõ ïî áåñêîíå÷íûì öåïÿì α ⊆ N,

áóäåì îáîçíà÷àòü P1, à ñàìè óëüòðà�èëüòðû ξα áóäåì íàçûâàòü óëüòðà�èëüòðàìè ïåðâîãî

ðîäà.

Ëåììà 5. Åñëè ξ ∈ SB∗
� ñâîáîäíûé óëüòðà�èëüòð è ξ /∈ P1∪{ξ0}, òî íàéäåòñÿ ìíîæå-

ñòâî Cπ|M òàêîå, ÷òî π ∈ T , M ⊆ ω, |M | = ω è {π(n) : n ∈ M} åñòü ñòðîãàÿ àíòèöåïü è

ξ ∋ Cπ|M è Cπ(n) /∈ ξ äëÿ âñÿêîãî n ∈ M.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî Cπ|M òàêîãî, ÷òî Cπ|M ∈ ξ, íàé-
äåòñÿ n ∈ M òàêîå, ÷òî Cπ(n) ∈ ξ.

�àññìîòðèì ñåìåéñòâî λ = {s ∈ N : Cs ∈ ξ}. Òîãäà λ � öåïü. Â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ

ó óëüòðà�èëüòðà ξ åñòü áàçèñ σ = {Cs \
⋃

π∈T ′

Cπ : s ∈ λ, λ ∩ (
⋃

π∈T ′

Cπ) = ∅, T ′ ⊆ T, |T ′| < ω}.

Òîãäà ξ åñòü èëè �èêñèðîâàííûé óëüòðà�èëüòð, èëè ñâîáîäíûé óëüòðà�èëüòð 1 ðîäà, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. �

Ñâîáîäíûå óëüòðà�èëüòðû èç ìíîæåñòâà P2 = SB∗\(P1∪{ξ0}) áóäåì íàçûâàòü ñâîáîäíûìè

óëüòðà�èëüòðàìè âòîðîãî ðîäà.

Èç ëåìì 2, 3, 4, 5 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. SB = {ξ0} ∪ N̂ ∪ P1 ∪ P2.

Ëåììà 6. Ïóñòü ξ ∈ P1 ∪ P2 � ñâîáîäíûé óëüòðà�èëüòð. Òîãäà ñóùåñòâóåò Cπ|M ∈ B

òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(1) |M | = ω;

(2) ξ ∋ Cπ|M ;

(3) åñëè {Mk : k 6 k0} � êîíå÷íîå ðàçáèåíèå M , òî íàéäåòñÿ k′, k′ 6 k0, òàêîå, ÷òî |Mk′ | = ω
è ξ ∋ Cπ|Mk′

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ξ ∈ P1 � ñâîáîäíûé óëüòðà�èëüòð 1 ðîäà, ïîðîæäåííûé

ïîëíîé öåïüþ α = {sn : n ∈ ω}, òî îïðåäåëèì π ∈ T ïî ïðàâèëó π(n) = sn. Ïîëîæèì M = ω.
Òîãäà Cπ � èñêîìîå ìíîæåñòâî.

Åñëè ξ ∈ P2 � ñâîáîäíûé óëüòðà�èëüòð 2 ðîäà, òî ïî ëåììå 5 ñóùåñòâóåò Cπ|M ∈ B òàêîå,

÷òî |M | = ω, {π(n) : n ∈ M} åñòü ñòðîãàÿ àíòèöåïü è ξ ∈ [Cπ|M ] \ ∪
{
[Cπ(n)] : n ∈ M

}
. Òîãäà

Cπ|M � èñêîìîå ìíîæåñòâî. �

Òåîðåìà 3. c(SB∗) = ω.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äèçúþíêòíóþ ñèñòåìó îòêðûòûõ ìíî-

æåñòâ ν = {Uα : α ∈ A} â SB∗
. Ïî òåîðåìå 1 íàéäåòñÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ ν ′ = {Vα : α ∈ A} òàêàÿ,

÷òî Vα ∈ Γ̃ è [Vα] ∩ SB∗ ⊆ Uα äëÿ âñåõ α ∈ A.
Ïîêàæåì, ÷òî ν ′ äèçúþíêòíî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäóòñÿ α, β ∈ A òàêèå,

÷òî Vα∩Vβ 6= ∅. Çàìåòèì, ÷òî Vα∩Vβ ∈ B, à çíà÷èò, [Vα∩Vβ] � îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,

è ïî ëåììå 1 ñïðàâåäëèâî [Vα ∩ Vβ] ∩ SB∗ 6= ∅. Ïîëó÷àåì

∅ 6= [Vα ∩ Vβ] ∩ SB∗ ⊆ [Vα] ∩ [Vβ ] ∩ SB∗ ⊆ Uα ∩ Uβ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò äèçúþíêòíîñòè ν.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |A| > ω. Òîãäà èç äèçúþíêòíîñòè ν ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íà ñ÷åòíîì N

íåñ÷åòíîé ñèñòåìû äèçúþíêòíûõ ìíîæåñòâ, ÷åãî áûòü íå ìîæåò. �

Òåîðåìà 4. Ïîäïðîñòðàíñòâî ñâîáîäíûõ óëüòðà�èëüòðîâ SB∗
íå ñåïàðàáåëüíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A = {ξn : n ∈ ω} � ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî SB∗ \ {ξ0}. Ìû

ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòðîãàÿ àíòèöåïü {sn : n ∈ ω} òàêàÿ, ÷òî A ⊆
[
∪{Csn : n ∈ ω}

]
.

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå n ∈ ω è ξn ∈ A. Îáîçíà÷èì Cπn|Mn
ìíîæåñòâî áóëåâîé àëãåá-

ðû B, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ëåììû 6.

Ñóùåñòâóåò ÷èñëî mn ∈ {0, . . . , 10n+1 − 1} òàêîå, ÷òî äëÿ êëàññà âû÷åòîâ mn ïî mod 10n+1
,

îïðåäåëÿåìîãî ÷èñëîì mn, âûïîëíÿåòñÿ Cπn|mn∩M ∈ ξ. Êëàññ âû÷åòîâ mn ñîñòîèò èç òî÷åê

âèäà prn = 10n+1· r +mn, ãäå r ∈ ω, n ∈ ω. Îáîçíà÷èì mn
′ = {prn ∈ mn : r > 1}.

Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë prn, pr−1
n ∈ mn

′
(r > 1) ìû îïðåäåëèì ÷èñëî krn è trn ∈ N òàêèå, ÷òî

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) pr−1
n 6 krn < prn;

(2) dom trn = krn + 1;

(3) πn(p
r
n) > trn;

(4) krn 6= kr
′

n′ åñëè íå âûïîëíåíî n = n′
è r = r′.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü M̃n = {krn : r > 1}. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâ {M̃n : n ∈ ω} áóäåì îñó-

ùåñòâëÿòü ïî èíäóêöèè.

Äëÿ n = 0 ïîëîæèì M̃0 = {m0
′}.

Ïóñòü ïîñòðîåíû ìíîæåñòâà M̃i äëÿ i < n. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî M̃n. �àññìîòðèì ïðîèçâîëü-

íûå r > 1 è prn ∈ mn
′
, òî åñòü prn = 10n+1· r+mn. �àññìîòðèì òàêæå pr−1

n = 10n+1· (r− 1) +mn.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

I =
[
10n+1· (r − 1) +mn, 10n+1· r +mn]

îòðåçîê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî |I
⋂
(∪{M̃i : i < n})| < 10n+1

. Òîãäà íàéäåòñÿ

÷èñëî krn ∈ I \
⋃
{M̃i : i < n}. Îáîçíà÷èì M̃n = {krn : r > 1}.

Äëÿ ÷èñåë krn âûáåðåì è çà�èêñèðóåì ýëåìåíò trn ∈ N òàêîé, ÷òî

trn 6 πn(p
r
n) è dom trn = krn + 1.

Òîãäà äëÿ ìíîæåñòâ {M̃i : i 6 n} è {tri : i 6 n, r > 1} âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1)�(4). Òàêèì

îáðàçîì, ïîñòðîåíû ìíîæåñòâî M̃ =
⋃
n∈ω

M̃n è ìíîæåñòâî {t(krn) = trn : k
r
n ∈ M̃}.

Â ñèëó óñëîâèÿ (4) ìíîæåñòâî

⋃
{Ct(krn)

: krn ∈ M̃} åñòü ýëåìåíò áóëåâîé àëãåáðû B. Â ñèëó

óñëîâèÿ (3) ìû èìååì

ξn ∋
⋃

{Ct(krn)
: krn ∈ M̃} äëÿ âñåõ n ∈ ω,

è, ñëåäîâàòåëüíî, {ξn : n ∈ ω} ëåæèò â îòêðûòî-çàìêíóòîì ìíîæåñòâå

[
∪{Ct(krn)

: krn ∈ M̃}
]
.

Ïðè ýòîì SB \
[
∪{Ct(krn)

: krn ∈ M̃}
]
6= ∅. �
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On the density and Suslin number of subsets of one Stone spae

Keywords: Boolean algebra, Stone spae of Boolean algebra, ultra�lter.

MSC: 54D35

The paper onerns the Stone spae of the Boolean algebra of subsets of one ountable partially ordered

set. The main feature of this set is the existene of ountably many suessors of eah of its elements. From

this property it follows that every �xed ultra�lter of this Stone spae is a nonisolated point; the subset

of free ultra�lters is dense everywhere. The lassi�ation of spae points is given; the fat that there are

free ultra�lters, whih are not limits of sequenes of �xed ultra�lters, as well as free ultra�lters determined

by hains of partially ordered set, is proved. The ardinal invariants of the subspae of free ultra�lters are

onsidered. It is shown that this subspae has the ountable Suslin number, but is not separable.
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