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Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Rp(R, U), p > 1, è R (R, U) � ïðîñòðàíñòâà (ñèëü-

íî) èçìåðèìûõ �óíêöèé f : R → U , ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîõíåðà R ∋ t 7→ fB
l (t; ·) = f(t + ·) êîòî-

ðûõ ÿâëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè �óíêöèÿìè ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp([−l, l], U)
è L1([−l, l], (U, ρ ′)), ãäå l > 0 è (U, ρ ′) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ ′(x, y) =
= min {1, ρ(x, y)}, x, y ∈ U. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Rp(R, cl b U) è R (R, cl b U) �óíê-
öèé (ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé) F : R → cl b U ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

(cl b U, dist) íåïóñòûõ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (U, ρ) ñ ìåò-
ðèêîé Õàóñäîð�à dist (ïðè îïðåäåëåíèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé F ∈ R (R, cl b U) ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ òàêæå ìåòðèêà dist ′(X,Y ) = min {1, dist(X,Y )}, X, Y ∈ cl b U). Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñå÷åíèé

f ∈ R (R, U) (ñîîòâåòñòâåííî f ∈ Rp(R, U)) ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé F ∈ R (R, cl b U) (ñîîòâåòñòâåí-
íî F ∈ Rp(R, cl b U)), äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâà ïî÷òè ïåðèîäîâ ïîä÷èíåíû ìíîæåñòâàì ïî÷òè ïåðèîäîâ

ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé F . Äëÿ �óíêöèé g ∈ R (R, U) ïðèâåäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñå÷åíèé

f ∈ R (R, U) è f ∈ Rp(R, U), äëÿ êîòîðûõ ρ(f(t), g(t)) = ρ(g(t), F (t)) ïðè ï.â. t ∈ R. Â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå ìíîæåñòâî îáùèõ ε-ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíê-

öèè g è ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F , òàêæå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñå÷åíèé f ∈ R (R, U) òàêèõ, ÷òî
ρ(f(t), g(t)) 6 ρ(g(t), F (t)) + η(ρ(g(t), F (t))) ïðè ï.â. t ∈ R, ãäå η : [0,+∞) → [0,+∞) � ïðîèçâîëüíàÿ

íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé η(0) = 0 è η(ξ) > 0 ïðè âñåõ ξ > 0, ïðè ýòîì f ∈ Rp(R, U) â ñëó÷àå
F ∈ Rp(R, cl b U). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèé f ∈ R (R, U)
ýëåìåíòàðíûìè �óíêöèÿìè èç ïðîñòðàíñòâà R (R, U), ìíîæåñòâà ïî÷òè ïåðèîäîâ êîòîðûõ ïîä÷èíåíû
ìíîæåñòâàì ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíêöèé f .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåêóððåíòíàÿ �óíêöèÿ, ñå÷åíèå, ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè ðåêóððåíòíûõ ñå÷åíèé ìíîãî-

çíà÷íûõ ðåêóððåíòíûõ îòîáðàæåíèé. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1, 2℄ è [3℄. Ïóñòü

CR (R, U) � ïðîñòðàíñòâî ðåêóððåíòíûõ �óíêöèé f : R → U ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëíîì ìåò-

ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (U, ρ), CR (R, cl b U) � ïðîñòðàíñòâî ìíîãîçíà÷íûõ ðåêóððåíòíûõ îòîá-

ðàæåíèé ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå cl b U íåïóñòûõ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åí-

íûõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà U ñ ìåòðèêîé Õàóñäîð�à dist. �àññìàòðèâà-
þòñÿ ïðîñòðàíñòâà Rp(R, U), p > 1, è R (R, U) (ñèëüíî) èçìåðèìûõ �óíêöèé f : R → U ,
ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîõíåðà fB

l (·; ·) êîòîðûõ ïðè âñåõ l > 0 ïðèíàäëåæàò CR (R, Lp([−l, l], U))
è CR (R, L1([−l, l], (U, ρ ′))) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ρ ′

� ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå U , äëÿ êîòîðîé

ñõîäèìîñòü �óíêöèé â ïðîñòðàíñòâå L1([−l, l], (U, ρ ′)) ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè �óíêöèé ïî

ìåðå Ëåáåãà íà îòðåçêå [−l, l]. Òàêèì æå îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Rp(R, cl b U)
èR (R, cl b U).Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñå÷åíèé f ∈ R (R, U) (ñîîòâåòñòâåííî f ∈ Rp(R, U))
ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé F ∈ R (R, cl b U) (ñîîòâåòñòâåííî F ∈ Rp(R, cl b U)) òàêèõ, ÷òî

ìíîæåñòâà ïî÷òè ïåðèîäîâ ñå÷åíèé f ïîä÷èíåíû ìíîæåñòâàì ïî÷òè ïåðèîäîâ ìíîãîçíà÷-

íûõ îòîáðàæåíèé F . Äëÿ çàäàííîé �óíêöèè g ∈ R (R, U) ïðèâåäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-

íèÿ ñå÷åíèé f ∈ R (R, U) è f ∈ Rp(R, U), äëÿ êîòîðûõ ρ(f(t), g(t)) = ρ(g(t), F (t)) ï.â.

è ρ(f(t), g(t)) 6 ρ(g(t), F (t)) + η(ρ(g(t), F (t))) ï.â., ãäå η : [0,+∞) → [0,+∞) � ïðîèçâîëüíàÿ
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íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî η(0) = 0 è η(ξ) > 0 ïðè âñåõ ξ > 0. Ñëåäñòâèåì ïîëó÷åí-

íûõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Ëóçèíà äëÿ ðåêóððåíòíûõ �óíêöèé (ñì. òàê-

æå [3℄). Â ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèé f ∈ R (R, U) ýëåìåí-

òàðíûìè �óíêöèÿìè èç R (R, U), ìíîæåñòâà ïî÷òè ïåðèîäîâ êîòîðûõ ïîä÷èíåíû ìíîæåñòâàì

ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíêöèé f . Áîëåå ñëàáûé âàðèàíò óòâåðæäåíèÿ î ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè
áûë äîêàçàí â [1℄. �àâíîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèé f : R → U , ïðèíàäëåæàùèõ ðàçíûì

êëàññàì, ýëåìåíòàðíûìè �óíêöèÿìè èç ýòèõ êëàññîâ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ñå÷åíèé ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, êîãäà ñå÷åíèÿ è ìíîãîçíà÷íûå

îòîáðàæåíèÿ ïðèíàäëåæàò ðàññìàòðèâàåìûì êëàññàì �óíêöèé (è ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæå-

íèé). Òàêèì ñïîñîáîì ðàíåå áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñå÷åíèé ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

äëÿ êëàññîâ ïî÷òè M -ðåêóððåíòíûõ �óíêöèé [1, 3℄, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ (ï.ï.) ïî Ñòåïàíîâó

�óíêöèé [4℄, ï.ï. ïî Âåéëþ �óíêöèé [5℄, ï.ï. ïî Áåçèêîâè÷ó �óíêöèé [6℄ è îáîáùåííûõ ï.ï. ïî

Âåéëþ �óíêöèé [7℄. Ñóùåñòâîâàíèå ï.ï. ïî Ñòåïàíîâó ñå÷åíèé ìíîãîçíà÷íûõ ï.ï. ïî Ñòåïàíî-

âó îòîáðàæåíèé áûëî âïåðâûå äîêàçàíî â [8℄ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ Ôðèøêîâñêîãî [9℄. (Â [10℄

áûë ïðåäëîæåí åùå îäèí âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ï.ï. ïî Ñòåïàíîâó ñå÷åíèé,

èñïîëüçóþùèé ¾îâûïóêëèâàíèå¿ çàäà÷è è òåîðåìó Ìàéêëà [11℄.)

Â � 1 ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ, ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è äîêàçàíû

íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì. Â � 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûå

ðåêóððåíòíûå �óíêöèè. Â � 3 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 15 èç � 1, â � 4 � òåîðåìû 6, 7 è 8, à â � 5 �

òåîðåìà 11.

� 1. Îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. ×åðåç X îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæå-

ñòâà X ⊆ U.Ìíîæåñòâî X ⊆ U ïðåäêîìïàêòíî, åñëè X � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü mes �

ìåðà Ëåáåãà íà R. Ôóíêöèÿ f : R → U íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, åñëè ñóùåñòâóþò ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèåñÿ èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà Tj ⊆ R è òî÷êè xj ∈ U, j ∈ N, òàêèå, ÷òî
mes R \

⋃
j

Tj = 0 è f(t) = xj ïðè t ∈ Tj . Ôîðìàëüíî òàêàÿ �óíêöèÿ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç

∑

j

xjχTj
(·), (1.1)

ãäå χT � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà T ⊆ R. Òàê êàê â (1.1) äîïóñêàþòñÿ ïóñòûå

ìíîæåñòâà, òî ñóììà (1.1) ìîæåò áûòü êîíå÷íîé. Òàêæå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ �îðìàëüíîå

îáîçíà÷åíèå

∑

j

fj(·)χTj
(·) (1.2)

äëÿ �óíêöèè, ñîâïàäàþùåé ñ (ïðîèçâîëüíûìè) �óíêöèÿìè fj : R → U íà ìíîæåñòâàõ Tj ,

j ∈ N. Òî÷êè xj , �óíêöèè fj è ìíîæåñòâà Tj â (1.1) è (1.2) áóäóò â äàëüíåéøåì íóìåðîâàòüñÿ

òàêæå ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ èíäåêñîâ.

Ôóíêöèÿ f : R → U ñèëüíî èçìåðèìà, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ

�óíêöèÿ fε : R → U òàêàÿ, ÷òî ρ(f(t), fε(t)) < ε ïðè ïî÷òè âñåõ (ï.â.) t ∈ R. Äëÿ íåïóñòîãî

èçìåðèìîãî (ïî Ëåáåãó) ìíîæåñòâà T ⊆ R �óíêöèÿ f : T → U ñèëüíî èçìåðèìà, åñëè îíà

ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì íåêîòîðîé ñèëüíî èçìåðèìîé �óíêöèè f̃ : R → U íà ìíîæåñòâî T. Ïóñòü
M(T,U) � ìíîæåñòâî ñèëüíî èçìåðèìûõ �óíêöèé f : T → U , ïðè ýòîì �óíêöèè, ñîâïàäàþùèå

ïðè ï.â. t ∈ T , îòîæäåñòâëÿþòñÿ (è ìîãóò íå îïðåäåëÿòüñÿ íà íåêîòîðûõ ìíîæåñòâàõ T̃ ⊆ T ,
äëÿ êîòîðûõ mes T̃ = 0).

Äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ U1, U2 ÷åðåç C(U1, U2) (ñîîòâåòñòâåííî Cb(U1, U2)) îáîçíà-
÷àåòñÿ ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ (ñîîòâåòñòâåííî îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ) �óíêöèé F :
U1 → U2. Ïóñòü L∞(R, U) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñèëüíî èçìåðèìûõ è â ñóùåñòâåííîì

îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé f : R → U ñ ìåòðèêîé

D(ρ)
∞ (f, g) = ess sup

t∈R

ρ(f(t), g(t));
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Cb(R, U) ⊆ L∞(R, U).

Íà ìíîæåñòâå C(R, U) îïðåäåëèì ìåòðèêó

d
(ρ)
C (f, g) =

+∞∑

l=1

2−l

max
τ ∈ [−l,l]

ρ(f(τ), g(τ))

1 + max
τ ∈ [−l,l]

ρ(f(τ), g(τ))
.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (C(R, U), d
(ρ)
C ) ïîëíîå. Íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (C(R, U), d

(ρ)
C )

ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ: äëÿ êàæäîé �óíêöèè f ∈ C(R, U) çàäàåòñÿ
äâèæåíèå R ∋ t 7→ f(· + t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç CAR (R, U) è CR (R, U) ìíîæåñòâà �óíêöèé

f ∈ C(R, U), äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèÿ R ∋ t 7→ f(· + t) ïî÷òè ðåêóððåíòíû è, ñîîòâåòñòâåííî,

ðåêóððåíòíû [12, 13℄. Äëÿ �óíêöèè f ∈ C(R, U) îáîçíà÷èì

Γ̃C(f ; ε) = {t ∈ R : d
(ρ)
C (f(·), f(·+ t)) < ε}, ε > 0.

Ìíîæåñòâî T ⊆ R íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî a > 0 òàêîå,
÷òî T∩[t, t+a] 6= ∅ äëÿ âñåõ t ∈ R. Ñîâîêóïíîñòü îòíîñèòåëüíî ïëîòíûõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç Srd.

Ôóíêöèÿ f ∈ C(R, U) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó CAR (R, U), åñëè Γ̃C(f ; ε) ∈ Srd äëÿ âñåõ

ε > 0 [13℄, ïðè ýòîì f ∈ CAR (R, U) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ l, ε > 0

ΓC(f ; l.ε)
.
= {t ∈ R : max

τ ∈ [−l,l]
ρ(f(τ), f(τ + t)) < ε} ∈ Srd.

Ïóñòü C comp(R, U) � ìíîæåñòâî �óíêöèé f ∈ C(R, U), äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèÿ R ∋ t 7→
7→ f(·+ t) óñòîé÷èâû ïî Ëàãðàíæó [12℄. Ôóíêöèÿ f ∈ C(R, U) ïðèíàäëåæèò C comp(R, U) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è {f(t) : t ∈ R}� ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî

â (U, ρ). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

CR (R, U) = CAR (R, U)
⋂

C comp(R, U).

Ïóñòü Lp([−l, l], U), p > 1, l > 0, � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñèëüíî èçìåðèìûõ �óíêöèé

f : [−l, l] → U , äëÿ êîòîðûõ

∫ l

−l

ρp(f(τ), x0) dτ < +∞ (1.3)

äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) x0 ∈ U, ñ ìåòðèêîé

D
(ρ)
p, l(f, g) =

(
1

2l

∫ l

−l

ρp(f(τ), g(τ)) dτ

) 1
p

;

Lp
loc(R, U), p > 1, � ìíîæåñòâî ñèëüíî èçìåðèìûõ �óíêöèé f : R → U òàêèõ, ÷òî íåðàâåí-

ñòâî (1.3) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî l > 0.

Íà ìíîæåñòâå Lp
loc(R, U) îïðåäåëèì ìåòðèêó

d(ρ)p (f, g) =

+∞∑

l=1

2−l
D

(ρ)
p, l(f(·|[−l,l]), g(·|[−l,l]))

1 + D
(ρ)
p, l(f(·|[−l,l]), g(·|[−l,l]))

.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Lp
loc(R, U), d

(ρ)
p ) ïîëíîå. Íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

(Lp
loc(R, U), d

(ρ)
p ) òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ, äëÿ êîòîðîé êàæäîé

�óíêöèè f ∈ Lp
loc(R, U) ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå R ∋ t 7→ f(·+t). Ïóñòü ARp(R, U) èRp(R, U) �
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ìíîæåñòâà �óíêöèé f ∈ Lp
loc(R, U), äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèÿ R ∋ t 7→ f(·+ t) ñîîòâåòñòâåííî ïî-

÷òè ðåêóððåíòíû è ðåêóððåíòíû (â [1℄ �óíêöèè èç ARp(R, U) è Rp(R, U) áûëè íàçâàíû ïî÷òè

Lp
loc-ðåêóððåíòíûìè è Lp

loc-ðåêóððåíòíûìè). Äëÿ �óíêöèè f ∈ Lp
loc(R, U) îáîçíà÷èì

Γ̃p(f ; ε) = {t ∈ R : d(ρ)p (f(·), f(·+ t)) < ε}, ε > 0.

Ôóíêöèÿ f ∈ Lp
loc(R, U) ïðèíàäëåæèò ARp(R, U), åñëè Γ̃p(f ; ε) ∈ Srd äëÿ âñåõ ε > 0, ïðè ýòîì

f ∈ ARp(R, U) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ l, ε > 0

Γp(f ; l.ε)
.
= {t ∈ R : D

(ρ)
p, l(f(·|[−l,l]), f(·|[−l,l] + t)) < ε} ∈ Srd.

Ïóñòü Lp, comp
loc (R, U) � ìíîæåñòâî �óíêöèé f ∈ Lp

loc(R, U), äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèÿ R ∋ t 7→
7→ f(·+ t) óñòîé÷èâû ïî Ëàãðàíæó;

Rp(R, U) = ARp(R, U)
⋂

Lp, comp
loc (R, U).

Äëÿ âñåõ l > 0 îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Áîõíåðà, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå �óíêöèÿì

f ∈ M(R, U) �óíêöèè

R ∋ t 7→ fB
l (t; ·) ∈ M([−l, l], U), (1.4)

äëÿ êîòîðûõ fB
l (t; τ) = f(t+ τ), τ ∈ [−l, l], t ∈ R.

Ôóíêöèÿ f ∈ Lp
loc(R, U) ïðèíàäëåæèò Lp, comp

loc (R, U), ARp(R, U) èëè Rp(R, U), p > 1, òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0 ïðåîáðàçîâàíèå Áîõíå-
ðà fB

l (·; ·) ïðèíàäëåæèò C comp(R, Lp([−l, l], U)), CAR (R, Lp([−l, l], U)) èëè CR (R, Lp([−l, l], U))
ñîîòâåòñòâåííî.

Ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ

CAR (R, U) ⊆ ARp2(R, U) ⊆ ARp1(R, U),

CR (R, U) ⊆ Rp2(R, U) ⊆ Rp1(R, U), 1 6 p1 6 p2 .

Åñëè f ∈ CAR (R, U), òî Γ̃C(f ; ε) ⊆ Γ̃p(f ; ε) è ΓC(f ; l, ε) ⊆ Γp(f ; l, ε) äëÿ âñåõ l, ε > 0 è p > 1.

Åñëè f ∈ ARp2(R, U), òî Γ̃p2(f ; ε) ⊆ Γ̃p1(f ; ε) è Γp2(f ; l, ε) ⊆ Γp1(f ; l, ε) äëÿ âñåõ l, ε > 0 è ïðè

1 6 p1 6 p2 .
Íà ìíîæåñòâå U îïðåäåëèì òàêæå ìåòðèêó

ρ ′(x, y) = min {1, ρ(x, y)}, x, y ∈ U.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (U, ρ ′) (êàê è ïðîñòðàíñòâî (U, ρ)) ïîëíîå. Ñîâîêóïíîñòè çàìêíó-

òûõ è êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (U, ρ) íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå

ê ìåòðèêå ρ ′.

Íà ìíîæåñòâå M(R, U) = M(R, (U, ρ ′)) îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðèêà d(ρ)(f, g) = d
(ρ ′)
1 (f, g). Ìåòðè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M(R, U), d(ρ)) ïîëíîå è ÿâëÿåòñÿ �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû ñäâèãîâ: äëÿ êàæäîé �óíêöèè f ∈ M(R, U) çàäàåòñÿ äâèæåíèå R ∋ t 7→ f(· + t).
Ìíîæåñòâà �óíêöèé f ∈ M(R, U), äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèÿ R ∋ t 7→ f(· + t) ïî÷òè ðåêóððåíò-

íû è ðåêóððåíòíû, îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç AR (R, U) è R (R, U) (â [1℄ �óíêöèè èç

AR (R, U) áûëè íàçâàíû ïî÷òè M -ðåêóððåíòíûìè, à �óíêöèè èç R (R, U) � M -ðåêóððåíòíû-

ìè); AR (R, U) = AR1(R, (U, ρ ′)), R (R, U) = R1(R, (U, ρ ′)). Äëÿ âñåõ f ∈ M(R, U) è ε > 0
îáîçíà÷èì

Γ̃(f ; ε) = {t ∈ R : d(ρ)(f(·), f(·+ t)) < ε}.

(Ìíîæåñòâî Γ̃(f ; ε) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ε-ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíêöèè f ∈ M(R, U).) Ôóíêöèÿ
f ∈ M(R, U) ïðèíàäëåæèò AR (R, U), åñëè Γ̃(f ; ε) ∈ Srd äëÿ âñåõ ε > 0, ïðè ýòîì f ∈ AR (R, U)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ l, ε, δ > 0

Γ(f ; l, ε, δ)
.
= {t ∈ R : mes {τ ∈ [−l, l] : ρ(f(τ), f(τ + t)) > ε} < 2lδ} ∈ Srd .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç M comp(R, U) ìíîæåñòâî �óíêöèé f ∈ M(R, U), äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèÿ

R ∋ t 7→ f(·+ t) óñòîé÷èâû ïî Ëàãðàíæó;

R (R, U) = AR (R, U)
⋂

M comp(R, U).

Ôóíêöèÿ f ∈ M(R, U) ïðèíàäëåæèò M comp(R, U), AR (R, U) èëè R (R, U) òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0 ïðåîáðàçîâàíèå Áîõíåðà

fB
l (·; ·) ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâåííî C comp(R, L1([−l, l], (U, ρ ′))), CAR (R, L1([−l, l], (U, ρ ′))) èëè
CR (R, L1([−l, l], (U, ρ ′))).

Ïóñòü M̃p(R, U), p > 1, � ìíîæåñòâî �óíêöèé f ∈ Lp
loc(R, U) òàêèõ, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ

(è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0 è x0 ∈ U

lim
δ→+0

sup
t∈R

sup
T ⊆ [t−l,t+l] : mesT6 δ

∫

T

ρp(f(τ), x0) dτ = 0.

Ëåììà 1 (ñì. [1℄). Äëÿ âñåõ p > 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Lp, comp
loc (R, U) = M comp(R, U)

⋂
M̃p(R, U).

Ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ AR1(R, U) ⊆ AR (R, U), R1(R, U) ⊆ R (R, U). Åñëè f ∈ AR1(R, U),
òî Γ̃1(f ; ε) ⊆ Γ̃(f ; ε) äëÿ âñåõ ε > 0.

Ëåììà 2 (ñì. [1℄). Äëÿ âñåõ p > 1

Rp(R, U) = R (R, U)
⋂

M̃p(R, U) = AR (R, U)
⋂

Lp, comp
loc (R, U).

Çàìå÷àíèå 1. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ ïî÷òè ðå-

êóððåíòíûõ è ðåêóððåíòíûõ �óíêöèé, îòëè÷àþùèåñÿ îò îáîçíà÷åíèé â [1, 3℄. Â ïîñëåäíèõ

ðàáîòàõ ïðîñòðàíñòâà CAR (R, U), ARp(R, U), AR (R, U) è CR (R, U), Rp(R, U), R (R, U) îáî-
çíà÷àëèñü êàê R(C)(R, U), Rp(R, U), R (R, U) è R(C), comp(R, U), Rp, comp(R, U), R comp(R, U) ñî-
îòâåòñòâåííî.

Äëÿ �óíêöèé f ∈ Cb(R, U) îáîçíà÷èì

Γ
(unif)
C (f ; ε)

.
= {t ∈ R : D(ρ)

∞ (f(·), f(·+ t)) < ε}, ε > 0.

Ôóíêöèÿ f ∈ Cb(R, U) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó CAP (R, U) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ (ï.ï.)

ïî Áîðó �óíêöèé, åñëè Γ
(unif)
C (f ; ε) ∈ Srd äëÿ âñåõ ε > 0. Ïðè ýòîì CAP (R, U) ⊆ CR (R, U)

(è Γ
(unif)
C (f ; ε) ⊆ Γ̃C(f ; ε), Γ

(unif)
C (f ; ε) ⊆ ΓC(f ; l, ε) äëÿ âñåõ f ∈ CAP (R, U) è l, ε > 0). Ôóíêöèÿ

f ∈ Lp
loc(R, U) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Sp(R, U) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî Ñòåïàíîâó �óíê-

öèé ñòåïåíè p > 1, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0 åå ïðåîáðàçîâàíèå

Áîõíåðà (1.4) (ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Lp([−l, l], U)) ÿâëÿåòñÿ ï.ï. ïî Áîðó �óíêöèåé.

Ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå Sp(R, U) ⊆ Rp(R, U). Äëÿ âñåõ �óíêöèé f ∈ Sp(R, U) è ÷èñåë l, ε > 0

Γ(unif)
p (f ; l, ε)

.
= {t ∈ R : sup

ξ∈R

(
1

2l

∫ ξ+l

ξ−l

ρp(f(τ), f(τ + t)) dτ

) 1
p

< ε} ∈ Srd

(è Γ
(unif)
p (f ; l, ε) ⊆ Γp(f ; l, ε)). Ïóñòü S(R, U) = S1(R, (U, ρ ′)) � ìíîæåñòâî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ

ïî Ñòåïàíîâó �óíêöèé. Ôóíêöèÿ f ∈ M(R, U) ïðèíàäëåæèò S(R, U), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî

(è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0 åå ïðåîáðàçîâàíèå Áîõíåðà (1.4) (ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàí-

ñòâå L1([−l, l], (U, ρ ′))) ÿâëÿåòñÿ ï.ï. ïî Áîðó �óíêöèåé. Èìååì S(R, U) ⊆ R(R, U). Äëÿ âñåõ

�óíêöèé f ∈ S(R, U) è ÷èñåë l, ε, δ > 0

Γ(unif)(f ; l, ε, δ)
.
= {t ∈ R : sup

ξ∈R

mes {τ ∈ [ξ − l, ξ + l] : ρ(f(τ), f(τ + t)) > ε} < 2lδ} ∈ Srd
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(è Γ(unif)(f ; l, ε, δ) ⊆ Γ(f ; l, ε, δ)).

Äëÿ ÷èñëà t ∈ R è íåïóñòûõ ìíîæåñòâ T, T1, T2 ⊆ R áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ

t+ T
.
= {t+ τ : τ ∈ T}, T1 + T2

.
= {τ1 + τ2 : τj ∈ Tj, j = 1, 2}.

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî A = (A,>) íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì,

åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ α1, α2 ∈ A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò α ∈ A òàêîé, ÷òî α > α1 è α > α2.

Åñëè A1 è A2 � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, òî ÷åðåç A1 ×A2 îáîçíà÷àåòñÿ ÷àñòè÷íî

óïîðÿäî÷åííîå äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A1 è A2 (åñëè (α1, α2) ∈ A1×A2 è (α ′
1, α

′
2) ∈

∈ A1 × A2, òî (α1, α2) 6 (α ′
1, α

′
2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α1 6 α ′

1 è α2 6 α ′
2). Åñëè A1 è

A2 � íàïðàâëåííûå ìíîæåñòâà, òî ìíîæåñòâî A1 ×A2 òàêæå íàïðàâëåííîå.

Äëÿ íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà A îáîçíà÷èì ÷åðåç N (A) ñîâîêóïíîñòü ìíîãîçíà÷íûõ �óíê-
öèé (íàïðàâëåííîñòåé) A ∋ α 7→ Γ(α) ⊆ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(0A) 0 ∈ Γ(α) äëÿ âñåõ α ∈ A;
(1A) åñëè α, α ′ ∈ A è α 6 α ′, òî Γ(α) ⊇ Γ(α ′);

(2A) äëÿ ëþáîãî α ∈ A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò α ′ > α òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà t ∈ Γ(α ′)
íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò α ′′ ∈ A, ÷òî t+ Γ(α ′′) ⊆ Γ(α);

(3A) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α ∈ A íàéäóòñÿ ýëåìåíò α ′ > α è ÷èñëî δ > 0 òàêèå, ÷òî

Γ(α) ⊇ Γ(α ′) + (−δ, δ).

Äëÿ íàïðàâëåííîñòåé Γj ∈ N (Aj), j = 1, 2, îïðåäåëèì íàïðàâëåííîñòü A1 × A2 ∋ α̃ =
= (α1, α2) 7→ (Γ1 ∩ Γ2)(α̃)

.
= Γ1(α1) ∩ Γ2(α2). Ïðè ýòîì òàêæå Γ1 ∩ Γ2 ∈ N (A1 ×A2).

Ïóñòü Aj � íàïðàâëåííûå ìíîæåñòâà è Γj ∈ N (Aj), j = 1, 2. Íàïðàâëåííîñòü Γ1 ïîä÷èíåíà

íàïðàâëåííîñòè Γ2 (â ýòîì ñëó÷àå ïèøåì Γ1 ≺ Γ2), åñëè äëÿ ëþáîãî α1 ∈ A1 íàéäåòñÿ ýëåìåíò

α2 ∈ A2 òàêîé, ÷òî Γ1(α1) ⊇ Γ2(α2). Åñëè Γ1 ≺ Γ2 è Γ2 ≺ Γ1 , òî íàïðàâëåííîñòè Γ1 è Γ2

ýêâèâàëåíòíû.

Åñëè Γ ∈ N (A), Γj ∈ N (Aj) è Γj ≺ Γ, j = 1, 2, òî Γ1 ∩ Γ2 ≺ Γ.

Ïóñòü Nrd (A) � ìíîæåñòâî íàïðàâëåííîñòåé Γ ∈ N (A), äëÿ êîòîðûõ Γ(α) ∈ Srd ïðè âñåõ

α ∈ A.
Äëÿ (ïðîèçâîëüíîãî) íåïóñòîãî ìíîæåñòâà Λ ⊆ R îáîçíà÷èì ÷åðåç ÃΛ

íàïðàâëåííîå ìíîæå-

ñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (ε,K), ãäå ε > 0 è K � íåïóñòîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Λ,
ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà: (ε1,K1) > (ε2,K2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ε1 6 ε2 è K1 ⊇ K2.

Îïðåäåëèì íàïðàâëåííîñòü

ÃΛ ∋ (ε,K) 7→ Γ̃Λ(ε,K)
.
= {t ∈ R :

∣∣ 1− e iλt
∣∣ < ε äëÿ âñåõ λ ∈ K},

ãäå i2 = −1, äëÿ êîòîðîé Γ̃Λ ∈ Nrd (Ã
Λ) (ñì., íàïðèìåð, [14℄). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé íàïðàâ-

ëåííîñòè Γ ∈ Nrd (A), ãäå A � ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî, è ëþáîãî íåïóñòîãî

ìíîæåñòâà Λ ⊆ R ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Γ∩ Γ̃Λ ∈ Nrd (A× ÃΛ) 2. Â äàëüíåéøåì äëÿ íàïðàâ-

ëåííîñòåé Γ ∈ Nrd (A) è ÷èñåë T > 0 áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ êðàòêîå îáîçíà÷åíèå

Γ {T } .
= Γ

⋂
Γ̃

{
2π
T

}

(â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà Λ âûáèðàåòñÿ îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî

{
2π
T

}
); Γ {T } ∈ Nrd (A×Ã

{
2π
T

}
)

è Γ ≺ Γ {T }.

Îïðåäåëèì íàïðàâëåííûå ìíîæåñòâà A(1), A
(1)
p , ãäå p > 1, è A(2). Ïóñòü A(1)

� ìíîæåñòâî

óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (l, ε) ÷èñåë l, ε > 0 ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà: (l1, ε1) > (l2, ε2) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà l1 > l2 è ε1 6 ε2 ; A
(1)
p � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (l, ε), ãäå l, ε > 0, ñ îòíîøå-

íèåì ïîðÿäêà: (l1, ε1) > (l2, ε2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà l1 > l2 è l1ε
p
1 6 l2ε

p
2 ; A

(2)
� ìíîæå-

ñòâî óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê (l, ε, δ), ãäå l, ε, δ > 0, ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà: (l1, ε1, δ1) > (l2, ε2, δ2)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà l1 > l2 , ε1 6 ε2 è l1δ1 6 l2δ2 .

2

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê Γ ∈ Nrd (A) è Γ̃Λ ∈ Nrd (Ã
Λ), òî Γ ∩ Γ̃Λ ∈ N (A × ÃΛ), ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíàÿ

ïëîòíîñòü ìíîæåñòâ Γ(α) ∩ Γ̃Λ(ε,K) ⊆ R (äëÿ âñåõ α ∈ A, ε > 0 è íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà

Λ ⊆ R) ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 â [1℄.
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Ëåììà 3 (ñì. [1, 3℄). Åñëè f ∈ CAR (R, U), òî ΓC(f ; ·, ·) ∈ Nrd (A
(1)). Åñëè f ∈ ARp(R, U),

òî Γp(f ; ·, ·) ∈ Nrd (A
(1)
p ). Åñëè f ∈ AR (R, U), òî Γ(f ; ·, ·, ·) ∈ Nrd (A

(2)).

Ïóñòü R
+
> � óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ÷èñåë ε > 0, îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà êîòîðîì ïðîòè-

âîïîëîæíî åñòåñòâåííîìó îòíîøåíèþ ïîðÿäêà.

Ñïðàâåäëèâà ïðîñòàÿ

Ëåììà 4. Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ (íàïðàâëåííîñòè)

R
+
> ∋ ε 7→ Γ̃C(f ; ε) ⊆ R , R

+
> ∋ ε 7→ Γ̃p(f ; ε) ⊆ R , R

+
> ∋ ε 7→ Γ̃(f ; ε) ⊆ R ,

îïðåäåëåííûå ñîîòâåòñòâåííî äëÿ �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ CAR (R, U), ARp(R, U) è AR (R, U),
ïðèíàäëåæàò Nrd (R

+
>). Ïðè ýòîì äëÿ �óíêöèé f ∈ CAR (R, U) íàïðàâëåííîñòè ΓC(f ; ·, ·)

è Γ̃C(f ; ·) ýêâèâàëåíòíû, äëÿ �óíêöèé f ∈ ARp(R, U), p > 1, ýêâèâàëåíòíû íàïðàâëåííîñòè

Γp(f ; ·, ·) è Γ̃p(f ; ·), à äëÿ �óíêöèé f ∈ AR (R, U) � íàïðàâëåííîñòè Γ(f ; ·, ·, ·) è Γ̃(f ; ·).

Ëåììà 5. Äëÿ �óíêöèè f ∈ CR (R, U) íàïðàâëåííîñòè Γ̃C(f ; ·) è Γ̃(f ; ·) ýêâèâàëåíòíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè f ∈ CR (R, U) ⊆ CAR (R, U), òî Γ̃C(f ; ε) ⊆ Γ̃(f ; ε) äëÿ âñåõ

ε > 0, ïîýòîìó Γ̃(f ; ·) ≺ Γ̃C(f ; ·). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �óíêöèÿ f ∈ CR (R, U) ⊆ C comp(R, U)
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ωf (ε

′) → 0 ïðè ε ′ → +0, ãäå

ωf (ε
′) = sup

t∈R

max
τ ∈ [−ε ′,ε ′]

ρ(f(t), f(t+ τ)), ε ′ > 0,

� ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f . Äëÿ ëþáûõ l, ε > 0 âûáåðåì ÷èñëà ε1, δ > 0 òàêèå, ÷òî

ε1+2ωf (2lδ) < ε. Ïóñòü t ∈ Γ(f ; l, ε1, δ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî τ ∈ [−l, l] íàéäåòñÿ ÷èñëî τ0 ∈ [−l, l],
äëÿ êîòîðîãî |τ − τ0| 6 2lδ è ρ(f(τ0), f(τ0 + t)) < ε1 , ïîýòîìó

ρ(f(τ), f(τ + t)) 6 ρ(f(τ0), f(τ0+ t)) + ρ(f(τ), f(τ0)) + ρ(f(τ + t), f(τ0+ t)) < ε1+2ωf (2lδ) < ε .

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà îçíà÷àåò, ÷òî t ∈ ΓC(f ; l, ε). Òåïåðü èç ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ÷èñåë l, ε > 0
ïîëó÷àåì ΓC(f ; ·, ·) ≺ Γ(f ; ·, ·, ·) è (ñì. ëåììó 4) Γ̃C(f ; ·) ≺ Γ̃(f ; ·). �

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.

Ëåììà 6. Äëÿ �óíêöèè f ∈ Rp(R, U), p > 1, íàïðàâëåííîñòè Γ̃p(f ; ·) è Γ̃(f ; ·) ýêâèâàëåíò-
íû.

Åñëè �óíêöèÿ f : R → U ïðèíàäëåæèò íåñêîëüêèì èç ïðîñòðàíñòâ CR (R, U), Rp(R, U),
p > 1, è R (R, U), òî èç ëåìì 5 è 6 ñëåäóåò, ÷òî íàïðàâëåííîñòè Γ̃C(f ; ·), Γ̃p(f ; ·) è Γ̃(f ; ·),
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ ýòîé �óíêöèè ñ ïîìîùüþ ìåòðèê èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ,

ýêâèâàëåíòíû.

Äëÿ �óíêöèé fj ∈ R (R, Uj), j = 1, 2, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíê-

öèè f1 ïîä÷èíåíî ìíîæåñòâó ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíêöèè f2 , åñëè Γ̃(f1; ·) ≺ Γ̃(f2; ·).
Êàæäîé ï.ï. �óíêöèè èç ïðîñòðàíñòâ CAP (R, U), Sp(R, U), p > 1, è S(R, U) ñîîòâåòñòâóåò

ìîäóëü ÷àñòîò (ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ) Mod f ⊂ R [14℄ (ñì. òàêæå [15, 16℄, ãäå ïðèâåäåíû íåîá-

õîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ). Åñëè �óíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò ðàçíûì ïðîñòðàíñòâàì

ï.ï. �óíêöèé, òî ìîäóëü ÷àñòîò Mod f îò ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ íå çàâèñèò è îïðå-

äåëÿåòñÿ òîëüêî ñàìîé �óíêöèåé. Åñëè �óíêöèÿ f (ï.â.) ïîñòîÿííàÿ, òî Mod f = {0}. Åñ-
ëè �óíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ï.â. ïîñòîÿííîé, òî Mod f � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Äëÿ �óíêöèè

f ∈ CAP (R, U) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Γ
(unif)
C (f ; ·) ∈ Nrd (R

+
>) è íàïðàâëåííîñòü Γ

(unif)
C (f ; ·)

ýêâèâàëåíòíà íàïðàâëåííîñòè Γ̃Mod f (·, ·) ∈ Nrd (Ã
Mod f ) (ñì. [14℄). Äëÿ �óíêöèè f ∈ Sp(R, U)

íàïðàâëåííîñòü A
(1)
p ∋ (l, ε) 7→ Γ

(unif)
p (f ; l, ε) ⊆ R ïðèíàäëåæèò Nrd (A

(1)
p ) è ýêâèâàëåíò-

íà íàïðàâëåííîñòè Γ̃Mod f (·, ·) ∈ Nrd (Ã
Mod f ). Åñëè f ∈ S(R, U), òî íàïðàâëåííîñòü A(2) ∋

∋ (l, ε, δ) 7→ Γ(unif)(f ; l, ε, δ) ⊆ R ïðèíàäëåæèò Nrd (A
(2)) è òàêæå ýêâèâàëåíòíà íàïðàâëåííîñòè

Γ̃Mod f (·, ·) ∈ Nrd (Ã
Mod f ).
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Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ S(R, U) íàïðàâëåííîñòè Γ(unif)(f ; ·, ·, ·) è Γ(f ; ·, ·, ·) ýê-
âèâàëåíòíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê Γ(unif)(f ; l, ε, δ) ⊆ Γ(f ; l, ε, δ) äëÿ âñåõ l, ε, δ > 0, òî
Γ(f ; ·, ·, ·) ≺ Γ(unif)(f ; ·, ·, ·). Îïðåäåëèì íàïðàâëåííîñòè

A
(1)
1 ∋ (l, ε) 7→ Γ

(unif)
∗ (f ; l, ε) = {t ∈ R : sup

ξ∈R

1

2l

∫ ξ+l

ξ−l

ρ ′(f(τ), f(τ + t)) dτ < ε},

A
(1)
1 ∋ (l, ε) 7→ Γ∗(f ; l, ε) = {t ∈ R :

1

2l

∫ l

−l

ρ ′(f(τ), f(τ + t)) dτ < ε}.

Èìååì Γ
(unif)
∗ (f ; ·, ·) ∈ Nrd (A

(1)) è Γ∗(f ; ·, ·) ∈ Nrd (A
(1)). Ïðè ýòîì íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

íàïðàâëåííîñòü Γ
(unif)
∗ (f ; ·, ·) ýêâèâàëåíòíà íàïðàâëåííîñòè Γ(unif)(f ; ·, ·, ·), à íàïðàâëåííîñòü

Γ∗(f ; ·, ·) � íàïðàâëåííîñòè Γ(f ; ·, ·, ·). Âûáåðåì ëþáûå ÷èñëà l, ε > 0. Ïóñòü ε1 ∈ (0, ε
4). Òàê êàê

f ∈ S(R, U), òî ÷èñëî l1 > l ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ξ ∈ R ñóùåñòâîâàëî ÷èñëî

ξ1 = ξ1(ξ) ∈ R òàêîå, ÷òî ξ − ξ1 ∈ Γ
(unif)
∗ (f ; l, ε1) è [ξ1 − l, ξ1 + l] ⊆ [−l1, l1]. Ïîëîæèì ε2 = l

l1
ε
2 .

Ïóñòü t ∈ Γ∗(f ; l1, ε2) è ξ ∈ R � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

1

2l

∫ ξ+l

ξ−l

ρ ′(f(τ), f(τ + t)) dτ 6
1

2l

∫ ξ+l

ξ−l

ρ ′(f(τ), f(τ − ξ + ξ1(ξ))) dτ +

+
1

2l

∫ ξ1(ξ)+l

ξ1(ξ)−l

ρ ′(f(τ), f(τ + t)) dτ +
1

2l

∫ ξ+l

ξ−l

ρ ′(f(τ − ξ + ξ1(ξ) + t), f(τ + t)) dτ 6

6 2ε1 +
l1
l

1

2l1

∫ l1

−l1

ρ ′(f(τ), f(τ + t)) dτ < 2ε1 +
l1
l
ε2 < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, Γ∗(f ; l1, ε2) ⊆ Γ
(unif)
∗ (f ; l, ε). Òàê êàê ÷èñëà l, ε > 0 âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíî, òî

Γ
(unif)
∗ (f ; ·, ·) ≺ Γ∗(f ; ·, ·). Ïîýòîìó òàêæå Γ(unif)(f ; ·, ·, ·) ≺ Γ(f ; ·, ·, ·). �

Èç ëåìì 5, 6 è 7 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ CAP (R, U) íàïðàâëåííîñòè Γ
(unif)
C (f ; ·)

è ΓC(f ; ·, ·) ýêâèâàëåíòíû, à äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Sp(R, U), p > 1, ýêâèâàëåíòíû íàïðàâëåí-

íîñòè Γ
(unif)
p (f ; ·, ·) è Γp(f ; ·, ·).

Åñëè fj ∈ S(R, Uj), j = 1, 2, òî Γ(unif)(f1; ·, ·, ·) ≺ Γ(unif)(f2; ·, ·, ·) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Mod f1 ⊆ Mod f2 [14℄ (ñì. òàêæå [4, 15℄). Ïîýòîìó èç ëåììû 7 ñëåäóåò

Ëåììà 8. Åñëè fj ∈ S(R, Uj), j = 1, 2, òî Γ(f1; ·, ·, ·) ≺ Γ(f2; ·, ·, ·) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà Mod f1 ⊆ Mod f2 .

Ôóíêöèÿ f ∈ CAR (R, U), äëÿ êîòîðîé ΓC(f ; ·, ·) ≺ Γ̃R
(òîãäà ΓC(f ; ·, ·) ≺ Γ̃Λ

äëÿ íåêîòîðîãî

ñ÷åòíîãî (èëè íåïóñòîãî êîíå÷íîãî) ìíîæåñòâà Λ ⊂ R), íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïî

Ëåâèòàíó.

Ïóñòü Γ ∈ Nrd (A), ãäå A � ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

CARΓ(R, U) (ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç CRΓ(R, U)) ìíîæåñòâî �óíêöèé f ∈ CAR (R, U) (ñîîòâåò-
ñòâåííî �óíêöèé f ∈ CR (R, U)), äëÿ êîòîðûõ Γ̃C(f ; ·) ≺ Γ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïóñòü

ARp
Γ(R, U), Rp

Γ(R, U), p > 1, è ARΓ(R, U), RΓ(R, U) � ìíîæåñòâà �óíêöèé èç ARp(R, U),

Rp(R, U) è AR (R, U), R (R, U), äëÿ êîòîðûõ Γ̃p(f ; ·) ≺ Γ è Γ̃(f ; ·) ≺ Γ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè

ýòîì

RΓ(R, U) = ARΓ(R, U)
⋂

M comp(R, U), (1.5)

Rp
Γ(R, U) = ARp

Γ(R, U)
⋂

L p, comp
loc (R, U), p > 1 .
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Åñëè Γj ∈ Nrd (Aj), j = 1, 2, è Γ1 ≺ Γ2 , òî

CARΓ1(R, U) ⊆ CARΓ2(R, U), CRΓ1(R, U) ⊆ CRΓ2(R, U),

ARp
Γ1
(R, U) ⊆ ARp

Γ2
(R, U), Rp

Γ1
(R, U) ⊆ Rp

Γ2
(R, U), p > 1,

ARΓ1(R, U) ⊆ ARΓ2(R, U), RΓ1(R, U) ⊆ RΓ2(R, U).

Ôóíêöèÿ f ∈ Lp
loc(R, U) ïðèíàäëåæèò ARp

Γ(R, U) èëè Rp
Γ(R, U), p > 1, òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0 ïðåîáðàçîâàíèå Áîõíåðà

fB
l (·; ·) ïðèíàäëåæèò CARΓ(R, L

p([−l, l], U)) èëè CRΓ(R, L
p([−l, l], U)) ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíê-

öèÿ f ∈ M(R, U) ïðèíàäëåæèò ARΓ(R, U) èëè RΓ(R, U) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ

íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0 ïðåîáðàçîâàíèå Áîõíåðà fB
l (·; ·) ïðèíàäëåæèò

CARΓ(R, L
1([−l, l], (U, ρ ′))) èëè CRΓ(R, L

1([−l, l], (U, ρ ′))) ñîîòâåòñòâåííî.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòî÷íÿåò ëåììó 2.

Ëåììà 9 (ñì. [1℄). Äëÿ âñåõ p > 1

Rp
Γ(R, U) = RΓ(R, U)

⋂
M̃p(R, U) = ARΓ(R, U)

⋂
Lp, comp
loc (R, U).

Ïóñòü cl b U � ìíîæåñòâî íåïóñòûõ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ïîëíîãî ìåòðè-

÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (U, ρ), compU � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà cl b U , ñîñòîÿùåå èç íåïóñòûõ
êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ. Íà cl b U îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðèêà Õàóñäîð�à

dist (X,Y ) = dist(ρ)(X,Y ) = max { sup
x∈X

ρ(x, Y ), sup
y ∈Y

ρ(y,X)}, X, Y ∈ cl b U,

ãäå ρ(x,Z) = inf
y ∈Z

ρ(x, y) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x ∈ U äî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà Z ⊆ U. Ìåòðè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (cl b U,dist) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Òàêæå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïîëíîå ìåò-

ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (cl b U,dist
′), ãäå

dist ′(X,Y ) = dist(ρ
′)(X,Y ) = min {1,dist (X,Y )}, X, Y ∈ cl b U.

Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ R ∋ t 7→ F (t) ∈ cl b U äàëåå áóäóò îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ îäíî-

çíà÷íûìè �óíêöèÿìè ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (cl b U,dist). Ïîýòîìó îáî-

çíà÷åíèÿ, êîòîðûå áûëè ââåäåíû äëÿ ñèëüíî èçìåðèìûõ, ðåêóððåíòíûõ, ïî÷òè ðåêóððåíòíûõ

è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé, áóäóò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ òàêèõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-

ðàæåíèé.

Ñèëüíî èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ f : R → U íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì (ñèëüíî èçìåðèìîãî) ìíîãî-

çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F ∈ M(R, (cl b U,dist)), åñëè f(t) ∈ F (t) ïðè ï.â. t ∈ R.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-

íèå F : R → cl b U ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó RΓ(R, cl b U) = R1
Γ(R, (cl b U,dist

′)) è g ∈
∈ RΓ(R, U), ãäå Γ ∈ Nrd (A). Òîãäà äëÿ ëþáîé íåóáûâàþùåé �óíêöèè η : [0,+∞) → [0,+∞),
äëÿ êîòîðîé η(0) = 0 è η(ξ) > 0 ïðè ξ > 0, íàéäåòñÿ �óíêöèÿ f ∈ RΓ (R, U) òàêàÿ, ÷òî
f(t) ∈ F (t) è ρ(f(t), g(t)) 6 ρ(g(t), F (t)) + η(ρ(g(t), F (t))) ïðè ï.â. t ∈ R. Åñëè, êðîìå òîãî,

F ∈ R p
Γ(R, cl b U) ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî òàêæå f ∈ R p

Γ(R, U).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è F ∈ R (R, cl b U). Òîãäà
ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ R (R, U) òàêàÿ, ÷òî f(t) ∈ F (t) ïðè ï.â. t ∈ R è ìíîæåñòâî ïî÷òè

ïåðèîäîâ ñå÷åíèÿ f ïîä÷èíåíî ìíîæåñòâó ïî÷òè ïåðèîäîâ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F .
Åñëè, êðîìå òîãî, F ∈ R p(R, cl b U), p > 1, òî òàêæå f ∈ Rp(R, U).

Òåîðåìà 1 è ïðèâîäèìûå äàëåå òåîðåìû 6, 10 è 11 (à òàêæå òåîðåìà 21 èç � 5) ÿâëÿþòñÿ

îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-

ìû 15, ñ�îðìóëèðîâàííîé â � 2. Àíàëîãè÷íûå òåîðåìå 1 óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ

êëàññîâ ïî÷òè ðåêóððåíòíûõ è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è �óíêöèé,

à òàêæå äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è �óíêöèé èç êëàññîâ M comp(R, cl b U) èM comp(R, U).
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Òåîðåìà 2 (ñì. [3℄). Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, F ∈ ARΓ(R, cl b U)
è g ∈ ARΓ(R, U), ãäå Γ ∈ Nrd (A). Òîãäà äëÿ ëþáîé íåóáûâàþùåé �óíêöèè η : [0,+∞) →
→ [0,+∞), äëÿ êîòîðîé η(0) = 0 è η(ξ) > 0 ïðè ξ > 0, íàéäåòñÿ �óíêöèÿ f ∈ ARΓ (R, U)
òàêàÿ, ÷òî f(t) ∈ F (t) è ρ(f(t), g(t)) 6 ρ(g(t), F (t)) + η(ρ(g(t), F (t))) ïðè ï.â. t ∈ R. Åñëè,
êðîìå òîãî, F ∈ ARp

Γ(R, cl b U) ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî òàêæå f ∈ ARp
Γ(R, U).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è F ∈ AR
Γ̃Λ(R, cl b U) äëÿ

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Λ ⊆ R. Òîãäà ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ AR
Γ̃Λ(R, U) òàêàÿ, ÷òî f(t) ∈

∈ F (t) ïðè ï.â. t ∈ R. (Òî åñòü ó ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F ∈ M(R, cl b U), ïðåîáðàçîâàíèå
Áîõíåðà FB

l (·; ·) êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì ïî Ëåâèòàíó, ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå

f ∈ M(R, U), ïðåîáðàçîâàíèå Áîõíåðà fB
l (·; ·) êîòîðîãî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì

ïî Ëåâèòàíó.)

Òåîðåìà 3 (ñì. [17℄). Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, F ∈ S(R, cl b U)
è g ∈ S(R, U). Òîãäà äëÿ ëþáîé íåóáûâàþùåé �óíêöèè η : [0,+∞) → [0,+∞), äëÿ êîòîðîé

η(0) = 0 è η(ξ) > 0 ïðè ξ > 0, íàéäåòñÿ �óíêöèÿ f ∈ S(R, U) òàêàÿ, ÷òî Mod f ⊆ ModF +
+Mod g, f(t) ∈ F (t) è ρ(f(t), g(t)) 6 ρ(g(t), F (t)) + η(ρ(g(t), F (t))) ïðè ï.â. t ∈ R. Åñëè, êðîìå
òîãî, F ∈ Sp(R, cl b U) ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî òàêæå f ∈ Sp(R, U).

Òåîðåìà 4 (ñì. [1℄). Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, F ∈ M comp(R, cl b U)
è g ∈ M comp(R, U). Òîãäà äëÿ ëþáîé íåóáûâàþùåé �óíêöèè η : [0,+∞) → [0,+∞), äëÿ êî-

òîðîé η(0) = 0 è η(ξ) > 0 ïðè ξ > 0, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ M comp(R, U) òàêàÿ, ÷òî
f(t) ∈ F (t) è ρ(f(t), g(t)) 6 ρ(g(t), F (t)) + η(ρ(g(t), F (t))) ïðè ï.â. t ∈ R. Åñëè, êðîìå òîãî,

F ∈ Lp, comp
loc (R, cl b U) ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî òàêæå f ∈ Lp, comp

loc (R, U).

�àíåå áûëè òàêæå äîêàçàíû àíàëîãè÷íûå òåîðåìå 1 óòâåðæäåíèÿ äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-

ðàæåíèé è �óíêöèé, êîòîðûå ï.ï. ïî Âåéëþ [5℄, ï.ï. ïî Áåçèêîâè÷ó [6℄ è ïðèíàäëåæàò êëàññàì

îáîáùåííûõ ï.ï. ïî Âåéëþ �óíêöèé [7℄.

Äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ R ∋ t 7→ F (t) ∈ cl b U è �óíêöèè R ∋ t 7→ g(t) ∈ U
îïðåäåëèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

R ∋ t 7→ F (g(t); t) = {y ∈ F (t) : ρ(y, g(t)) = ρ(g(t), F (t))},

R ∋ t 7→ F (g(t), ε; t) = {y ∈ F (t) : ρ(y, g(t)) 6 ρ(g(t), F (t)) + ε}, ε > 0.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü

F (x; t) = {y ∈ F (t) : ρ(y, x) = ρ(x, F (t))}, t ∈ R.

Åñëè F ∈ M(R, compU), g ∈ M(R, U), òî F (g(t); t) 6= ∅ ïðè ï.â. t ∈ R, F (g(·); ·) ∈
∈ M(R, compU) è F (g(·), ε; ·) ∈ M(R, compU) äëÿ âñåõ ε > 0.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 (è òåîðåì 2, 3 è 4) íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà F (t) ÿâëÿþòñÿ
êîìïàêòíûìè, ïîýòîìó âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà F (g(t); t) = ∅ ïðè âñåõ t ∈ R.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F ∈ CAP (R, compR) òàêîãî, ÷òî ó ìíîãî-

çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F (0; ·) íåò ñå÷åíèé f ∈ AR (R,R) (òîãäà òàêæå F (0; ·) /∈ AR (R, compR)).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü Cn = 2n−1 + 2nZ, n ∈ N. Ìíîæåñòâà Cn ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è Z =
= {0}

⋃( ⋃
n∈N

Cn
)
. Îïðåäåëèì ìíîãîçíà÷íîå (äâóçíà÷íîå) îòîáðàæåíèå R ∋ t 7→ F (t) ∈ compR.

Åñëè t ∈ [0, 1), òî ïîëîæèì F (t) = {−1, 1}. Åñëè t ∈ [m,m + 1), ãäå m ∈ Cn äëÿ íåêîòîðîãî

n ∈ N, òî ïîëîæèì

F (t) = {−1 + 2−n sin 2nπ(t−m), 1 + 2−n sin 2nπ(t−m)}.

Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå F ∈ Cb(R, compR). Äëÿ ëþáîãî N ∈ N ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

R ∋ t 7→ FN (t) ∈ compR, äëÿ êîòîðîãî FN (t) = {−1, 1}, åñëè t ∈ [0, 1) èëè t ∈ [m,m + 1) ïðè
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m ∈ Cn , n > N , è FN (t) = F (t), åñëè t ∈ [m,m+1) ïðè m ∈ Cn , n 6 N , ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì

(â ìåòðèêå Õàóñäîð�à dist(ρR)) è ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì 2N . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

max
t∈R

dist(ρR) (F (t), FN (t)) = 2−N−1 → 0

ïðè N → +∞. Ïîýòîìó F ∈ CAP (R, compR). Åñëè t ∈ [m,m+ 1), ãäå m ∈ Cn, n ∈ N, òî

F (0; t) = −1 + 2−n sin 2nπ(t−m) ïðè sin 2nπ(t−m) > 0,

F (0; t) = 1 + 2−n sin 2nπ(t−m) ïðè sin 2nπ(t−m) < 0

è F (0; t) = {−1, 1} ïðè sin 2nπ(t−m) = 0. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
F (0; ·) èìååò ñå÷åíèå f ∈ AR (R,R). Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñðåäè ÷èñåë 2n−1

Z \{0} íàéäåòñÿ

(ñêîëü óãîäíî áîëüøîå) ÷èñëî qn òàêîå, ÷òî

∫ 1

0
|f(τ)− f(τ + qn)| dτ < 2−n

(1.6)

(ýòè ÷èñëà îáðàçóþò îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå ìíîæåñòâî [1℄). Ïðè ýòîì èç îïðåäåëåíèÿ ìíî-

æåñòâ Cn ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n1 > n òàêîå, ÷òî

f(τ+qn) = −1+2−n1 sin 2n1πτ ïðè sin 2n1πτ > 0, f(τ+qn) = 1+2−n1 sin 2n1πτ ïðè sin 2n1πτ < 0
è f(τ + qn) = {−1, 1} ïðè sin 2n1πτ = 0, ãäå τ ∈ [0, 1). Íî òîãäà �óíêöèè f(· + qn) íå ìîãóò
ñõîäèòüñÿ â L1([0, 1],R) ïðè n → +∞ íè ê êàêîé �óíêöèè (èç L1([0, 1],R)), è â òîì ÷èñëå

ê �óíêöèè f(·) (êîòîðàÿ íà îòðåçêå [0, 1] ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ëèáî −1, ëèáî 1), ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò óñëîâèþ (1.6). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ó ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ

F (0; ·) íåò ñå÷åíèé èç ïðîñòðàíñòâà AR (R,R).

Çàìå÷àíèå 2. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F (0; ·) èç ïðèìåðà 1 òàêæå íå èìååò ñå÷åíèé èç

ïðîñòðàíñòâà M comp(R,R).

Â [4, 18℄ (ñì. òàêæå [19℄) äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, F ∈ S(R, compU), g ∈
∈ S(R, U). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0

sup
ξ∈R

1

2l

∫ ξ+l

ξ−l

dist ′(F (g(τ); τ), F (g(τ), ε; τ)) dτ → 0 (1.7)

ïðè ε → +0. Òîãäà F (g(·); ·) ∈ S(R, compU) è ModF (g(·); ·) ⊆ ModF +Mod g. Åñëè, áîëåå òîãî,
F ∈ Sp(R, compU) ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî òàêæå F (g(·); ·) ∈ Sp(R, compU).

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ ðåêóððåíòíûõ è ïî÷òè ðåêóððåíòíûõ

ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé F è �óíêöèé g.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, F ∈ RΓ(R, compU), g ∈
∈ RΓ(R, U), ãäå Γ ∈ Nrd (A). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

âñåõ) l > 0 âûïîëíåíî óñëîâèå (1.7). Òîãäà F (g(·); ·) ∈ RΓ(R, compU). Åñëè, áîëåå òîãî, F ∈
∈ Rp

Γ(R, compU), p > 1, òî òàêæå F (g(·); ·) ∈ Rp
Γ(R, compU).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, F ∈ ARΓ(R, compU),
g ∈ ARΓ(R, U), ãäå Γ ∈ Nrd (A). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

âñåõ) l > 0 âûïîëíåíî óñëîâèå (1.7). Òîãäà F (g(·); ·) ∈ ARΓ(R, compU). Åñëè, áîëåå òîãî,

F ∈ ARp
Γ(R, compU) ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî òàêæå F (g(·); ·) ∈ ARp

Γ(R, compU).

Òåîðåìû 6 è 7, à òàêæå òåîðåìà 8 äîêàçàíû â � 4.
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Òåîðåìà 8. Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, F ∈ M comp(R, compU),
g ∈ M comp(R, U), ãäå Γ ∈ Nrd (A). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

âñåõ) l > 0 âûïîëíåíî óñëîâèå (1.7). Òîãäà F (g(·); ·) ∈ M comp(R, compU). Åñëè, áîëåå òîãî,

F ∈ Lp, comp
loc (R, compU), p > 1, òî òàêæå F (g(·); ·) ∈ Lp, comp

loc (R, compU).

Äëÿ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ T ⊆ R îáîçíà÷èì

κl(T ) = sup
ξ ∈R

1

2l
mes [ξ − l, ξ + l]

⋂
T, l > 0.

Äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî (ïî Ëåáåãó) ìíîæåñòâà T ⊆ R è ëþáûõ ÷èñåë l1 > 0 è l2 > l1 âûïîë-
íÿþòñÿ îöåíêè

l1
l2

κ l1(T ) 6 κ l2(T ) 6
l1
l2

(
−

[
−
l2
l1

])
κ l1(T ), (1.8)

ãäå [ξ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ξ ∈ R. Ïîëîæèì κ(T )
.
= κ1(T ).

Ïóñòü Γ ∈ Nrd (A) (ãäå A � ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

R{R} ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ T ⊆ R, äëÿ êîòîðûõ χT ∈ R (R,R). Ïóñòü ARΓ{R} � ñîâî-

êóïíîñòü ìíîæåñòâ T ⊆ R, äëÿ êîòîðûõ χT ∈ ARΓ(R,R); RΓ{R} � ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ

T ⊆ R, äëÿ êîòîðûõ χT ∈ RΓ(R,R) (÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ χT ∈ R1
Γ(R,R)), è M comp{R} �

ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ T ⊆ R, äëÿ êîòîðûõ χT ∈ M comp(R,R). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

RΓ{R} = ARΓ{R} ∩ M comp{R}.
Åñëè T ∈ RΓ{R}, òî R \T ∈ RΓ{R}. Äëÿ ìíîæåñòâ T1, T2 ∈ RΓ{R} ìíîæåñòâà T1∩T2 , T1∪T2

è T1 \T2 òàêæå ïðèíàäëåæàò RΓ{R} (ñì. [1℄). Åñëè Tj ∈ RΓ{R}, j ∈ N, è
∑
j ∈N

κ(Tj) < +∞, òî

òàêæå

⋃
j ∈N

Tj ∈ RΓ{R} è κ
( ⋃
j ∈N

Tj

)
6

∑
j ∈N

κ(Tj).

Ëþáîå (ïîëíîå) ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (U, ρ) ìîæíî èçîìåòðè÷åñêè âëîæèòü â íåêîòîðîå
âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (B, ‖ · ‖), ïðè ýòîì ñèëüíî èçìåðèìûå �óíêöèè R ∋ t 7→
7→ f(t) ∈ U ⊆ B ïðèíàäëåæàò M(R,B) è äëÿ âñåõ f, g ∈ Lp([−l, l], U), l > 0, p > 1, âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî D
(ρ)
p, l(f, g) = ‖f − g‖p, l , ãäå ‖ · ‖p, l � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Lp([−l, l],B):

‖f‖p, l
.
=

(
1

2l

∫ l

−l

‖f(τ)‖p dτ

) 1
p

.

Òàêæå äëÿ âñåõ f, g ∈ L∞(R, U) èìååì D
(ρ)
∞ (f, g) = ‖f −g‖∞, ãäå ‖ ·‖∞ � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå

L∞(R,B):
‖f‖∞

.
= ess sup

t∈R

‖f(t)‖.

Â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (U, ρ) áóäåò òàêæå ðàññìàòðèâàòüñÿ

âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (B, ‖ · ‖), ρ(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈ B.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà A ïóñòü N ∗

rd (A) � ìíîæåñòâî íàïðàâëåííî-

ñòåé Γ ∈ Nrd (A), äëÿ êîòîðûõ (äëÿ íåêîòîðûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (U, ρ)) ñóùåñòâóþò
�óíêöèè f ∈ RΓ(R, U), íå ÿâëÿþùèåñÿ ï.â. ïîñòîÿííûìè. Åñëè �óíêöèÿ f ∈ RΓ(R, U), ãäå
Γ ∈ Nrd (A), íå ÿâëÿåòñÿ ï.â. ïîñòîÿííîé, òî Γ ∈ N ∗

rd (A) è ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f̃ ∈ RΓ(R,R),

êîòîðàÿ òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ï.â. ïîñòîÿííîé, ïðè ýòîì â êà÷åñòâå �óíêöèè f̃ ìîæíî âûáðàòü

îäíó èç �óíêöèé R ∋ t 7→ ρ(f(t), x), x ∈ U (ñì. [1℄).

Â [3℄ äîêàçàíà

Òåîðåìà 9. Ïóñòü (B, ‖ · ‖) � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Γ ∈ Nrd (A), ãäå A �

ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî, è f ∈ RΓ(R,B). Òîãäà äëÿ ëþáûõ δ > 0 è T > 0
ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî T ∈ RΓ{T }{R} è �óíêöèÿ F ∈ CRΓ{T }(R,B) òàêèå, ÷òî κ(R \T ) < δ
è f(t) = F(t) ïðè âñåõ t ∈ T .
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Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9 (â [3℄) èñïîëüçîâàëàñü òåîðåìà 13. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþ-

ùåé òåîðåìû çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ (êàê è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 16 è 1), òàê êàê îíî áåç ñó-

ùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 16

âìåñòî òåîðåìû 13.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü (B, ‖·‖) � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Γ ∈ Nrd (A), ãäå A �

ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî, è f ∈ RΓ(R,B). Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóþò

ìíîæåñòâî T ∈ RΓ{R} è �óíêöèÿ F ∈ CRΓ(R,B) òàêèå, ÷òî κ(R \T ) < δ è f(t) = F(t) ïðè
âñåõ t ∈ T .

Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10 f ∈ Rp
Γ(R,B), p > 1, òî (ñì. [3, çàìå÷àíèå 5℄) äëÿ ëþáûõ

δ, ε > 0 ìîæíî âûáðàòü ìíîæåñòâî T ∈ RΓ{R} è �óíêöèþ F ∈ CRΓ(R,B) òàê, ÷òîáû (êðîìå

ïðèâåäåííûõ â òåîðåìå 10 ñâîéñòâ) äëÿ âñåõ ξ ∈ R âûïîëíÿëîñü òàêæå íåðàâåíñòâî

∫ ξ+1

ξ

‖F(τ)‖p dτ 6

∫ ξ+1

ξ

‖f(τ)‖p dτ + εp.

Àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 10 óòâåðæäåíèå äëÿ �óíêöèé f ∈ S(R,B) äîêàçàíî â [20℄.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü T ∈ RΓ{R}, ãäå Γ ∈ N ∗
rd (A). Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäóòñÿ çàìêíó-

òîå ìíîæåñòâî K ∈ RΓ{R} è îòêðûòîå ìíîæåñòâî O ∈ RΓ{R} òàêèå, ÷òî K ⊆ T ⊆ O
è κ(O\K) < δ.

Òåîðåìà 11 ïîçâîëÿåò â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10, åñëè Γ ∈ N ∗
rd (A) (â ÷àñòíîñòè, åñëè �óíêöèÿ f

íå ÿâëÿåòñÿ ï.â. ïîñòîÿííîé), âûáèðàòü çàìêíóòûå ìíîæåñòâà T .
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11 ïðèâåäåíî â � 5.

� 2. Ýëåìåíòàðíûå ðåêóððåíòíûå �óíêöèè

Ïóñòü Γ ∈ Nrd (A). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èçìåðèìûõ (ïî Ëåáåãó) ìíîæåñòâ T̃j ⊆ R, j ∈ N, áó-

äåì ïèñàòü T̃j
Γ
→ ∅ ïðè j → +∞, åñëè äëÿ ëþáûõ l, δ > 0 íàéäóòñÿ ýëåìåíò α ∈ A è ÷èñëî j0 ∈ N

òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ j > j0 è t ∈ Γ(α) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî mes [t− l, t+ l] ∩ T̃j < 2lδ. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç AMΓ ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Tj}j ∈N , ñîñòîÿùèõ èç ïîïàðíî íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ èçìåðèìûõ (ïî Ëåáåãó) ïîäìíîæåñòâ Tj ⊆ R òàêèõ, ÷òî Tj ∈ ARΓ{R}, j ∈ N,

è R \
⋃

j 6J

Tj
Γ
→ ∅ ïðè J → +∞. Åñëè {Tj}j ∈N ∈ AMΓ , òî mes R \

⋃
j

Tj = 0. Ïóñòü M comp
�

ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Tj}j ∈N , ñîñòîÿùèõ èç ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èçìåðè-
ìûõ (ïî Ëåáåãó) ïîäìíîæåñòâ Tj ⊆ R òàêèõ, ÷òî Tj ∈ M comp{R}, j ∈ N, è κ

(
R \

⋃
j 6J

Tj

)
→ 0

ïðè J → +∞. Åñëè {Tj}j ∈N ∈ M comp, òî òàêæå mes R \
⋃
j

Tj = 0. ×åðåç MΓ îáîçíà÷èì ñîâî-

êóïíîñòü òåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Tj}j ∈N èç M comp, äëÿ êîòîðûõ Tj ∈ RΓ{R}, j ∈ N. Åñëè

T̃j ⊆ R, j ∈ N, � èçìåðèìûå (ïî Ëåáåãó) ìíîæåñòâà è κ(T̃j) → 0 ïðè j → +∞, òî T̃j
Γ
→ ∅ ïðè

j → +∞. Ïîýòîìó MΓ ⊂ AMΓ . Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî MΓ = AMΓ ∩ M comp
[1℄.

Çàìå÷àíèå 3. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ìíîæåñòâ AMΓ è MΓ èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, îò-

ëè÷àþùèåñÿ îò îáîçíà÷åíèé â [1℄ è [3℄. Â ïîñëåäíèõ ðàáîòàõ ýòè ìíîæåñòâà îáîçíà÷àëèñü êàê

MΓ è M
comp
Γ ñîîòâåòñòâåííî.

×åðåç EM comp(R, U) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé (1.1), äëÿ êîòîðûõ

{Tj}j ∈N ∈ M comp. Ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå EM comp(R, U) ⊆ M comp(R, U). Áîëåå òîãî (ñì. [1℄),
åñëè {Tj}j ∈N ∈ M comp, òî äëÿ ëþáûõ �óíêöèé fj ∈ M comp(R, U), j ∈ N, èìååì

∑

j ∈N

fj(·)χTj
(·) ∈ M comp(R, U).



38 Ë.È. Äàíèëîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2014. Âûï. 4

Ïóñòü ERΓ(R, U) � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé (1.1), äëÿ êîòîðûõ {Tj}j ∈N ∈ MΓ. Åñëè

{Tj}j ∈N ∈ MΓ , òî äëÿ ëþáûõ �óíêöèé fj ∈ RΓ(R, U), j ∈ N, òàêæå (ñì. [1℄)

∑

j ∈N

fj(·)χTj
(·) ∈ RΓ(R, U)

(è, â ÷àñòíîñòè, ERΓ(R, U) ⊆ RΓ(R, U)).

Â [1℄ äîêàçàíà

Òåîðåìà 12. Ïóñòü f ∈ RΓ(R,R), ãäå Γ ∈ Nrd (A). Òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈ R, ε > 0 è T > 0
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî T ∈ RΓ{T }{R} òàêîå, ÷òî f(t) < a+ ε ïðè âñåõ t ∈ T è f(t) > a− ε
ïðè ï.â. t ∈ R \T .

Òåîðåìà 12 ÿâëÿëàñü êëþ÷åâûì óòâåðæäåíèåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 13.

Òåîðåìà 13 (ñì. [1℄). Ïóñòü Γ ∈ Nrd (A), ãäå A � ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ RΓ(R, U) è ëþáûõ ε > 0 è T > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ

�óíêöèÿ fε ∈ ERΓ{T }(R, U) òàêàÿ, ÷òî ρ(f(t), fε(t)) < ε ïðè ï.â. t ∈ R. Åñëè, êðîìå òîãî,

f ∈ Rp
Γ(R, U) ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî fε ∈ ERΓ{T }(R, U) ∩ Rp

Γ{T }(R, U).

Íà òåîðåìó 13, â ñâîþ î÷åðåäü, îïèðàëîñü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14.

Òåîðåìà 14 (ñì. [1℄). Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, F ∈ RΓ(R, cl b U)
è g ∈ RΓ(R, U), ãäå Γ ∈ Nrd (A). Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > 0 è ëþáîé íåóáûâàþùåé �óíêöèè

η : [0,+∞) → [0,+∞), äëÿ êîòîðîé η(0) = 0 è η(ξ) > 0 ïðè ξ > 0, íàéäåòñÿ �óíêöèÿ f ∈
∈ RΓ{T }(R, U) òàêàÿ, ÷òî f(t) ∈ F (t) è ρ(f(t), g(t)) 6 ρ(g(t), F (t)) + η(ρ(g(t), F (t))) ïðè ï.â.

t ∈ R. Åñëè, êðîìå òîãî, F ∈ R p
Γ(R, cl b U) ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî òàêæå f ∈ R p

Γ{T }(R, U).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ â � 3.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü f ∈ RΓ(R,R), ãäå Γ ∈ Nrd (A). Òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈ R è ε > 0 ñóùå-

ñòâóåò ìíîæåñòâî T ∈ RΓ{R} òàêîå, ÷òî f(t) < a+ ε ïðè âñåõ t ∈ T è f(t) > a− ε ïðè ï.â.

t ∈ R \T . Åñëè f ∈ CRΓ(R,R), òî ìíîæåñòâî T ìîæíî ñ÷èòàòü çàìêíóòûì.

Â [3℄ ïðèâåäåí ïðèìåð �óíêöèè f ∈ CR (R,R), äëÿ êîòîðîé |f(t)| < 1 ïðè âñåõ t ∈ R è

òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ (−1, 1)

{t ∈ R : f(t) < λ} /∈ R{R}

(è, êðîìå òîãî, ðàâåíñòâî f(t) = λ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ÷èñåë t ∈ R, íå

èìåþùåãî êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê).

Òàê êàê Γ ≺ Γ{T }
äëÿ âñåõ T > 0, òî

RΓ(R, U) ⊆
⋂

J > 0

RΓ{T }(R, U), ERΓ(R, U) ⊆
⋂

J > 0

ERΓ{T }(R, U), RΓ{R} ⊆
⋂

J > 0

RΓ{T }{R}.

Ïîýòîìó òåîðåìà 15 ñèëüíåå òåîðåìû 12. Òàêæå òåîðåìà 1 ñèëüíåå òåîðåìû 14 è ïðèâîäèìàÿ

íèæå òåîðåìà 16 ñèëüíåå òåîðåìû 13.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü Γ ∈ Nrd (A), ãäå A � ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî, è f ∈
∈ RΓ(R, U). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ �óíêöèÿ fε ∈ ERΓ(R, U) òàêàÿ,
÷òî ρ(f(t), fε(t)) < ε ïðè ï.â. t ∈ R. Åñëè, êðîìå òîãî, f ∈ Rp

Γ(R, U) ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî
fε ∈ ERΓ(R, U) ∩ Rp

Γ(R, U).
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Òåîðåìà 16 ñëåäóåò èç òåîðåìû 15, à òåîðåìà 1 � èç òåîðåìû 16. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 16

è 1 â äàííîé ðàáîòå íå ïðèâîäÿòñÿ, òàê êàê îíè â îñíîâíîì ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì

13 è 14 â [1℄. Ïðè ýòîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 16 íóæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 15 âìåñòî

òåîðåìû 12, à ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 � òåîðåìó 16 âìåñòî òåîðåìû 13.

Â [1℄ äîêàçàíû ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü f ∈ M comp(R,R). Òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈ R è ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæå-

ñòâî T ∈ M comp{R} òàêîå, ÷òî f(t) < a+ ε ïðè âñåõ t ∈ T è f(t) > a− ε ïðè ï.â. t ∈ R \T .

Òåîðåìà 18. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ M comp(R, U) è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåí-

òàðíàÿ �óíêöèÿ fε ∈ EM comp(R, U) òàêàÿ, ÷òî ρ(f(t), fε(t)) < ε ïðè ï.â. t ∈ R. Åñëè, êðîìå

òîãî, f ∈ Lp, comp
loc (R, U), p > 1, òî fε ∈ EM comp(R, U) ∩ Lp, comp

loc (R, U).

Àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 15 è 16 óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ �óíêöèé f ∈ ARΓ(R, U)
(ñì. [3℄).

� 3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15

Åñëè �óíêöèÿ f ∈ RΓ(R,R) ÿâëÿåòñÿ ï.â. ïîñòîÿííîé, òî äëÿ ëþáîãî a ∈ R (è ëþáîãî

ε > 0) äîñòàòî÷íî âûáðàòü ìíîæåñòâî T = {t ∈ R : f(t) 6 a}. Ïîýòîìó (ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 15) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ f ∈ RΓ(R,R) ï.â. ïîñòîÿííîé íå ÿâëÿåòñÿ è, ñëåäî-

âàòåëüíî, Γ ∈ N ∗
rd (A).

Ïóñòü LF1(R,R) � ñîâîêóïíîñòü �óíêöèé f̃ ∈ L1
loc(R,R), äëÿ êîòîðûõ ïðè íåêîòîðîì

(è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì) l > 0

sup
t∈R

sup
δ∈ [0,δ̃]

1

2l

∫ l

−l

|f̃(t+ τ + δ) − f̃(t+ τ)| dτ → 0 (3.1)

ïðè δ̃ → +0. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f̃ ∈ L1, comp
loc (R,R) (ïðè âñåõ l > 0) ìíîæåñòâî {f̃(·|[−l,l]+t) : t ∈

∈ R} ïðåäêîìïàêòíî â (L1([−l, l],R),D
(ρR)
1, l )3, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.1) è, ñëåäîâàòåëü-

íî, L1, comp
loc (R,R) ⊂ LF1(R,R).

Òåîðåìà 19 (ñì. [1℄). Äëÿ ëþáûõ ε > 0 è δ ∈ (0, 1] ñóùåñòâóåò ÷èñëî h = h(ε, δ) > 0 òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáîãî l > 0 è ëþáîé �óíêöèè f̃ ∈ LF1(R,R) ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ̃ = λ̃(ε, δ; l, f̃ ) > 0
òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ λ > λ̃, âñåõ �óíêöèé g∗ ∈ L∞(R,R), äëÿ êîòîðûõ ‖g∗‖∞ 6 h, è âñåõ τ0 ∈ R

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
t∈R

mes {τ ∈ [−l, l] : |f̃(t+ τ) + g∗(t+ τ) + ε sinλ(τ + τ0)| < h} < 2lδ.

Äëÿ �óíêöèè f̃ ∈ M(R,R) è ÷èñëà R > 0 îïðåäåëèì �óíêöèþ

R ∋ t 7→ f̃{R}(t)
.
=





R , åñëè f(t) > R,
f(t) , åñëè −R < f(t) < R,
−R , åñëè f(t) 6 −R.

Ïóñòü LF (R,R) � ìíîæåñòâî �óíêöèé f̃ ∈ M(R,R), äëÿ êîòîðûõ f̃{R} ∈ LF1(R,R) ïðè âñåõ
R > 0. Åñëè f̃ ∈ M comp(R,R), òî äëÿ âñåõ R > 0 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå f̃{R} ∈ L1, comp

loc (R,R)
(ñì. [1, ëåììû 1 è 13℄) è, ñëåäîâàòåëüíî, M comp(R,R) ⊂ LF (R,R).

Ñëåäñòâèå 3. Òåîðåìà 19 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè �óíêöèþ f̃ âûáèðàòü èç ìíîæå-

ñòâà LF (R,R).

3

Íà R ðàññìàòðèâàåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ìåòðèêà ρR(x, y) = |x− y|, x, y ∈ R.
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Äàëåå èñïîëüçóåìûå â ýòîì ïàðàãðà�å ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ áóäóò �îðìóëèðîâàòüñÿ (áåç

äîêàçàòåëüñòâ) â âèäå ëåìì.

Ëåììà 10. Åñëè f̃ ∈ LF (R,R) è f̃1 ∈ C comp(R,R), òî f̃ + f̃1 ∈ LF (R,R).

Íà ìíîæåñòâå C∞(R,R) áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé g : R → R îïðåäåëèì

ìåòðèêó

D(∞)(g1, g2)
.
=

∑

m∈Z+ , l∈N

2−m−l−1

max
τ ∈ [−l,l]

|g
(m)
1 (τ)− g

(m)
2 (τ)|

1 + max
τ ∈ [−l,l]

|g
(m)
1 (τ)− g

(m)
2 (τ)|

(ãäå Z+ = N ∪ {0}, g(0) = g, g(m)
� ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè g ïîðÿäêà m ∈ N). Ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî (C∞(R,R),D(∞)) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Äëÿ �óíêöèé g ∈ C∞(R,R) îáîçíà÷èì

Γ̃(∞)(g; ε) = {t ∈ R : D(∞)(g(·), g(· + t)) < ε}, ε > 0.

Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Γ̃(∞)(g; ·) ∈ N (R+
>). Íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (C∞(R,R),D(∞))

ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ: äëÿ êàæäîé �óíêöèè g ∈ C∞(R,R) çàäàåòñÿ
äâèæåíèå R ∋ t 7→ g(·+t). Ïóñòü CR (∞)(R,R)� ìíîæåñòâî �óíêöèé g ∈ C∞(R,R), äëÿ êîòîðûõ
äâèæåíèÿ R ∋ t 7→ g(·+t) ðåêóððåíòíû. Ôóíêöèÿ g ∈ C∞(R,R) ïðèíàäëåæèò CR (∞)(R,R) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ̃(∞)(g; ε) ∈ Srd äëÿ âñåõ ε > 0 (÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ Γ̃(∞)(g; ·) ∈
∈ Nrd (R

+
>)) è äâèæåíèå R ∋ t 7→ g(· + t) óñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó.

Ëåììà 11. Ïóñòü g ∈ (C∞(R,R),D(∞)). Òîãäà äâèæåíèå R ∋ t 7→ g(· + t) óñòîé÷èâî ïî

Ëàãðàíæó â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè íàéäóòñÿ ÷èñëà Cm > 0, m ∈ Z+ , òàêèå, ÷òî
|g(m)(t)| 6 Cm äëÿ âñåõ t ∈ R è m ∈ Z+ .

Ïóñòü CR
(∞)
Γ (R,R) � ìíîæåñòâî �óíêöèé g ∈ CR (∞)(R,R), äëÿ êîòîðûõ Γ̃(∞)(g; ·) ≺ Γ.

Âûáåðåì (è çà�èêñèðóåì) �óíêöèþ Ω ∈ C∞(R,R), äëÿ êîòîðîé Ω(t) = 0 ïðè |t| > 1,

Ω(t) > 0 ïðè |t| < 1 è

∫ +∞

−∞
Ω(t) dt = 1. Ïóñòü Ωh(t) =

1
h
Ω
(
t
h

)
, t ∈ R, h > 0. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè

g ∈ L1
loc(R,R) áóäåì îáîçíà÷àòü

g(h)(·)
.
= (g ∗Ωh)(·) =

∫ +∞

−∞
g(· − ξ)Ωh(ξ) dξ.

Ôóíêöèè g(h) ïðèíàäëåæàò C∞(R,R). Åñëè �óíêöèÿ L1
loc(R,R) íå ÿâëÿåòñÿ ï.â. ïîñòîÿííîé, òî

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ÷èñëàõ h > 0 �óíêöèè g(h) òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè.

Ëåììà 12. Åñëè g ∈ R1
Γ(R,R), òî g(h) ∈ CR

(∞)
Γ (R,R) äëÿ âñåõ h > 0.

Ïóñòü òåïåðü Γ ∈ N ∗
rd (A) äëÿ íåêîòîðîãî íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà A. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå

ÿâëÿþùàÿñÿ ï.â. ïîñòîÿííîé �óíêöèÿ f̃ ∈ RΓ(R,R). Âûáåðåì ÷èñëî R > 0 òàê, ÷òîáû �óíê-

öèÿ f̃{R}
òàêæå íå ÿâëÿëàñü ï.â. ïîñòîÿííîé, ïðè ýòîì f̃{R} ∈ R1

Γ(R,R) (ñì., íàïðèìåð, [1℄).
Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ÷èñëà h > 0 ìîæíî âûáðàòü íå ÿâëÿþùóþñÿ ïîñòî-

ÿííîé �óíêöèþ g = (f̃{R})(h) ∈ CR
(∞)
Γ (R,R), êîòîðàÿ (áåç ïîÿñíåíèé) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ

â äàëüíåéøåé ÷àñòè ýòîãî ïàðàãðà�à

4

.

Äëÿ �óíêöèè g ∈ CR
(∞)
Γ (R,R) îáîçíà÷èì ÷åðåç H (∞)(g) çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {g(·+ t) : t ∈

∈ R} (îðáèòû �óíêöèè g) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (C∞(R,R),D(∞)).ÌíîæåñòâîH (∞)(g) ⊂
⊂ (C∞(R,R),D(∞)) êîìïàêòíîå. Åñëè �óíêöèÿ g íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, òî îòîáðàæåíèå

R ∋ t 7→ g(·+ t) ∈ H (∞)(g) èíúåêòèâíî. Òàê êàê ïðè âñåõ t ∈ R è m ∈ Z+ äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë

Cm > 0 âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè |g(m)(t)| 6 Cm , òî òàêæå |g
(m)
1 (t)| 6 Cm äëÿ âñåõ g1 ∈ H (∞)(g),

âñåõ t ∈ R è m ∈ Z+.

4

Ôóíêöèþ g ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ �óíêöèè f ∈ RΓ(R,R) (èç óñëîâèÿ òåîðåìû 15), íî äàëåå îíà áóäåò

òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå äðóãèõ óòâåðæäåíèé, ïîýòîìó �óíêöèÿ g îïðåäåëåíà íåçàâèñèìî äëÿ

íàïðàâëåííîñòè Γ ∈ N ∗
rd (A).
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Ëåììà 13. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè L : (H (∞)(g),D(∞)) → R �óíêöèÿ R ∋ t 7→
7→ G(L; t)

.
= L(g(· + t)) ∈ R ïðèíàäëåæèò CRΓ(R,R).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê g ∈ CR
(∞)
Γ (R,R), òî (ñì. ëåììó 11) �óíêöèÿ R ∋ t 7→

7→ g(· + t) ∈ (C∞(R,R),D(∞)) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �óíêöèÿ L íåïðå-

ðûâíà íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå H (∞)(g) ⊂ (C∞(R,R),D(∞)), ïîýòîìó �óíêöèÿ G(L; ·) òàêæå
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ω(L; δ) = max
g1, g2 ∈H (∞)(g) :D(∞)(g1,g2)6 δ

|L(g1)− L(g2)|, δ > 0,

ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè L. Ïóñòü l, ε > 0. Âûáåðåì ÷èñëî ε1 > 0 òàê, ÷òî ω(L; ε1) < ε.
Ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε2 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ Γ̃(∞)(g; ε2) è âñåõ τ ∈ [−l, l] âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
D(∞)(g(· + τ), g(· + τ + t)) 6 ε1. Òîãäà òàêæå |G(L; τ) − G(L; τ + t)| 6 ω(L; ε1) < ε è, ñëåäîâà-

òåëüíî, Γ̃(∞)(g; ε2) ⊆ ΓC(G(L; ·); l, ε). Ïîñëåäíåå âëîæåíèå (â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè

�óíêöèè G(L; ·) è ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ÷èñåë l, ε > 0) îçíà÷àåò, ÷òî G(L; ·) ∈ CRΓ(R,R). �

Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé g̃ ∈ L2
loc(R,R), äëÿ êîòîðûõ

‖g̃‖H
.
=

(∫ +∞

−∞
|g̃(t)|2 e−t2 dt

) 1
2

< +∞,

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(g̃1, g̃2)H =

∫ +∞

−∞
g̃1(t)g̃2(t) e

−t2 dt.

Ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå H (∞)(g) ⊂ H, ïðè ýòîì òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå H (∞)(g) →
→ H (∞)(g) íåïðåðûâíî èç êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (H (∞)(g),D(∞)) â ãèëü-

áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H. Ïîýòîìó H (∞)(g) òàêæå êîìïàêò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H
è, ñëåäîâàòåëüíî, íà ìíîæåñòâå H (∞)(g) ìåòðèêà D(∞) è ìåòðèêà ρH , îïðåäåëÿåìàÿ íîðìîé

‖ · ‖H , çàäàþò îäíó è òó æå òîïîëîãèþ.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 14. Åñëè gj, g̃j ∈ H (∞)(g), j ∈ N, òî óñëîâèå D(∞)(gj , g̃j) → 0 ïðè j → +∞ ýêâèâà-

ëåíòíî óñëîâèþ ‖gj − g̃j‖H → 0 ïðè j → +∞.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè gj , g̃j ∈ H (∞)(g), j ∈ N, è ‖gj − g̃j‖H → 0 ïðè j → +∞, òî òàêæå

‖g
(1)
j − g̃

(1)
j ‖H → 0.

Ëåììà 15. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε1 = ε1(g) > 0 òàêîå, ÷òî ‖g̃(1)‖H > ε1 äëÿ âñåõ �óíêöèé

g̃ ∈ H (∞)(g).

Ëåììà 15 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî �óíêöèÿ g ∈ CR
(∞)
Γ (R,R) íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé.

Ëåììà 16. Îòîáðàæåíèå (H (∞)(g),D(∞)) ∋ (g̃, t) 7→ g̃(· + t) ∈ H íåïðåðûâíî (ïî ñîâîêóï-
íîñòè ïåðåìåííûõ).

Äëÿ �óíêöèé g̃ ∈ H (∞)(g) è ÷èñåë b, l > 0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Ub(g̃) = {g1 ∈ H (∞)(g) : ‖g1 − g̃‖H < b è (g1 − g̃, g̃(1))H = 0},

Bb(g̃) = {g1 ∈ H (∞)(g) : ‖g1 − g̃‖H 6 b è (g1 − g̃, g̃(1))H = 0},

Ob, l(g̃) = {g1(·+ τ) : g1 ∈ Ub(g̃),−l < τ < l}, Bb, l(g̃) = {g1(·+ τ) : g1 ∈ Bb(g̃),−l 6 τ 6 l}.

Ïðè ýòîì (ñì. ëåììó 16) Bb(g̃) è Bb, l(g̃) � çàìêíóòûå (è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêòíûå) ïîäìíî-

æåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (H (∞)(g), ρH ).
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Ëåììà 17. Ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî ìàëûå ÷èñëà b = b(g) > 0 è l = l(g) > 0 òàêèå, ÷òî

äëÿ ëþáîé �óíêöèè g̃ ∈ H (∞)(g) îòîáðàæåíèå

Bb(g̃)× [−l, l] ∋ (g1, τ) 7→ g1(·+ τ) ∈ Bb, l(g̃) (3.2)

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâ Bb, l(g̃), ðàññìàòðèâàåìûå îòîáðàæå-

íèÿ (g1, τ) 7→ g1(·+ τ) ïðè âñåõ b, l > 0 ÿâëÿþòñÿ ñþðúåêöèÿìè. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

äëÿ íåêîòîðûõ (äîñòàòî÷íî ìàëûõ) ÷èñåë b, l > 0 èõ èíúåêòèâíîñòü. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 4 è

ëåììû 16 ÷èñëà b > 0 è l > 0 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ g̃ ∈ H (∞)(g) è âñåõ �óíê-

öèé g∗ ∈ Bb, 2l(g̃) âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî ‖g
(1)
∗ − g̃(1)‖H < ε1

2 , ãäå ε1 = ε1(g) > 0 � ÷èñëî èç

ëåììû 15. Òîãäà (â ñèëó ëåììû 15) äëÿ âñåõ g̃ ∈ H (∞)(g), g1 ∈ Bb(g̃) è τ ∈ [0, 2l]

(g
(1)
1 (·+ τ), g̃(1)(·))H > ‖g̃(1)‖2H − ‖g

(1)
1 (·+ τ)− g̃(1)(·)‖H · ‖g̃(1)‖H >

ε21
2
. (3.3)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îòîáðàæåíèå (3.2) äëÿ êàêîé-ëèáî �óíêöèè g̃ ∈ H (∞)(g) íå ÿâëÿåòñÿ
èíúåêòèâíûì. Òàê êàê äëÿ ðàçíûõ �óíêöèé g1, g2 ∈ Bb(g̃) ïðè âñåõ τ ∈ R �óíêöèè g1(· + τ)
è g2(·+ τ) òàêæå ðàçíûå, òî íàéäóòñÿ �óíêöèè g1, g2 ∈ Bb(g̃) è ÷èñëà τ1, τ2 ∈ [−l, l] òàêèå, ÷òî
τ2 < τ1 è g2(·+τ2) = g1(·+τ1). Ïóñòü ∆ = τ1−τ2 ∈ (0, 2l]. Òîãäà g2(·) = g1(·+∆) è, ñëåäîâàòåëüíî
(â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Bb(g̃) è îöåíêè (3.3)),

(g1, g̃
(1))H = (g̃, g̃(1))H = (g2, g̃

(1))H = (g1(·+∆), g̃(1)(·))H =

∫ +∞

−∞
g1(t+∆) g̃(1)(t) e−t2 dt =

=

∫ +∞

−∞

(
g1(t) +

∫ ∆

0
g
(1)
1 (t+ τ) dτ

)
g̃(1)(t) e−t2 dt = (g1, g̃

(1))H +

∫ ∆

0
(g

(1)
1 (·+ τ), g̃(1)(·))H dτ >

> (g1, g̃
(1))H +

1

2
ε21∆ > (g1, g̃

(1))H .

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó 17. �

Äëÿ çàäàííîé �óíêöèè g ∈ CR
(∞)
Γ (R,R) çà�èêñèðóåì ÷èñëà b = b(g) > 0 è l = l(g) > 0,

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â ëåììå 17. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî l ∈ (0, 1]. Èç âûáîðà ÷èñåë b
è l (ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 17) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ b1 ∈ (0, b] è g̃ ∈ H (∞)(g) ìíîæåñòâà
Ob1, l(g̃) ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (H (∞)(g), ρH ).

Èç ëåìì 17, 14 è 16 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ëåììà 18. Äëÿ âñåõ �óíêöèé g̃ ∈ H (∞)(g) áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

(Bb(g̃),D(∞))× ([−l, l], ρR) ∋ (g1, τ) 7→ g1(·+ τ) ∈ (Bb, l(g̃),D(∞))

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.

Ïóñòü G : [−l, l] → R � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé G(−l) = G(l) = 0. Äëÿ
êàæäîé �óíêöèè g̃ ∈ H (∞)(g) îïðåäåëèì �óíêöèþ H (∞)(g) ∋ g1 7→ L(g̃,G; g1) ∈ R. Åñëè

g1 ∈ H (∞)(g) \Bb, l(g̃), òî ïîëîæèì L(g̃,G; g1) = 0. Åñëè (g1, τ) ∈ U b
2
(g̃)× [−l, l] (òîãäà g1(·+ τ) ∈

∈ O b
2
, l(g̃)), òî ïîëîæèì L(g̃,G; g1(·+ τ)) = G(τ). Íàêîíåö, åñëè (g1, τ) ∈ (Bb(g̃) \U b

2
(g̃))× [−l, l]

(òîãäà g1(·+ τ) ∈ Bb, l(g̃) \O b
2
, l
(g̃)), òî ïîëîæèì L(g̃,G; g1(·+ τ)) = 2(1− b−1‖g1 − g̃‖H)G(τ). Èç

ëåììû 18 ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü �óíêöèé (H (∞)(g),D(∞)) ∋ g1 7→ L(g̃,G; g1) ∈ R.

Òàê êàê H (∞)(g) � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â (âåùåñòâåííîì) ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H,

òî íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî �óíêöèé g̃j ∈ H (∞)(g), j = 1, . . . , N (ãäå N > 2), òàêèõ, ÷òî

H (∞)(g) =
N⋃

j=1

O b
2
, l
(g̃j)
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(÷èñëî b > 0 íå çàâèñèò îò âûáîðà �óíêöèé g̃j , ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g̃j � ñäâèãè

�óíêöèè g).
Òåïåðü âûáåðåì íåêîòîðûå íåïðåðûâíûå �óíêöèè Gj : [−l, l] → R, j = 1, . . . , N , äëÿ êî-

òîðûõ Gj(−l) = Gj(l) = 0 (è êîíêðåòíûé âèä êîòîðûõ áóäåò îïðåäåëåí â äàëüíåéøåì). Áóäåì

ðàññìàòðèâàòü �óíêöèè

R ∋ t 7→ Gj(t)
.
= G(L(g̃j ,Gj ; ·); t) = L(g̃j ,Gj ; g(· + t)), j = 1, . . . , N.

Â ñèëó ëåììû 13 Gj ∈ CRΓ(R,R).

Òàê êàê g ∈ CR
(∞)
Γ (R,R), òî äëÿ ëþáûõ g̃ ∈ H (∞)(g) è b1 ∈ (0, b) ÷èñëà t ∈ R, äëÿ êîòî-

ðûõ g(· + t) ∈ Bb1(g̃), îáðàçóþò îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå è äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî (áåç êîíå÷íûõ

ïðåäåëüíûõ òî÷åê). Ýòî ìíîæåñòâî ñ÷åòíîå. Ïóñòü tj, k ∈ R, k ∈ N, � ïðîèçâîëüíî ïåðåíóìå-

ðîâàííûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ g(· + tj, k) ∈ U b
2
(g̃j), j = 1, . . . , N . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, åñëè

ñóùåñòâóþò ÷èñëà t ∈ R, äëÿ êîòîðûõ g(· + t) ∈ Bb(g̃j) \U b
2
(g̃j), òî îíè îáðàçóþò ëèáî ñ÷åòíîå

(áåç êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê), ëèáî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü t̃j, n ∈ R � ïðîèçâîëüíî

ïåðåíóìåðîâàííûå òàêèå ÷èñëà (ãäå ëèáî n ∈ N, ëèáî n = 1, . . . , n0 äëÿ íåêîòîðîãî n0 ∈ N),

íî íå èñêëþ÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü îòñóòñòâèÿ òàêèõ ÷èñåë. Äëÿ âñåõ j = 1, . . . , N âñå èíòåðâàëû

(tj, k−l, tj, k+l), k ∈ N, è (t̃j, n−l, t̃j, n+l) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ìíîæåñòâà
⋃

k∈N

(tj, k−l, tj, k+l)

îòíîñèòåëüíî ïëîòíû. Â ñèëó âûáîðà �óíêöèé g̃j ∈ H (∞)(g)

R =

N⋃

j=1

+∞⋃

k=1

(tj, k − l, tj, k + l). (3.4)

Åñëè t ∈ [tj, k−l, tj, k+l], òîGj(t) = Gj(t−tj, k). Åñëè t ∈ [t̃j, n−l, t̃j, n+l], òîGj(t) = Θj, n Gj(t−t̃j, n),
ãäå Θj, n ∈ [0, 1). Åñëè ÷èñëî t ∈ R íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç ðàññìàòðèâàåìûõ îòðåçêîâ,

òî Gj(t) = 0.

Ëåììà 19. Ìíîæåñòâî CRΓ(R,R) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (âåùåñòâåííîãî)
áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà (Cb(R,R), ‖ · ‖∞).

Èç ëåììû 19, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

N∑

j=1

Gj(·) ∈ CRΓ(R,R).

Ëåììà 20. Ìíîæåñòâà R1
Γ(R,R) è RΓ(R,R) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Òåîðåìà 20. Ïóñòü f̃ ∈ LF (R,R) è Γ ∈ N ∗
rd(A). Òîãäà äëÿ ëþáûõ ε > 0 è δ ∈ (0, 1] ñóùå-

ñòâóþò ÷èñëî h > 0 è �óíêöèÿ F ∈ CRΓ(R,R), äëÿ êîòîðîé ‖F‖∞ < ε, òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ

t ∈ R

mes {τ ∈ [−1, 1] : |f̃(t+ τ) + F(t+ τ)| < h} < 2δ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü g ∈ CR
(∞)
Γ (R,R) � �óíêöèÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïîñòîÿííîé.

Äëÿ �óíêöèè g (êàê è âûøå) îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëà b, l > 0, �óíêöèè g̃j ∈ H (∞)(g), j = 1, . . . , N
(ãäå N > 2), è ÷èñëà tj, k ∈ R, k ∈ N. Íåïðåðûâíûå �óíêöèè Gj : [−l, l] → R, äëÿ êîòîðûõ

Gj(−l) = Gj(l) = 0, áóäóò îïðåäåëåíû ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà. Èì ñîîòâåòñòâóþò �óíêöèè

R ∋ t 7→ Gj(t) = L(g̃j ,Gj ; g(· + t)) ∈ R, j = 1, . . . , N . Ïóñòü ε > 0 è δ ∈ (0, 1]. Ïîëîæèì
δj = 2−j−1δ, j = 1, . . . , N . Âûáåðåì ÷èñëî ε1 = ε

2 . Èç òåîðåìû 19 è ñëåäñòâèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî

íàéäóòñÿ ÷èñëà h1 > 0 è n1 ∈ N òàêèå, ÷òî äëÿ �óíêöèè

[−l, l] ∋ τ 7→ G1(τ)
.
= ε1 sin

πn1τ

l
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è ëþáîé �óíêöèè g1 ∈ L∞(R,R), äëÿ êîòîðîé ‖g1‖∞ 6 h1,

sup
k∈N

mes {τ ∈ [−l, l] : |f̃(t1, k + τ) + g1(t1, k + τ) + G1(τ)| < h1} < 2lδ1.

Ïðè j = 2, . . . , N áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿòü ÷èñëà εj > 0, hj > 0, nj ∈ N è �óíêöèè

[−l, l] ∋ τ 7→ Gj(τ)
.
= εj sin

πnjτ

l

(çàâèñÿùèå îò âûáîðà ÷èñåë εj è nj). Åñëè ÷èñëà εj−1 > 0, hj−1 > 0 è nj−1 ∈ N óæå âûáðàíû

äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà j ∈ {2, . . . , N}, òî ÷èñëî εj > 0 âûáåðåì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

íåðàâåíñòâà εj 6 2−jε è εj 6
1
2 hj−1, εj 6

1
4 hj−2, . . . , εj 6 2−j+1h1. Òàê êàê (ñì. ëåììû 10 è 19)

f̃(·) +

j− 1∑

m=1

Gm(·) ∈ LF (R,R),

òî â ñèëó òåîðåìû 19 è ñëåäñòâèÿ 3 ñóùåñòâóþò ÷èñëà hj > 0 è nj ∈ N òàêèå, ÷òî äëÿ �óíêöèè Gj

è ëþáîé �óíêöèè gj ∈ L∞(R,R), äëÿ êîòîðîé ‖gj‖∞ 6 hj ,

sup
k ∈N

mes {τ ∈ [−l, l] : |f̃(tj, k + τ) +

j− 1∑

m=1

Gm(tj, k + τ) + gj(tj, k + τ) + Gj(τ)| < hj} < 2lδj

(åñëè j = N , òî ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âûïîëíÿëàñü òîëüêî äëÿ �óíêöèè

gN ≡ 0). Â ðåçóëüòàòå ÷èñëà εj > 0, hj > 0, nj ∈ N è �óíêöèè Gj(·) îïðåäåëÿþòñÿ ïðè âñåõ

j = 1, . . . , N (ïðè ýòîì ÷èñëà hj çàâèñÿò òîëüêî îò ε, δ è íîìåðà j). Ïîëîæèì

F(·)
.
=

N∑

j=1

Gj(·) ∈ CRΓ(R,R).

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë εj ïîëó÷àåì, ÷òî

‖F‖∞ 6

N∑

j=1

εj < ε.

Òåïåðü îïðåäåëèì �óíêöèè

gj(·) =
N∑

m= j+1

Gm(·) ∈ CRΓ(R,R) ⊂ Cb(R,R), j = 1, . . . , N − 1, gN (·) ≡ 0.

Òîãäà (ïðè j = 1, . . . , N − 1)

‖gj‖∞ 6 εj+1 + . . . + εN < hj .

Ïîýòîìó ïðè h
.
= min

j=1,...,N
hj äëÿ âñåõ j = 1, . . . , N

sup
k∈N

mes {τ ∈ [−l, l] : |f̃(tj, k + τ) + F(tj, k + τ)| < h} < 2lδj .

Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà t ∈ R îáîçíà÷èì ÷åðåç Aj(t), j = 1, . . . , N , îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ [tj, k−
−l, tj, k+l], k ∈ N, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ñ èíòåðâàëîì (t−1, t+1). Îïðåäåëèì òàêæå ìíîæåñòâà

Ãj(t) = Aj(t) \
N⋃

m= j+1

Am(t), j = 1, . . . , N − 1,
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è ÃN (t) = AN (t), t ∈ R. Èìååì

mes {t ′ ∈ Aj(t) : |f̃(t
′) + F(t ′)| < h} < δj mesAj(t),

ïîýòîìó ïðè âñåõ t ∈ R (ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî l ∈ (0, 1])

mes {t ′ ∈ [t− 1, t+ 1] : |f̃(t ′) + F(t ′)| < h} 6 mes {t ′ ∈
N⋃

j=1

Aj(t) : |f̃(t
′) + F(t ′)| < h} =

= mes {t ′ ∈
N⋃

j=1

Ãj(t) : |f̃(t
′) + F(t ′)| < h} =

N∑

j=1

mes {t ′ ∈ Ãj(t) : |f̃(t
′) + F(t ′)| < h} 6

6

N∑

j=1

mes {t ′ ∈ Aj(t) : |f̃(t
′) + F(t ′)| < h} <

N∑

j=1

δj mesAj(t) 6 4
N∑

j=1

δj < 2δ.

Òåîðåìà 20 äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü f̃ ∈ RΓ(R,R), ãäå Γ ∈ Nrd(A). Òîãäà äëÿ ëþáûõ ε > 0 è δ ∈ (0, 1]
ñóùåñòâóþò ÷èñëî h > 0 è �óíêöèÿ F ∈ CRΓ(R,R), äëÿ êîòîðîé ‖F‖∞ < ε, òàêèå, ÷òî äëÿ
âñåõ t ∈ R

mes {τ ∈ [−1, 1] : |f̃(t+ τ) + F(t+ τ)| < h} < 2δ.

Ôóíêöèÿ f̃ ∈ M(R,R) îáëàäàåò σ-ñâîéñòâîì (ñì. [21℄), åñëè κ({t ∈ R : |f̃(t)| < ε}) → 0 ïðè

ε → +0 (â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî mes {t ∈ R : f̃(t) = 0} = 0).

Ëåììà 21 (ñì. [1℄). Åñëè �óíêöèÿ f̃ ∈ RΓ(R,R) îáëàäàåò σ-ñâîéñòâîì, òî {t ∈ R : f̃(t) 6
6 0} ∈ RΓ{R}.

Òåîðåìà 21. Ïóñòü f̃ ∈ LF (R,R) è Γ ∈ N ∗
rd(A). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

�óíêöèÿ F ∈ CRΓ(R,R) òàêàÿ, ÷òî ‖F‖∞ < ε è �óíêöèÿ f̃ + F îáëàäàåò σ-ñâîéñòâîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ε > 0, εj = 2−j−1ε, j ∈ Z+ , è δj ∈ (0, 1], j ∈ Z+ , � ëþáûå

÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ δj → 0 ïðè j → +∞. Èç òåîðåìû 20 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà h0 > 0
è �óíêöèè F0 ∈ CRΓ(R,R), äëÿ êîòîðîé ‖F0‖∞ < ε0 , òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ R

mes {τ ∈ [−1, 1] : |f̃(t+ τ) + F0(t+ τ)| < h0} < 2δ0.

Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè j = 1, 2, . . . íàõîäèòü ÷èñëà hj > 0 è �óíêöèè Fj ∈ CRΓ(R,R).
Åñëè îíè óæå îïðåäåëåíû äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà j − 1, òî (â ñèëó ëåìì 10 è 19)

f̃(·) +

j− 1∑

k=0

Fk(·) ∈ LF (R,R),

ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 20 ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî hj > 0 è �óíêöèþ Fj ∈ CRΓ(R,R),
äëÿ êîòîðîé ‖Fj‖∞ < εj è ‖Fj‖∞ 6 2−2hj−1 , . . . , ‖Fj‖∞ 6 2−j−1h0 , òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ R

mes {τ ∈ [−1, 1] : |f̃(t+ τ) +

j− 1∑

k=0

Fk(t+ τ) + Fj(t+ τ)| < hj} < 2δj .

Â ðåçóëüòàòå ÷èñëà hj è �óíêöèè Fj îïðåäåëÿþòñÿ ïðè âñåõ j ∈ Z+. Îáîçíà÷èì

F(·) =
+∞∑

k=0

Fk(·).
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Èç ëåììû 19 ñëåäóåò, ÷òî F ∈ CRΓ(R,R), è ïðè ýòîì ‖F‖∞ <
+∞∑
k=0

εk = ε. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ

j ∈ Z+ è ξ ∈ R âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà |f̃(ξ) + F(ξ)| < 1
2 hj , òî

∣∣∣∣ f̃(ξ) +
j∑

k=0

Fk(ξ)

∣∣∣∣ <
1

2
hj +

∣∣∣∣
+∞∑

k= j+1

Fk(ξ)

∣∣∣∣ 6
1

2
hj +

+∞∑

k= j+1

2−k−j−1hj = hj .

Ïîýòîìó äëÿ âñåõ t ∈ R

{τ ∈ [−1, 1] : |f̃(t+ τ) + F(t+ τ)| <
1

2
hj} ⊆ {τ ∈ [−1, 1] :

∣∣∣∣ f̃(t+ τ) +

j∑

k=0

Fk(t+ τ)

∣∣∣∣ < hj}

è, ñëåäîâàòåëüíî,

κ ({t ∈ R : |f̃(t) + F(t)| <
1

2
hj}) 6 δj .

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò (òàê êàê δj → 0 ïðè j → +∞), ÷òî �óíêöèÿ f̃ + F îáëàäàåò σ-ñâîéñòâîì.
Òåîðåìà 21 äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü f̃ ∈ RΓ(R,R), ãäå Γ ∈ Nrd(A). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

�óíêöèÿ F ∈ CRΓ(R,R) òàêàÿ, ÷òî ‖F‖∞ < ε è �óíêöèÿ f̃ + F îáëàäàåò σ-ñâîéñòâîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè �óíêöèÿ f̃ ÿâëÿåòñÿ ï.â. ïîñòîÿííîé, òî äîñòàòî÷íî âû-

áðàòü ïîäõîäÿùóþ ïîñòîÿííóþ �óíêöèþ F . Åñëè �óíêöèÿ f̃ ∈ RΓ(R,R) íå ÿâëÿåòñÿ ï.â. ïî-

ñòîÿííîé, òî Γ ∈ N ∗
rd(A) è â ýòîì ñëó÷àå ñëåäñòâèå 6 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 21,

òàê êàê RΓ(R,R) ⊂ M comp (R,R) ⊂ LF (R,R). �

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 15. Äëÿ �óíêöèè f(·)− a (ãäå a ∈ R � çàäàííîå ÷èñëî)

â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì 6 âûáåðåì �óíêöèþ F ∈ CRΓ(R,R), äëÿ êîòîðîé ‖F‖∞ < ε
è �óíêöèÿ f(·) − a+ F(·) îáëàäàåò σ-ñâîéñòâîì. Òîãäà (ñì. ëåììó 21) T

.
= {t ∈ R : f(t)− a+

+F(t) 6 0} ∈ RΓ{R} è ïðè ýòîì f(t) 6 a−F(t) < a+ ε äëÿ âñåõ t ∈ T è f(t) > a−F(t) > a− ε
äëÿ ï.â. t ∈ R \T . Åñëè f ∈ CRΓ(R,R), òî ìíîæåñòâî T çàìêíóòî. Òåîðåìà 15 äîêàçàíà. �

� 4. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 6, 7 è 8

Ñïðàâåäëèâà ïðîñòàÿ

Ëåììà 22. Åñëè f ∈ Cb(R, U), fj ∈ Cb(R, U) ∩ CARΓ(R, U), j ∈ N, è D
(ρ)
∞ (f, fj) → 0 ïðè

j → +∞, òî f ∈ CARΓ(R, U).

Ëåììà 23. Åñëè f ∈ M(R, U), fj ∈ ARΓ(R, U), j ∈ N, è äëÿ íåêîòîðîãî (ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ âñåõ) l > 0

sup
t∈R

1

2l

∫ t+l

t−l

ρ ′(f(τ), fj(τ)) dτ → 0 (4.1)

ïðè j → +∞, òî f ∈ ARΓ(R, U).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê (äëÿ âñåõ l > 0)

fB
l (·; ·), (fj)

B
l (·; ·) ∈ Cb(R, L

1([−l, l], (U, ρ ′))), (fj)
B
l (·; ·) ∈ CARΓ(R, L

1([−l, l], (U, ρ ′))), j ∈ N,

è óñëîâèå (4.1) îçíà÷àåò, ÷òî

sup
t∈R

D
(ρ ′)
1, l (f

B
l (t; ·), (fj)

B
l (t; ·)) → 0

ïðè j → +∞, òî èç ëåììû 22 ïîëó÷àåì, ÷òî òàêæå

fB
l (·; ·) ∈ CARΓ(R, L

1([−l, l], (U, ρ ′)))

è, ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ ARΓ(R, U). �

Òàêæå èìååò ìåñòî ïðîñòàÿ
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Ëåììà 24. Åñëè f ∈ Cb(R, U), fj ∈ C comp(R, U), j ∈ N, è D
(ρ)
∞ (f, fj) → 0 ïðè j → +∞, òî

f ∈ C comp(R, U).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 23 (ñ èñïîëüçîâàíèåì

ëåììû 24 âìåñòî ëåììû 22).

Ëåììà 25. Åñëè f ∈ M(R, U), fj ∈ M comp(R, U), j ∈ N, è äëÿ íåêîòîðîãî (ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ âñåõ) l > 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4.1), òî f ∈ M comp(R, U).

Èç ðàâåíñòâà (1.5) è ëåìì 23 è 25 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Ëåììà 26. Åñëè f ∈ M(R, U), fj ∈ RΓ(R, U), j ∈ N, è äëÿ íåêîòîðîãî (ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
âñåõ) l > 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4.1), òî f ∈ RΓ(R, U).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 6. Ïóñòü ε > 0. Èç òåîðåìû 16 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Tj}j ∈N ∈ MΓ è {T ′
k}k ∈N ∈ MΓ òàêèõ, ÷òî dist ′(F (t1), F (t2)) < ε äëÿ âñåõ

t1, t2 ∈ Tj è ρ ′(g(t ′1), g(t
′
2)) < ε äëÿ âñåõ t ′1, t

′
2 ∈ T ′

k . Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå {Tj ∩ T ′
k}j, k∈N ∈

∈ MΓ (ñì. [1℄). Äëÿ âñåõ j, k ∈ N (åñëè Tj ∩ T ′
k 6= ∅) îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Fjk =
⋃

t∈Tj ∩T ′
k

F (g(t); t) ∈ cl b U.

Åñëè t1, t ∈ Tj∩T
′
k è x1 ∈ F (g(t1); t1), òî (òàê êàê dist ′(F (t1), F (t)) < ε) íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ F (t)

òàêàÿ, ÷òî ρ ′(x1, x) < ε. Ïîýòîìó

ρ ′(g(t), x) 6 ρ ′(g(t), g(t1)) + ρ ′(g(t1), x1) + ρ ′(x1, x) < ρ ′(g(t1), F (t1)) + 2ε.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|ρ ′(g(t1), F (t1))− ρ ′(g(t), F (t))| 6 ρ ′(g(t1), g(t)) + dist ′(F (t1), F (t)) < 2ε.

Ïîýòîìó ρ ′(g(t), x) < ρ ′(g(t), F (t))+4ε è, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ F (g(t), 4ε; t). Òåïåðü ìîæíî íàéòè
òî÷êó y ∈ F (g(t); t) òàêóþ, ÷òî

ρ ′(x, y) < dist ′(F (g(t); t), F (g(t), 4ε; t)) + ε.

Òîãäà

ρ ′(x1, y) 6 ρ ′(x1, x) + ρ ′(x, y) < dist ′(F (g(t); t), F (g(t), 4ε; t)) + 2ε

è èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Fjk (è âêëþ÷åíèÿ F (g(t); t) ⊆ Fjk) äëÿ âñåõ t ∈ Tj ∩ T ′
k ïîëó÷àåì

dist ′(Fjk, F (g(t); t)) 6 dist ′(F (g(t); t), F (g(t), 4ε; t)) + 2ε. (4.2)

Îïðåäåëèì ýëåìåíòàðíóþ �óíêöèþ (ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå)

Fε(·) =
∑

j, k ∈N

Fjk χTj∩T ′
k
(·) ∈ RΓ(R, cl b U).

Â ñèëó óñëîâèÿ (1.7) è îöåíêè (4.2) (äëÿ âñåõ l > 0)

sup
t∈R

1

2l

∫ t+l

t−l

dist ′(F (g(τ); τ), Fε(τ)) dτ → 0

ïðè ε → +0. Äîêàçûâàåìîå âêëþ÷åíèå F (g(·); ·) ∈ RΓ(R, compU) òåïåðü ñëåäóåò èç ëåììû 26.

Åñëè F ∈ Rp
Γ(R, compU) ⊆ M̃p(R, compU) ïðè íåêîòðîì p > 1, òî F (g(·); ·) ∈ M̃p(R, compU).

Ïîýòîìó (â ñèëó ëåììû 9) F (g(·); ·) ∈ RΓ(R, compU) ∩ M̃p(R, compU) = Rp
Γ(R, compU). �
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Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 7 è 8 àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6. Îòìåòèì òîëüêî óòâåð-

æäåíèÿ, êîòîðûå íóæíî èñïîëüçîâàòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ òåîðåì âìåñòî ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ óòâåðæäåíèé èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7 âûáèðàþòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Tj}j ∈N ∈ AMΓ è {T ′
k}k ∈N ∈ AMΓ . Òîãäà òàêæå {Tj ∩ T ′

k}j, k∈N ∈ AMΓ

(ñì. [1, ëåììà 37℄). Ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè (ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ) Fε(·) ïðèíàäëåæàò
ARΓ(R, cl b U) â ñèëó ëåììû 28 èç [1℄. Âêëþ÷åíèå F (g(·); ·) ∈ ARΓ(R, compU) ñëåäóåò èç óñëî-
âèÿ (1.7) è ëåììû 22. Åñëè F ∈ ARp

Γ(R, compU), òî âêëþ÷åíèå F (g(·); ·) ∈ ARΓ(R, compU)
äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 11 èç [1℄. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8 âûáèðàþòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {Tj}j ∈N ∈ M comp
è {T ′

k}k ∈N ∈ M comp, äëÿ êîòîðûõ òàêæå {Tj∩T ′
k}j, k ∈N ∈ M comp

(ñì. [1, ëåììà 36℄). Ïðè ýòîì ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè (ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ) Fε(·) ïðè-
íàäëåæàò M comp(R, cl b U) â ñèëó ëåììû 12 èç [1℄, à âêëþ÷åíèå F (g(·); ·) ∈ M comp(R, compU)
âûòåêàåò èç óñëîâèÿ (1.7) è ëåììû 24. Åñëè F ∈ Lp, comp

loc (R, compU), òî âêëþ÷åíèå F (g(·); ·) ∈
∈ Lp, comp

loc (R, compU) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî F (g(t); t) ⊆ F (t) ïðè ï.â. t ∈ R, è ëåììû 1.

� 5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11

Ëåììà 27. Ïóñòü ìíîæåñòâî T ⊂ R èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0
è ëþáîé íàïðàâëåííîñòè Γ ∈ N ∗

rd (A) ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî O ∈ RΓ{R} òàêîå,

÷òî κ(O) < δ è T ⊂ O.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê Γ ∈ N ∗
rd (A), òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ g ∈ CR

(∞)
Γ (R,R), íå

ÿâëÿþùàÿñÿ ïîñòîÿííîé (ñì. � 3). Äëÿ �óíêöèè g (êàê è â � 3) îïðåäåëèì ÷èñëà b > 0, l ∈ (0, 1],
�óíêöèè g̃j ∈ H (∞)(g), j = 1, . . . , N , ìíîæåñòâà U b

2
(g̃j), O b

2
, l
(g̃j) ⊂ H (∞)(g) è ÷èñëà tj, k ∈ R,

j, k ∈ N. Ëåììó 27 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ìíîæåñòâ Tj, k
.
= T ∩ (tj, k − l, tj, k + l), j, k ∈ N.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îíà ñïðàâåäëèâà äëÿ òàêèõ ìíîæåñòâ, òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 è âñåõ j, k ∈ N

ìîæíî âûáðàòü îòêðûòûå ìíîæåñòâà Oj, k ∈ RΓ{R} òàêèå, ÷òî κ(Oj, k) < 2−j−kδ è Tj, k ⊂
⊂ Oj, k. Òîãäà ìíîæåñòâî O =

⋃
j, k

Oj, k ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, âûïîëíÿåòñÿ âëîæåíèå T =
⋃
j, k

Tj, k ⊂

⊂
⋃
j, k

Oj, k = O (ñì. (3.4)) è κ(O) 6
∑

j, k ∈N

κ(Oj, k) <
∑

j, k∈N

2−j−kδ = δ. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå

O ∈ RΓ{R}. Ïîýòîìó áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî T = Tj, k0 ⊂ (tj, k0 − l, tj, k0 + l) äëÿ íåêîòîðûõ

(�èêñèðîâàííûõ) èíäåêñîâ j è k0. Ïóñòü δ > 0. ×èñëî δ̃ > 0 âûáåðåì òàê, ÷òî l(−[−l−1])δ̃ < δ.
Òàê êàê mes T = 0, òî ìíîæåñòâî −tj, k0 + T ìîæíî ïîêðûòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ

îòêðûòûìè èíòåðâàëàìè (tm − δm, tm + δm), m ∈ N, ïðèíàäëåæàùèìè èíòåðâàëó (−l, l), ãäå
δm > 0, òàêèìè, ÷òî

∑
m

δm < 1
2 δ̃. ×èñëà tj, k ∈ R îïðåäåëÿþòñÿ (ñì. � 3) òàê, ÷òî gj, k(·)

.
=

.
= g(·+tj, k) ∈ U b

2
(g̃j).Ïîýòîìó ‖gj, k−g̃j‖H < b

2 . Îïðåäåëèì �óíêöèèH (∞)(g) ∋ g1 7→ Ls(g1) ∈ R,

s ∈ N. Åñëè g1 ∈ H (∞)(g) \O b
2
, l
(g̃j), òî ïîëîæèì Ls(g1) = 0. Ïóñòü òåïåðü g1(· + τ) ∈ O b

2
, l
(g̃j),

ãäå (g1, τ) ∈ U b
2
(g̃j)× (−l, l). Îáîçíà÷èì

δm(g1) =

{
δm , åñëè ‖g1 − g̃j‖H 6 ‖gj, k0 − g̃j‖H ,(
b
2 − ‖g1 − g̃j‖H

)(
b
2 − ‖gj, k0 − g̃j‖H

)−1
δm , åñëè ‖gj, k0 − g̃j‖H < ‖g1 − g̃j‖H < b

2 ,

è ïóñòü Ξs(g1; τ) = min {1, s(δm(g1)−|τ−tm|)}, åñëè τ ∈ (tm−δm(g1), tm+δm(g1)) äëÿ íåêîòîðîãî
m ∈ N, è Ξs(g1; τ) = 0, åñëè ÷èñëî τ ∈ (−l, l) íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç èíòåðâàëîâ

(tm − δm(g1), tm + δm(g1)), m ∈ N. Ïîëîæèì Ls(g1(· + τ)) = Ξs(g1; τ). Èç ëåììû 18 ïîëó÷àåì,

÷òî �óíêöèè Ls êîððåêòíî îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà H (∞)(g). Ïîýòîìó (â ñèëó ëåììû 13)

�óíêöèè R ∋ t 7→ G(Ls; t) = Ls(g(· + t)) ïðèíàäëåæàò CRΓ(R,R) (è G(Ls; t) ∈ [0, 1] äëÿ âñåõ

t ∈ R). Åñëè t ∈ (tj, k − l, tj, k + l) ïðè íåêîòîðîì k ∈ N, òî G(Ls; t) = Ξs(gj, k; t − tj, k). Åñëè
÷èñëî t ∈ R íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç èíòåðâàëîâ (tj, k − l, tj, k + l), k ∈ N, òî G(Ls; t) = 0.
Îïðåäåëèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî

O =
⋃

k∈N

⋃

m∈N

(tj, k + tm − δm(gj, k), tj, k + tm + δm(gj, k)).
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Èç âûáîðà �óíêöèé G(Ls; ·), s ∈ N, ñëåäóåò, ÷òî

sup
t∈R

1

2

∫ t+1

t−1
|χO(τ)−G(Ls; τ)| dτ → 0

ïðè s → +∞. Ïîýòîìó (â ñèëó ëåììû 26) χO ∈ RΓ(R,R). Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå îçíà÷àåò, ÷òî
O ∈ RΓ{R}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê δm(gj, k0) = δm ïðè âñåõ m ∈ N, òî

T ⊂
⋃

m∈N

(tj, k0 + tm − δm, tj, k0 + tm + δm) ⊂ O.

Êðîìå òîãî, κl(O) 6 2
∑

m∈N

δm 6 δ̃. Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (1.8)), κ(O) 6 l(−[−l−1])κl(O) < δ.

Ëåììà 27 äîêàçàíà. �

Ëåììà 28. Ïóñòü T ∈ RΓ{R}, ãäå Γ ∈ N ∗
rd (A). Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò çàìê-

íóòîå ìíîæåñòâî K ∈ RΓ{R} òàêîå, ÷òî K ⊆ T è κ(T \K) < δ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì

fε(t) =
1

2ε
mes [t− ε, t+ ε] ∩ T, t ∈ R, ε > 0.

Òàê êàê T ∈ RΓ{R}, òî fε(·) ∈ CRΓ(R,R). Èç òåîðåìû 15 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ε > 0 ñóùåñòâóþò
çàìêíóòûå ìíîæåñòâà T (ε) ∈ RΓ{R} òàêèå, ÷òî fε(t) >

1
3 ïðè âñåõ t ∈ T (ε) è fε(t) <

2
3 ïðè (ï.â.)

t ∈ R \T (ε). Ôóíêöèè χT (·+ t), t ∈ R, îáðàçóþò ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â (L1
loc(R,R), d

(ρR)
1 ),

ïîýòîìó

sup
t∈R

1

2

∫ t+1

t−1
|χT (τ)− fε(τ)| dτ → 0

ïðè ε → +0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà δ > 0 è ëþáîãî j ∈ N íàéäåòñÿ òàêîå

÷èñëî δj > 0, ÷òî

κ(T \T (δj)) < 2−j−1δ, κ(T (δj) \T ) < 2−jδ.

Îïðåäåëèì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî K1 =
⋂

j ∈N

T (δj). Òàê êàê (äëÿ âñåõ j ∈ N) κ(K1 \T ) 6

6 κ(T (δj) \T ) < 2−jδ, òî κ(K1 \T ) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, mesK1 \T = 0. Èç ëåììû 27 âû-

òåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà O ∈ RΓ{R}, ÷òî K1 \T ⊆ O è κ(O) < δ
2 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, T \T (δj) ∈ RΓ{R}, j ∈ N, è

κ(T \K1) 6
∑

j ∈N

κ(T \T (δj)) <
δ

2
.

Ïîýòîìó T \K1 =
⋃

j ∈N

(T \T (δj)) ∈ RΓ{R}. Òåïåðü âûáåðåì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî K = K1 \O ∈

∈ RΓ{R}. Òîãäà K ⊆ T è κ(T \K) 6 κ(T \K1) + κ(O) < δ
2 + δ

2 = δ. �

Òåîðåìà 11 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 28. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü δ > 0. Äëÿ ìíî-

æåñòâà T â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 28 âûáåðåì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî K ∈ RΓ{R}, äëÿ êîòî-

ðîãî K ⊆ T è κ(T \K) < δ
2 , è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî K̃ ∈ RΓ{R}, äëÿ êîòîðîãî K̃ ⊆ R \T

è κ((R \T ) \ K̃) < δ
2 . Ìíîæåñòâî O

.
= R \ K̃ ∈ RΓ{R} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, T ⊆ O è κ(O\T ) =

= κ((R \T ) \ K̃) < δ
2 . Ñëåäîâàòåëüíî, κ(O\K) 6 κ(O\T ) + κ(T \K) < δ

2 +
δ
2 = δ. Òåîðåìà 11

äîêàçàíà. �
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L. I. Danilov

Re
urrent and almost re
urrent multivalued maps and their sele
tions. III

Keywords: re
urrent fun
tion, sele
tor, multivalued map.

MSC: 42A75, 54C65

Let (U, ρ) be a 
omplete metri
 spa
e and let Rp(R, U), p > 1, and R (R, U) be the spa
es of (strongly)
measurable fun
tions f : R → U for whi
h the Bo
hner transforms R ∋ t 7→ fB

l (t; ·) = f(t + ·) are
re
urrent fun
tions with ranges in the metri
 spa
es Lp([−l, l], U) and L1([−l, l], (U, ρ ′)) where l > 0, and
(U, ρ ′) is the 
omplete metri
 spa
e with the metri
 ρ ′(x, y) = min {1, ρ(x, y)}, x, y ∈ U. Analogously, we
de�ne the spa
es Rp(R, cl b U) and R (R, cl b U) of fun
tions (multivalued mappings) F : R → cl b U with

ranges in the 
omplete metri
 spa
e (cl b U, dist) of nonempty 
losed bounded subsets of the metri
 spa
e

(U, ρ) with the Hausdor� metri
 dist (while de�ning the multivalued mappings F ∈ R (R, cl b U) the metri

dist ′(X,Y ) = min {1, dist(X,Y )}, X, Y ∈ cl b U, is also 
onsidered). We prove the existen
e of sele
tors f ∈
∈ R (R, U) (a

ordingly f ∈ Rp(R, U)) of multivalued maps F ∈ R (R, cl b U) (a

ordingly F ∈ Rp(R, cl b U))
for whi
h the sets of almost periods are subordinated to the sets of almost periods of multivalued maps F .
For fun
tions g ∈ R (R, U), the 
onditions for the existen
e of sele
tors f ∈ R (R, U) and f ∈ Rp(R, U)
su
h that ρ(f(t), g(t)) = ρ(g(t), F (t)) for a.e. t ∈ R are obtained. On the assumption that the fun
tion g
and the multivalued map F have relatively dense sets of 
ommon ε-almost periods for all ε > 0, we also
prove the existen
e of sele
tors f ∈ R (R, U) su
h that ρ(f(t), g(t)) 6 ρ(g(t), F (t)) + η(ρ(g(t), F (t))) for a.e.
t ∈ R, where η : [0,+∞) → [0,+∞) is an arbitrary nonde
reasing fun
tion for whi
h η(0) = 0 and η(ξ) > 0
for all ξ > 0, and, moreover, f ∈ Rp(R, U) if F ∈ Rp(R, cl b U). To prove the results we use the uniform
approximation of fun
tions f ∈ R (R, U) by elementary fun
tions belonging to the spa
e R (R, U) whi
h have
the sets of almost periods subordinated to the sets of almost periods of the fun
tions f .
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