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�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êîíñåðâàòèâíîé èíòåðïîëÿöèè ðàñ÷åòíûõ ïàðàìåòðîâ ìåæäó íåñòûêóþùèìèñÿ

ïîâåðõíîñòíûìè ñåòêàìè. �àçðàáîòàí ìåòîä èíòåðïîëÿöèè íà îñíîâå âîêñåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñ-

÷åòíîé ñåòêè ñ ïîñëåäóþùåé îöåíêîé ïëîùàäè ïåðåñå÷åíèÿ êàæäîãî âîêñåëÿ ñ ÿ÷åéêàìè ñåòêè. Ïðåä-

ñòàâëåíèå ìàññû ÿ÷ååê ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ èçâåñòíûõ

ìàññ ÿ÷ååê áàçîâîé ñåòêè. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè íà êðèâîëèíåéíûõ ïî-

âåðõíîñòÿõ, êîãäà îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ïåðåñå÷åíèÿ ÿ÷ååê ñåòîê ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì. �àñ-

ñìîòðåíû ïðèìåðû èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ �óíêöèé íà íåñòûêóþùèõñÿ ñåòêàõ,

îïèñûâàþùèõ ïëîñêèå è êðèâîëèíåéíûå ïîâåðõíîñòè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ðàáîòû ìå-

òîäà âîêñåëüíîé èíòåðïîëÿöèè ñ àëãîðèòìîì èíòåðïîëÿöèè íà îñíîâå �óíêöèé ðàäèàëüíîãî áàçèñà

ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãëàäêîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíñåðâàòèâíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ, ñåòêà âîêñåëåé, íåñòûêóþùèåñÿ ïîâåðõíîñòíûå ñåòêè.

Ââåäåíèå

Ïðè ðåøåíèè ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèÿ ïîòîêà ãàçà è äå�îðìèðóåìîé êîíñòðóê-

öèè (òåëà) ñîãëàñîâàíèå ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé íà ãðàíèöàõ ïîäîáëàñòåé ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëå-

ìûì è âåñüìà âàæíûì ýòàïîì, ñóùåñòâåííî âëèÿþùèì íà àäåêâàòíîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåçóëü-

òàòîâ. Ïîä ñîãëàñîâàíèåì ïîíèìàåòñÿ ïðåæäå âñåãî ñîâîêóïíîñòü îïåðàöèé ïî îáìåíó ðåçóëü-

òàòàìè âû÷èñëåíèé ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåøåíèÿìè ïîäçàäà÷, èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèé

�óíêöèé ìåæäó óçëàìè íåñîãëàñîâàííûõ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê è, âîçìîæíî, ðåàëèçàöèÿ ñåìåéñòâà

èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð ïðè æåñòêîì ñâÿçûâàíèè.

�àññìîòðèì çàäà÷ó èíòåðïîëÿöèè ðåøåíèÿ ñ îäíîé ðàñ÷åòíîé ñåòêè íà äðóãóþ, êàæäàÿ

èç êîòîðûõ ìîæåò ñîäåðæàòü ïðîèçâîëüíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ÿ÷åéêè. Ïóñòü �óíêöèÿ ρ(r),
r = (x, y, z), îïðåäåëåíà íà âñåé îáëàñòè çàäà÷è Ω ⊂ R3

. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ρ êàê �óíêöèþ

ïëîòíîñòè, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ åå ñðåäíèì çíà÷åíèåì â êàæäîé ÿ÷åéêå ta áàçîâîé ñåòêè T a
:

ρt
a

=

∫

ta
ρ(r) dV/V ta = mta/V ta ,

ãäå V ta
è mta =

∫

ta
ρ(r) dV � îáúåì è ìàññà ta. Ìàññà âñåé ñåòêè T a

âû÷èñëÿåòñÿ êàê

MT a

I =

∫

Ω
ρ(r) dV =

∑

ta

∫

ta
ρ(r) dV =

∑

ta

mta =
∑

ta

ρt
a

V ta .

Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèé �óíêöèè ρ ñ áàçîâîé ñåòêè T a
íà ðåçóëüòèðóþùóþ ñåòêó T b

(äàëåå � T a(ρ) → T b
) çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè àïïðîêñèìàöèè ìàññ íîâûõ ÿ÷ååê m̃tb ≈

≈ mtb =

∫

tb
ρ(r) dV , ãäå mtb

� íåèçâåñòíàÿ ìàññà íîâîé ÿ÷åéêè tb ∈ T b
[1, 2℄. Ñðåäíåå çíà÷åíèå

ïëîòíîñòè íîâûõ ÿ÷ååê îïðåäåëÿåòñÿ êàê ρ̃t
b

= m̃tb/V tb
. Â ñëó÷àå êîãäà ρ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-

ëèíåéíîé �óíêöèåé ρ(r) = a+bx+cy+dz, ïðîöåññ èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèé ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ
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�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 14�01�00055-a, 14�08�00064-à).
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òî÷íûì, m̃tb =

∫

tb
ρ(r) dV , è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîõðàíåíèå ëèíåéíîñòè èíòåðïîëÿöèè. Òàêæå

íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîñòü:

MT a

I =
∑

ta

mta =
∑

tb

m̃tb = M̃T b

I ,

òî åñòü ñîõðàíåíèå îáùåé ìàññû ïîñëå èíòåðïîëÿöèè. Äðóãèì âàæíûì òðåáîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíîå ñîõðàíåíèå ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè:

ρ̄t
ab

max > ρ̃t
b

> ρ̄t
ab

min, ρ̄t
ab

max = max
ta∈Oε(tb)

ρt
a

, ρ̄t
ab

min = min
ta∈Oε(tb)

ρt
a

,

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Oε(t
b) ÿ÷åéêè tb [1, 2℄.

Âûäåëèì ëèøü îñíîâîïîëàãàþùèå ðàáîòû [1�5℄, ñîäåðæàùèå àëãîðèòìû, óäîâëåòâîðÿþùèå

íåêîòîðûì èç ïåðå÷èñëåííûõ òðåáîâàíèé. Â [3℄ ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è êîíñåðâàòèâ-

íîé èíòåðïîëÿöèè èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñåòîê, ñîñòîÿùèõ èç êðèâîëèíåéíûõ ÿ÷ååê ÷åòû-

ðåõóãîëüíîé �îðìû, êàê çàäà÷è îá îòûñêàíèè ìàññû ÿ÷ååê ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè ïî èçâåñòíîé

ìàññå ÿ÷ååê áàçîâîé ñåòêè. Åãî îáîáùåíèå íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, íå ïðåä-

ñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûõ òðóäíîñòåé. Äðóãîé ïîäõîä îñíîâàí íà ïåðåíîñå èíòåðïîëèðóåìûõ ïà-

ðàìåòðîâ ÷åðåç ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîåííóþ ¾ñóïåðñåòêó¿, ñîñòîÿùóþ èç óçëîâ è ïåðåñå÷åíèé

ðåáåð áàçîâîé è ðåçóëüòèðóþùåé ñåòîê [4℄. Â äàííîì ïîäõîäå òàêæå íå î÷åâèäíî èñïîëüçîâà-

íèå òðåõìåðíûõ íåñîãëàñîâàííûõ ñåòîê. Â [5℄ ðàññìîòðåí ìåòîä êîíñåðâàòèâíîé èíòåðïîëÿöèè

�èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ñ îäíîé ðàçíîñòíîé ðåãóëÿðíîé ñåòêè íà äðóãóþ äëÿ òðåõìåðíûõ ãåêñà-

ýäðàëüíûõ ñåòîê.

Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà êîíñåðâàòèâíîé èíòåðïîëÿöèè ðàñ÷åòíûõ ïàðàìåòðîâ VCI

(Voxel based Conservative Interpolation), çàäàííûõ íà ïîâåðõíîñòíîé ñåòêå, ëåæèò èäåÿ âîêñåëü-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêè [6℄ ñ ïîñëåäóþùåé îöåíêîé ïëîùàäè ïåðåñå÷åíèÿ êàæäîãî

âîêñåëÿ ñ ÿ÷åéêàìè ñåòêè. Ïðåäñòàâëåíèå ìàññû ÿ÷ååê ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè îñóùåñòâëÿåò-

ñÿ ÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ èçâåñòíûõ ìàññ ÿ÷ååê áàçîâîé ñåòêè. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò

ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè íà êðèâîëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòÿõ, êîãäà îïðåäåëåíèå ãåî-

ìåòðè÷åñêîãî ïåðåñå÷åíèÿ ÿ÷ååê ñåòîê ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì.

�àçðàáîòàííûé íà îñíîâå ýòîãî ìåòîäà àëãîðèòì ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ îñíîâíûõ ýòàïîâ, ïî-

ñëåäîâàòåëüíî îïèñàííûõ â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ñòàòüè. Â ïåðâîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ìå-

õàíèçì ïîñòðîåíèÿ äåêàðòîâîé ñåòêè âîêñåëåé èíòåðïîëèðóåìûõ ñåòîê. Ïðîöåäóðà âû÷èñëå-

íèÿ ïëîùàäåé ïåðåñå÷åíèé âîêñåëåé ñ ÿ÷åéêàìè ñåòîê îïèñàíà â ïàðàãðà�å 2. Âû÷èñëåíèå

ìàññû è ïîñòîáðàáîòêà ÿ÷ååê ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïàðàãðà�àõ 3 è 4 ñî-

îòâåòñòâåííî. Â ïàðàãðà�å 5 ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà, ñðàâíåíèå

ðåçóëüòàòîâ ñ ìåòîäîì íà îñíîâå �óíêöèé ðàäèàëüíîãî áàçèñà.

� 1. Ïîñòðîåíèå äåêàðòîâîé ñåòêè âîêñåëåé

Äåêàðòîâà ñåòêà âîêñåëåé V ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõìåðíûé ìàññèâ êóáè÷åñêèõ ýëåìåí-

òîâ (âîêñåëåé) â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè dimV = dimz × dimy × dimx. Òàêîé ìàññèâ çàäà-

åò ïðèáëèæåíèå îáúåêòà ñ òî÷íîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ðàçðåøåíèåì ìàññèâà. Îáîáùèì ñâîéñòâà

âîêñåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé â ïðèëîæåíèè ê ïîñòàâëåííîé çàäà÷å: ïðîñòîòà è ðåãóëÿðíàÿ ñòðóê-

òóðà, áîëüøîé îáúåì äàííûõ è íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìíîãîìàñøòàáíûõ

ñòðóêòóð äëÿ ðàáîòû ñî ñëîæíûìè ïðîòÿæåííûìè ïîâåðõíîñòÿìè.

Ïîñòðîåíèå äåêàðòîâîé ñåòêè V íà÷èíàåòñÿ ñ îïðåäåëåíèÿ øàãà âîêñåëüíîé ðåøåòêè h, êîòî-
ðûé âûáèðàåòñÿ êàê ïîëîâèíà äëèíû ìèíèìàëüíîãî ðåáðà ñåòîê: T a

, T b
, h = min (LT a

min, L
T b

min)/2.
Â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé âîêñåëü ñîäåðæèò ëèøü îäíó âåðøèíó äëÿ êàæäîé èç ñåòîê T a, T b

.

Ïîèñê âîêñåëåé, ïåðåñåêàþùèõ òðåóãîëüíûå ÿ÷åéêè ñåòîê T a, T b
, îñóùåñòâëÿåòñÿ àëãî-

ðèòìîì ïîëíîãî ïåðåáîðà âñåõ çíà÷åíèé ¾Brute Forñe¿ [7℄. Âîêñåëè, èìåþùèå â êà÷åñòâå ïå-

ðåñå÷åíèÿ ñ òðåóãîëüíîé ÿ÷åéêîé íåêîòîðûé ìíîãîóãîëüíèê, îïðåäåëÿþòñÿ êàê ¾ïîìå÷åííûå¿
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(ñì. ðèñ. 1, à, á, â) è �îðìèðóþò ñïèñîê Υ ⊂ V ¾ïîìå÷åííûõ¿ âîêñåëåé. Âîêñåëè, íå ïåðåñåêà-

þùèåñÿ ñ òðåóãîëüíûìè ÿ÷åéêàìè, à òàêæå èìåþùèå â êà÷åñòâå ïåðåñå÷åíèÿ òî÷êè è îòðåçêè,

ïðîïóñêàþòñÿ àëãîðèòìîì (ñì. ðèñ. 1, ã).

(à) (á) (â) (ã)

�èñ. 1. Âàðèàíòû ïåðåñå÷åíèÿ: (à, á, â) îïåðåäåëåíèå ¾ïîìå÷åííûõ¿ âîêñåëåé; (ã) ÿ÷åéêè, ïðîïóñêàåìûå

àëãîðèòìîì

Îñîáûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà òðåóãîëüíèê ëåæèò â îäíîé ïëîñêîñòè ñ ãðàíüþ âîêñåëÿ

è ïåðåñåêàåò ýòó ãðàíü (ñì. ðèñ. 1, â � òðåóãîëüíèê ïåðåñåêàåò ¾âåðõíèé¿ è ¾íèæíèé¿ âîêñåëè).

Â ýòîì ñëó÷àå îäèí âîêñåëü îïðåäåëèòñÿ êàê ¾ïîìå÷åííûé¿, à äðóãîé ïðîïóñòèòñÿ. Íàïðèìåð,

¾ïîìå÷àåòñÿ¿ âîêñåëü, èìåþùèé ìèíèìàëüíóþ êîîðäèíàòó ïî îñè X
′

X. Åñëè ìèíèìàëüíûå

êîîðäèíàòû ïî îñè àáöèññ ðàâíû, ïðîâåðÿþòñÿ ìèíèìàëüíûå êîîðäèíàòû ïî îñòàëüíûì îñÿì.

Òàê, íà ðèñóíêå 1, â ¾ïîìå÷åííûì¿ áóäåò îïðåäåëåí ¾íèæíèé¿ âîêñåëü, èìåþùèé ìèíèìàëü-

íóþ êîîðäèíàòó ïî îñè àïïëèêàò.

� 2. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïåðåñå÷åíèé âîêñåëåé ñ ÿ÷åéêàìè ñåòîê

Ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïåðåñå÷åíèÿ âîêñåëÿ ν è òðåóãîëüíèêà t ñîñòîèò èç äâóõ

øàãîâ: �îðìèðîâàíèå ñïèñêà Λ âñåõ âîçìîæíûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âîêñåëÿ è òðåóãîëüíèêà

è ïîñòðîåíèÿ íà òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ òðåóãîëüíîé ñåòêè ñ ïîñëåäóþùèì ñóììèðîâàíèåì ïëî-

ùàäè êàæäîãî òðåóãîëüíèêà.

Ïîñëå äîáàâëåíèÿ â ñïèñîê Λ âñåõ âîçìîæíûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âîçíèêàåò çàäà÷à âû÷èñëå-

íèÿ ïëîùàäè îáëàñòè ïåðåñå÷åíèÿ, îãðàíè÷åííîé ýòèìè òî÷êàìè. Íà ðèñóíêå 2, à èçîáðàæåíû

òðåóãîëüíèê t è âîêñåëü ν. Â ýòîì ñëó÷àå ñïèñîê Λ ñîñòîèò èç øåñòè òî÷åê pi, i = 1, . . . , 6,
êîòîðûå ïîëó÷åíû èç ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð òðåóãîëüíèêà ñ ãðàíÿìè âîêñåëÿ. Îïðåäåëèì òî÷êó p0
êàê ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð òî÷åê pi, p0 = (

∑

i pi)/6 (ñì. ðèñ. 2, á).

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïëîùàäè ïåðåñå÷åíèÿ (áîëåå òåìíàÿ îáëàñòü, âûäåëåííàÿ íà ðèñóíêàõ

2, à, á ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ p0p1p2, p0p2p3, p0p3p4, p0p4p5, p0p5p6,
p0p1p6, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 2, á. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ¾ïîìå÷åííûé¿ âîêñåëü ν ∈ Υ
èìååò íåêîòîðûå ïëîùàäè ïåðåñå÷åíèÿ Sa

ν , Sb
ν ñ ÿ÷åéêàìè ñåòîê T a, T b

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè

ýòîì Sa
ν =

l
∑

i=1
S
tai
ν , ãäå S

tai
ν � ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ i-òîé ÿ÷åéêè ñåòêè T a

ñ âîêñåëåì ν, çäåñü

l � ÷èñëî òàêèõ ÿ÷ååê. Âåëè÷èíà Sb
ν âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

� 3. Âû÷èñëåíèå ìàññû ÿ÷ååê ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè

Â VCI-èíòåðïîëÿöèè çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàññû ÿ÷åéêè tb ∈ T b
ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ïëîùà-

äè Stb
÷åðåç âêëàäû ïëîùàäåé ÿ÷ååê ñåòêè T a

, ïåðåñåêàþùèõ tb. Îïðåäåëèì ÿ÷åéêè tai ∈ T a
,

tai ∩ tb 6= ∅, è êîý��èöèåíòû αi ∈ R+
òàê, ÷òî Stb =

n
∑

i=1
αiS

tai
, ãäå Stai

� ïëîùàäü tai . Òîãäà
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PSfrag repla
ements

p1

p2

p3
p4

p5

p6

ν

t

(a)

PSfrag repla
ements

p1

p2

p3
p4

p5

p6

ν

t

p0

(á)

�èñ. 2. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïåðåñå÷åíèÿ òðåóãîëüíèêà t è âîêñåëÿ ν: (à) îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ;

(á) ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíîé ñåòêè â îáëàñòè ïåðåñå÷åíèÿ (âûäåëåíà òåìíûì öâåòîì)

ìàññà ÿ÷åéêè tb âû÷èñëÿåòñÿ êàê m̃tb =
n
∑

i=1
αiρ

tai Stai
, ãäå ρt

a
i
� ñðåäíåå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè tai .

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è VCI ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî ¾ïîìå-

÷åííîãî¿ âîêñåëÿ, ïåðåñåêàþùåãî êàê ÿ÷åéêó tb, òàê è ÿ÷åéêè tai , òî åñòü äëÿ âñÿêîãî tai äîëæåí
íàéòèñü ν òàêîé, ÷òî tai ∩ ν 6= ∅ è tb ∩ ν 6= ∅. Îòìåòèì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå ÿ÷ååê

tai è tb çàìåíÿåòñÿ íà óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ êàæäîé èç íèõ ñ ¾ïîìå÷åííûì¿ âîêñåëåì, òî åñòü

ýòàëîííûé ¾ãåîìåòðè÷åñêèé¿ âàðèàíò ïåðåñå÷åíèÿ çàìåíÿåòñÿ íà ¾âîêñåëüíûé¿.

Åñëè Stb =
n
∑

i=1
αiS

tai
è Stb =

n
′

∑

j=1
α

′

jS
taj
� ¾âîêñåëüíîå¿ è ¾ãåîìåòðè÷åñêîå¿ âûðàæåíèå ïëî-

ùàäè ÿ÷åéêè tb ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà ñóùåñòâóåò j òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ i αi 6= α
′

j è Stai 6= Staj
.

Òàêèì îáðàçîì, ¾âîêñåëüíîå¿ ïðåäñòàâëåíèå ïëîùàäè ÿ÷ååê ñåòêè T b
ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü

ðàñ÷åòû â ñëó÷àÿõ êðèâîëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòíûõ ñåòîê â ïðîñòðàíñòâå, êîãäà âû÷èñëåíèå

ãåîìåòðè÷åñêîãî ïåðåñå÷åíèÿ ÿ÷ååê çàòðóäíåíî.

Ïóñòü òðåóãîëüíèê tb ïåðåñåêàåò âîêñåëè νj , j = 1, . . . , k, òîãäà ïëîùàäü ÿ÷åéêè tb ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå Stb =
k
∑

j=1
Stb

νj
, ãäå Stb

νj
� ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ òðåóãîëüíèêà tb ñ âîêñåëåì νj .

Äàëåå äëÿ êàæäîãî âîêñåëÿ νj ìîæíî âû÷èñëèòü äîëþ ïëîùàäè ïåðåñå÷åíèÿ ωb
j , êîòîðóþ çà-

íèìàåò ÿ÷åéêà tb â îáùåé ïëîùàäè ïåðåñå÷åíèÿ Sb
νj
ñåòêè T b


 âîêñåëåì νj , ω
b
j = Stb

νj
/Sb

νj
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ âîêñåëÿ νj ñ ÿ÷åéêàìè ñåò-

êè T a
, Sa

νj
=

lj
∑

i=1
S
tai
νj , ãäå S

tai
νj � ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ i-òîé ÿ÷åéêè ñåòêè T a

ñ âîêñåëåì νj .

Ïðèíèìàÿ îáùèå ïëîùàäè ïåðåñå÷åíèÿ âîêñåëÿ νj ñ ñåòêàìè T a, T b
, ðàâíûìè Sa

νj
= Sb

νj
,

ïîëó÷àåì, ÷òî Stb

νj
= ωb

jS
b
νj

= ωb
jS

a
νj

=
lj
∑

i=1
ωb
jS

tai
νj .

Îòêóäà

Stb =

k
∑

j=1

lj
∑

i=1

ωb
jS

tai
νj =

n
∑

i=1

pi
∑

j=1

ωb
jS

tai
νj .

Âåëè÷èíà

pi
∑

j=1
ωb
jS

tai
νj ñîñòàâëÿåò íåêîòîðóþ ÷àñòü ïëîùàäè Stai

òðåóãîëüíèêà tai , êîòîðàÿ ïîëó-

÷àåòñÿ ñëîæåíèåì ïëîùàäåé ïåðåñå÷åíèé ÿ÷åéêè tai ñ âîêñåëÿìè νj , j = 1 . . . pi. Òàêèì îáðàçîì,

αi =
pi
∑

j=1
ωb
jS

tai
νj/S

tai
è ïîëó÷àåì, ÷òî Stb =

n
∑

i=1
αiS

tai
.

Ñõåìàòè÷íî ìåòîä èíòåðïîëÿöèè VCI íà òðåóãîëüíûõ ñåòêàõ T a, T b
ïðåäñòàâëåí â âèäå
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Àëãîðèòìà 1.

Àëãîðèòì 1. VCI � èíòåðïîëÿöèÿ òðåóãîëüíûõ ñåòîê T a(ρ) → T b

1: Ïîñòðîåíèå ñåòêè âîêñåëåé V ðàçìåðíîñòè

dimV = dimz × dimy × dimx íà ðàñ÷åòíîé

îáëàñòè

2: for z = 1; z < dimz ; z++ do

3: for y = 1; y < dimy; y++ do

4: for x = 1;x < dimx;x++ do

5: for all ta ∈ T a
do

6: Âû÷èñëèòü ïëîùàäü Sta

ν ïåðåñå÷å-

íèÿ òðåóãîëüíèêà ta ñ âîêñåëåì

ν(x,y,z) ∈ V

7: if Sta

ν > 0 then
8: Äîáàâèòü ν(x,y,z) â ñïèñîê ¾ïî-

ìå÷åííûõ¿ âîêñåëåé Υ
9: end if

10: end for

11: for all tb ∈ T b
do

12: Âû÷èñëèòü ïëîùàäü Stb

ν ïåðåñå÷å-

íèÿ òðåóãîëüíèêà tb ñ âîêñåëåì

ν(x,y,z) ∈ V

13: if Stb

ν > 0 then
14: Äîáàâèòü ν(x,y,z) â ñïèñîê ¾ïî-

ìå÷åííûõ¿ âîêñåëåé Υ
15: end if

16: end for

17: end for

18: end for

19: end for

20: for all ν ∈ Υ do

21: Äëÿ ν âû÷èñëèòü âåëè÷èíû Sa
ν , S

b
ν

22: end for

23: for all tb ∈ T b
do

24: Äëÿ tb âû÷èñëèòü m̃tb =
n
∑

i=1
αiρ

tai Stai

25: end for

Àëãîðèòì 2. Ïîèñê ¾ïîìå÷åííîãî¿ âîêñåëÿ ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè

1: Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåê-

òîðîâ OZ · n, OY · n è OX · n, ãäå OZ =
= (0, 0, 1),OY = (0, 1, 0),OX = (1, 0, 0)

2: Îïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà

γ = max (OZ · n,OY · n,OX · n)
3: if γ = OX · n then
4: for i = 1; i < k; i++ do

5: if ν(x+i,y,z) ∩ T b 6= ∅ then

6: ν
′

= ν(x+i,y,z)

7: return ν
′

8: end if

9: if ν(x−i,y,z) ∩ T b 6= ∅ then

10: ν
′

= ν(x−i,y,z)

11: return ν
′

12: end if

13: end for

14: end if

15: if γ = OY · n then
16: for i = 1; i < k; i++ do

17: if ν(x,y+i,z) ∩ T b 6= ∅ then

18: ν
′

= ν(x,y+i,z)

19: return ν
′

20: end if

21: if ν(x,y−i,z) ∩ T b 6= ∅ then

22: ν
′

= ν(x,y−i,z)

23: return ν
′

24: end if

25: end for

26: end if

27: if γ = OZ · n then
28: for i = 1; i < k; i++ do

29: if ν(x,y,z+i) ∩ T b 6= ∅ then

30: ν
′

= ν(x,y,z+i)

31: return ν
′

32: end if

33: if ν(x,y,z−i) ∩ T b 6= ∅ then

34: ν
′

= ν(x,y,z−i)

35: return ν
′

36: end if

37: end for

38: end if

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ïðè èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèé íà êðèâîëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòÿõ

âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà ñóùåñòâóþò âîêñåëè, ïåðåñåêàþùèå ÿ÷åéêè òîëüêî áàçîâîé ñåòêè,

òî åñòü ñóùåñòâóþò ν ∈ Υ è ta ∈ T a
òàêèå, ÷òî ν∩T b = ∅, ν∩ta 6= ∅. Îäíèì èç òàêèõ ïðèìåðîâ

ñëóæèò èíòåðïîëÿöèÿ (êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà íèæå) ñ áîëåå ãðóáîé ñåòêè T a
íà ñåòêó T b

,

êîòîðûå îïèñûâàþò ïîâåðõíîñòü ñ�åðû. Îïèñàíèå êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöû äëÿ ñåòîê T a, T b
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â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿòñÿ ñ ðàçíîé òî÷íîñòüþ. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ âîêñåëåé íåâîçìîæíî

âû÷èñëèòü âåëè÷èíó Sb
ν . Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî íàéòè íåêîòîðûé âîêñåëü ν

′

∈ Υ, ëåæàùèé
â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê ν, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ¾ïîìå÷åííûì¿ äëÿ ñåòêè T b

. È äàëåå, ïðè

âû÷èñëåíèè ¾âîêñåëüíîé¿ ïëîùàäè, äëÿ ñåòêè T b
èñïîëüçîâàòü âîêñåëü ν

′

âìåñòî ν. Îáëàñòü
ïåðåñå÷åíèÿ ÿ÷ååê ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè tbi ∈ T b

è ν
′

íå ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè ïåðåñå÷åíèÿ

ν ∩ T a
, ÷òî âëèÿåò íà òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ïëîùàäåé tbi ÷åðåç ÿ÷åéêè áàçîâîé ñåòêè.

Ïîèñê âîêñåëÿ ν
′

îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàòèâíî âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé, ïî íàïðàâëåíèþ

îñè, èìåþùåé ìàêñèìàëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ íîðìàëüþ n òðåóãîëüíèêà ta. Ïóñòü
âîêñåëü ν : ν∩T b = ∅ èìååò èíäåêñû (x, y, z) è âûïîëíÿåòñÿ k èòåðàöèé ïîèñêà, òîãäà ïðîöåäóðà
íàõîæäåíèÿ ν

′

äëÿ òðåóãîëüíèêà ta, ν ∩ ta 6= ∅, ïðåäñòàâëÿåòñÿ Àëãîðèòìîì 2.

� 4. Ïîñòîáðàáîòêà ÿ÷ååê ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè

Ïðè èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèé ïëîòíîñòè íà êðèâîëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòÿõ èìååò ìåñòî ñëó-

÷àé èçìåíåíèÿ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè, ÷òî ñâÿçàíî ñ ðàñïîëîæåíèåì

ÿ÷ååê äâóõ ñåòîê â ðàçíûõ ïëîñêîñòÿõ, îòñóòñòâèåì èõ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Â àëãîðèò-

ìå VCI ïðèìåíåí áëîê ïîñòîáðàáîòêè ÿ÷ååê ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè, íàðóøàþùèõ ñîõðàíåíèå

ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ïëîòíîñòè [1℄. Ñóòü ïðîöåäóðû ïîñòîáðàáîòêè ñîñòîèò â ðàñïðåäåëå-

íèè çíà÷åíèÿ ρ̃t
b

ÿ÷åéêè tb ∈ T a
ïî ñîñåäíèì òðåóãîëüíèêàì, åñëè äëÿ íåå íå âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå ρ̄t
ab

max > ρ̃t
b
> ρ̄t

ab

min. �àáîòó àëãîðèòìà ïîÿñíèì íà ïðèìåðå çíà÷åíèÿ ρ̃t
b
ìåíüøå

äîïóñòèìîãî ìèíèìóìà ρ̃t
b

< ρ̄t
ab

min, ñëó÷àé äëÿ ìàêñèìóìà îáðàáàòûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ ìàññà ∆mtb = (ρ̄t
ab

min− ρ̃t
b
)Stb

, êîòîðóþ íåîáõîäèìî äîáàâèòü ÿ÷åéêå tb,

÷òîáû âûïîëíèëîñü óñëîâèå ρ̃t
b

> ρ̄t
ab

min. Íåäîñòàþùàÿ ìàññà ∆mtb
áåðåòñÿ èç ÿ÷ååê tbi , íàõîäÿ-

ùèõñÿ â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ñ tb. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ îáùàÿ ¾ñâîáîäíàÿ¿ ìàññà ∆m,

êîòîðóþ ìîæíî âû÷åñòü èç òðåóãîëüíèêîâ tbi áåç íàðóøåíèÿ çíà÷åíèé ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ

ïëîòíîñòè ∆m =
∑

i ∆mtbi
, ãäå ∆mtbi = max((ρ̃t

b
i − ρ̄

tabi
min)S

tbi , 0).
Ïîèñê íåîáõîäèìîé ìàññû íà÷èíàåòñÿ ñ ñîñåäíèõ òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ ñ tb îáùóþ âåð-

øèíó èëè ðåáðî. Â ñëó÷àå åñëè ¾ñâîáîäíîé¿ ìàññû íåäîñòàòî÷íî, òî åñòü ∆m < ∆mtb
, êðóã

ÿ÷ååê äëÿ ïîèñêà ðàñøèðÿåòñÿ: â íåãî âêëþ÷àþòñÿ òðåóãîëüíèêè, ÿâëÿþùèåñÿ ñîñåäíèìè ê ñî-

ñåäíèì ÿ÷åéêàì tb è òàê äàëåå.

Ïîñëå òîãî êàê íåîáõîäèìàÿ ìàññà ∆m > ∆mtb
íàéäåíà, çíà÷åíèå ρ̃t

b

ïðèâîäèòñÿ ê íèæíåé

ãðàíèöå ρ̃t
b

= ρ̄t
ab

min, ïðè ýòîì ìàññû ñîñåäíèõ ÿ÷ååê tbi ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m̃tbi = m̃tbi −
∆mtb

∆m
∆mtbi

.

� 5. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

�àññìîòðèì ïðèìåðû èíòåðïîëÿöèè òåñòîâûõ �óíêöèé ïðè èíòåðïîëÿöèè íà íåñîãëàñîâàí-

íûõ ñåòêàõ, ïîñòðîåííûõ íà ïëîñêèõ è êðèâîëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà VCI, ñâÿçàííîé ñ âûáîðîì øàãà h äåêàðòîâîé ñåòêè

âîêñåëåé, ðàññìîòðèì óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ëèíåéíîñòè èíòåðïîëÿöèè ïðè ïåðåíîñå çíà÷åíèé

ëèíåéíîé �óíêöèè ïëîòíîñòè ρ ñ áàçîâîé ñåòêè T a
íà ðåçóëüòèðóþùóþ T b

. Êàê óæå áûëî

îòìå÷åíî, ëèíåéíîñòü èíòåðïîëÿöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê m̃tb =

∫

tb
ρ(r) dV , tb ∈ T b

. Âìåñòå ñ òåì

m̃tb = ρ̃t
b
V tb =

∫

tb
ρ(r) dV = ρ̄t

b

V tb
, ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ρ̃t

b
= ρ̄t

b
.

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîñòü åñòü ðàâåíñòâî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ρ̃t
b

ïëîòíîñòè, ïîëó÷åííîãî àë-

ãîðèòìîì èíòåðïîëÿöèè, è ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ρ̄t
b

, âû÷èñëåííîãî â ÿ÷åéêå tb ñ ïîìîùüþ �óíê-

öèè ρ. Ââåäåì ïàðàìåòð ∆QT b

ρ = maxtb∈T b |ρ̄t
b

− ρ̃t
b

| äëÿ ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè T b
, îïðåäåëÿå-

ìûé êàê ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ðàçíîñòü ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ÿ÷åéêè ρ̄t
b
, âû÷èñ-

ëåííîãî ïî �óíêöèè ïëîòíîñòè ρ, ñ åãî ñðåäíèì çíà÷åíèåì ρ̃t
b
, ïîëó÷åííûì àëãîðèòìîì èíòåð-

ïîëÿöèè VCI. Îòíîñèòåëüíîå çíà÷åíèå äàííîãî ïàðàìåòðà îáîçíà÷èì QT b

ρ = ∆QT b

ρ /ρ̄t
b
· 100%.

Òîãäà ëèíåéíîñòü èíòåðïîëÿöèè T a(ρ) → T b
îïðåäåëÿåò ðàâåíñòâî íóëþ âåëè÷èíû ∆QT b

ρ .
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Ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèþ çíà÷åíèé �óíêöèè ρ1(r) = 3x + y + 2z + 1, çàäàííîé êóñî÷íî-

ëèíåéíî íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè êóáà, ñ ãðóáîé ñåòêè T a
1 , ñîäåðæàùåé MT a

1
= 72 ÿ÷ååê, íà

áîëåå ìåëêóþ T b
1 ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê MT b

1

= 384 (ñì. ðèñ. 3). Çíà÷åíèå âåëè÷èíû ∆QT b

ρ ðåçóëüòèðó-

þùåé ñåòêè T b
1 â çàâèñèìîñòè îò øàãà h äåêàðòîâîé ñåòêè âîêñåëåé ïðåäñòàâëåíî â òàáëèöå 1,

ãäå LT ab

min = min(LT a

min, LT b

min) âû÷èñëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ðåáðà T a, T b
. Ñ óìåíüøå-

íèåì øàãà h ñåòêè âîêñåëåé ïàðàìåòð ∆QT b

ρ òàêæå óìåíüøàåòñÿ, ïðè h = LT ab

min/2 çíà÷åíèå

ñîñòàâëÿåò 0.01, ïðè h = LT ab

min/4 èìååì ∆QT b

ρ = 0.003 è ò. ä. Òàêæå â òàáëèöå 1 ïîêàçàíî èç-

ìåíåíèå ∆QT b

ρ ïðè èíòåðïîëÿöèè �óíêöèåé ρ1, çàäàííîé íà òîé æå îáëàñòè, ñ áîëåå ìåëêîé

ñåòêè T a
2 , MT a

2
= 3574, íà ãðóáóþ T b

1 . Îòìåòèì, ÷òî óæå íà øàãå h = LT ab

min/2 äëÿ T a
1 (ρ1) → T b

1

è T a
2 (ρ1) → T b

1 ïàðàìåòð ∆QT b

ρ íå ïðåâûøàåò 0.01, ÷òî â îòíîñèòåëüíîì çíà÷åíèè ñîñòàâëÿåò

îêîëî 1%. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèé ãëîáàëüíîé ëèíåéíîé �óíêöèè, çàäàí-

íîé íà ïëîñêèõ òðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∆QT b

ρ → 0 ïðè h → 0.

(à) (á) (â)

�èñ. 3. �àñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòåé äëÿ èíòåðïîëÿöèè T
a
1 (ρ1) → T

b
1 : (à) áàçîâîé ñåòêè; (á) ðåçóëüòèðóþùåé

ñ èñïîëüçîâàíèåì VCI; (â) ðåçóëüòèðóþùåé ñ èñïîëüçîâàíèåì RBF

Äëÿ ñëó÷àÿ èíòåðïîëÿöèè êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèè ρ1, çàäàííîé íà êðèâîëèíåéíîé ïî-

âåðõíîñòè ñ�åðû, ñ áîëåå ìåëêîé áàçîâîé ñåòêè T a
3 , MT a

3
= 440 (ñì. ðèñ. 5, à), íà áîëåå ãðó-

áóþ T b
3 , MT b

3

= 80 (ñì. ðèñ. 5, á), âèäíî (ñì. òàáëèöó 1), ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì øàãà h âåëè÷èíà

∆QT b

ρ âîçðàñòàåò è äëÿ h = LT ab

min/16 ðàâíÿåòñÿ 7.52 , ÷òî ñîñòàâëÿåò QT b

ρ = 25% îò ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè, âû÷èñëåííîé ïî ρ1. Ïðè ïåðåíîñå çíà÷åíèé ρ1 ñ ñåòêè T a
3 íà ñåòêó T a′

3 ,

ïîëó÷åííóþ èç T a
3 ïîâîðîòîì íà 45◦ âîêðóã îñè OZ, ñîîòíîøåíèå ∆QT b

ρ → 0, h → 0 òàêæå íå

âûïîëíÿåòñÿ (ñì. òàáëèöó 1).

Äëÿ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ ñîõðàíÿëàñü êîíñåðâàòèâíîñòü èíòåðïîëÿöèè. Â õóäøèõ ñëó-

÷àÿõ îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíîñòü çíà÷åíèé ìàññû ñåòîê äî è ïîñëå ïåðåíîñà ñîñòàâëÿëà íå áîëåå

MT ab

= (MT a

−MT b

)/MT a

·100% = 0.4%, ÷òî íå ñâÿçàíî ñ øàãîì h ñåòêè âîêñåëåé è ÿâëÿåòñÿ

ñëåäñòâèåì ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé íà ÝÂÌ.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ∆QT
b

ρ ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè â çàâèñèìîñòè îò øàãà h ñåòêè âîêñåëåé

Èíòåðïîëÿöèÿ h = LT ab

min/2 h = LT ab

min/4 h = LT ab

min/8 h = LT ab

min/16

T a
1
(ρ1) → T b

1
0.01 0.003 0.0007 0.0001

T a
2 (ρ1) → T b

1 0.003 0.0007 0.0002 7 · 10−5

T a
3
(ρ1) → T b

3
6.4 6.46 7.26 7.52

T a
3
(ρ1) → T a′

3
1.06 0.87 0.69 0.9

Cðàâíèì ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìåòîäà VCI ñ àëãîðèòìîì èíòåðïîëÿöèè íà îñíîâå �óíêöèé
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ðàäèàëüíîãî áàçèñà (RBF), òî åñòü �óíêöèé, çíà÷åíèå êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò íîðìû àðãó-

ìåíòà è èìåþùèõ ðàçëè÷íûå êëàññû ãëàäêîñòè. Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåí ñïèñîê �óíêöèé, èñïîëü-

çóåìûõ â òåñòàõ ìåòîäîì RBF [8,9℄. Îòìåòèì, ÷òî â ñðàâíåíèÿõ ïðèâîäÿòñÿ òîëüêî ðåçóëüòàòû

äëÿ �óíêöèé, ïîêàçàâøèõ íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò ïðè èíòåðïîëÿöèè. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè â ïî-

ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ çàäàâàëàñü êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé íà ÿ÷åéêàõ ñåòêè.

Òàáëèöà 2. Ôóíêöèè ðàäèàëüíîãî áàçèñà

Ôóíêöèÿ Îáîçíà÷åíèÿ Âèä

Âåíäëàíäà RBF 1 (1− ||x||)2

Âó RBF 2 (1− ||x||)3 · (1 + 3 · ||x||3)
Âó RBF 3 1− ||x||

RBF 4 e−||x||

�àóññèàí RBF 5 e−||x||2

Ìóëüòèêâàäðàòè÷íàÿ RBF 4

√

1 + ||x||2

Îáðàòíàÿ RBF 6 1/(
√

1 + ||x||2)
ìóëüòèêâàäðàòè÷íàÿ

Ñïëàéí òîíêîé ïëàñòèíû RBF 7 ||x||2 log ||x||
Âó RBF 8 (1− ||x||)5 · (1 + 5 · ||x||+ 9 · ||x||2 + 5 · ||x||3 + ||x||4)

Îöåíèì êîíñåðâàòèâíîñòü ïåðåíîñà ìàññû è ñîõðàíåíèÿ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷å-

íèé ïëîòíîñòè ÿ÷ååê ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè T b
äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ. Êîíñåðâà-

òèâíîñòü ìàññû îïðåäåëèì ÷åðåç ïàðàìåòð MT ab

, âòîðîé êðèòåðèé âûïîëíÿåòñÿ ïðè

ρ̄t
ab

max > ρ̃t
b

> ρ̄t
ab

min, ρ̄t
ab

max = max
ta∈Oε(tb)

ρt
a

, ρ̄t
ab

min = min
ta∈Oε(tb)

ρt
a

,

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Oε(t
b) ëþáîé ÿ÷åéêè tb ∈ T b

. Â äàííîé ðàáîòå ïîä îêðåñòíîñòüþ Oε(t
b)

ÿ÷åéêè tb ∈ T b
ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî ÿ÷ååê ñåòêè T a

, èìåþùèõ ¾âîêñåëüíîå¿ ïåðåñå÷åíèå ñ

tb, òî åñòü ta ∈ Oε(t
b), åñëè ta ∩ tb 6= ∅ â ¾âîêñåëüíîì¿ ñìûñëå.

Ââåäåì ïàðàìåòðû ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ëîêàëüíûõ ðàçíîñòåé ïëîòíîñòåé ÿ÷ååê ïðè èí-

òåðïîëÿöèè çíà÷åíèé ñ T a
íà T b

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Qtab

ρmin
=

{

mintb∈T b(ρ̃t
b
− ρ̄t

ab

min), ∃tb ∈ T b, ρ̃t
b
− ρ̄t

ab

min < 0, ta ∈ Oε(t
b);

maxtb∈T b(ρ̃t
b
− ρ̄t

ab

min), ∀tb ∈ T b, ρ̃t
b
− ρ̄t

ab

min > 0, ta ∈ Oε(t
b);

Qtab

ρmax
=

{

mintb∈T b(ρ̄t
ab

max − ρ̃t
b
), ∃tb ∈ T b, ρ̄t

ab

max − ρ̃t
b
< 0, ta ∈ Oε(t

b);

maxtb∈T b(ρ̄t
ab

max − ρ̃t
b

), ∀tb ∈ T b, ρ̄t
ab

max − ρ̃t
b

> 0, ta ∈ Oε(t
b).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëîêàëüíîãî ñîõðàíåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè íåîáõîäèìà

íåîòðèöàòåëüíîñòü çíà÷åíèé Qtab

ρmin
, Qtab

ρmax
.

Äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèþ çíà÷åíèé �óíêöèè ρ1, çàäàí-
íîé êóñî÷íî-ïîñòîÿííî íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè êóáà, ñ áîëåå ãðóáîé ñåòêè T a

1 íà áîëåå ìåë-

êóþ T b
1 (ñì. ðèñ. 3). �åçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ñâåäåíû â òàáëèöó 3. Àëãîðèòì VCI êîíñåðâàòè-

âåí (MT ab

I ≈ 0) è ñîõðàíÿåò ëîêàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè, ïàðàìåòðû Qtab

ρmin

è Qtab

ρmax
ïîëîæèòåëüíû. Äëÿ ìåòîäà RBF êîíñåðâàòèâíîñòü òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, îäíàêî ìè-

íèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè èçìåíÿþòñÿ: Qtab

ρmin
= −0.28, Qtab

ρmax
= −0.27.

Ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè �óíêöèè ρ1 ñ ãðóáîé ñåòêè íà ìåëêóþ ñîñòàâëÿåò QT b

ρ = 0.6% äëÿ

ìåòîäà RBF è 16% � äëÿ VCI.

Ïðè èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèé �óíêöèè ρ1, çàäàííîé íà òîé æå îáëàñòè, ñ áîëåå ìåëêîé ñåò-

êè T a
2 íà T b

1 äëÿ îáîèõ àëãîðèòìîâ ñîáëþäàþòñÿ óñëîâèÿ êîíñåðâàòèâíîñòè è ñîõðàíåíèÿ ëî-

êàëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè, çíà÷åíèå ïàðàìåòðà QT b

ρ íå ïðåâûøàåò 0.1%.
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Òàáëèöà 3. Ïàðàìåòðû èíòåðïîëÿöèè ñåòîê íà ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ

Ïàðàìåòð

T a
1
(ρ1) → T b

1
T a
2
(ρ1) → T b

1
T a
4
(ρ2) → T b

4

VCI RBF 5 VCI RBF 4 VCI RBF 2

MT ab

I , %

10−7
0.03 10−4 10−3

0 −0.04

Qtab

ρmin
1.83 −0.28 1.21 1.21 0 −0.25

Qtab

ρmax
1.94 −0.27 1.24 1.24 0 −0.22

QT b

ρ , %

16 0.6 0.1 0.02 0 25

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èíòåðïîëÿöèè �óíêöèé íà ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ñ áîëåå ìåëêîé áàçîâîé

ñåòêè ìîæíî ãîâîðèòü î ñîõðàíåíèè ëèíåéíîñòè èíòåðïîëÿöèè äëÿ ñëó÷àÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé

�óíêöèè ïëîòíîñòè.

Íà ðèñóíêå 4 èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòåé áàçîâîé è ðåçóëüòèðóþùåé ñåòîê ïðè

èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèé ðàçðûâíîé �óíêöèè

ρ2(x, y, z) =

{

1, x ∈ [0.25, 0.75] ∧ y ∈ [0.25, 0.75] ∧ z ∈ [0.25, 0.75];
0 − èíà÷å,

çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîãî êóáà, ðàñïîëîæåííîãî â ïåðâîì îêòàíòå, ñ ñåòêè T a
4 , ñîäåð-

æàùåé MT a
4
= 768 ÿ÷ååê, íà T b

4 ñ MT b
4

= 1728 (ñì. òàáëèöó 3). Äëÿ àëãîðèòìà RBF ñîõðàíÿåòñÿ

êîíñåðâàòèâíîñòü, íî íå ñîáëþäàþòñÿ óñëîâèÿ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, ÷òî îçíà÷àåò íàëè÷èå

ÿ÷ååê ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè T b
4 ñ ïëîòíîñòüþ, îòëè÷íîé îò íóëÿ è åäèíèöû.

(à) (á) (â)

�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòåé äëÿ èíòåðïîëÿöèè T
a
4 (ρ2) → T

b
4 : (à) áàçîâîé ñåòêè; (á) ðåçóëüòèðóþùåé

ñ èñïîëüçîâàíèåì VCI; (â) ðåçóëüòèðóþùåé ñ èñïîëüçîâàíèåì RBF

Ïðàêòè÷åñêè âàæíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ìåæñåòî÷íàÿ èíòåðïîëÿöèÿ íà êðèâîëèíåéíûõ ïî-

âåðõíîñòÿõ. Ïóñòü çàäàíà êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ íà ÿ÷åéêàõ ìåëêîé ñåòêè T a
3 , îïèñûâà-

þùåé ïîâåðõíîñòü ñ�åðû, è íåîáõîäèìî èíòåðïîëèðîâàòü �óíêöèþ íà áîëåå ãðóáóþ ñåòêó T b
3

(ñì. ðèñ. 5). Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì VCI ñîõðàíÿåò êîíñåðâàòèâíîñòü (ñì. òàáëèöó 4), ïðè ýòîì

äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ âåëè÷èí ïëîòíîñòè â ïðåäåëàõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïîòðåáî-

âàëîñü ïðèìåíåíèå áëîêà ïîñòîáðàáîòêè, îïèñàííîãî â ïàðàãðà�å 4. Ïðè RBF-èíòåðïîëÿöèè

êîíñåðâàòèâíîñòü íå âûïîëíÿåòñÿ: MT ab

I = 9%, ÷òî ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷èåì â ïëîùàäÿõ áàçîâîé

è ðåçóëüòèðóþùåé ñåòîê: ST ab

= (ST a

− ST b

)/ST a

· 100% = 6%. Ñîõðàíÿþòñÿ ëîêàëüíûå ýêñ-

òðåìóìû, îòêëîíåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ìåíüøå, ÷åì â VCI, è ñîñòàâëÿåò QT b

ρ = 3%.

Òåñòîâûå ïðèìåðû âêëþ÷àëè è ñëó÷àé, êîãäà ñåòêè äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî àïïðîêñèìèðóþò

ãðàíèöó è îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíîñòü ïëîùàäåé äâóõ ñåòîê íåçíà÷èòåëüíà, ST ab

= 0.2%. �àñ-

ñìàòðèâàëàñü èíòåðïîëÿöèÿ ëèíåéíîé ρ1 è ðàçðûâíîé �óíêöèé: ρ3(x, y, z) =

{

1, z > 0.25;
0, z < 0.25.
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(à) (á) (â)

�èñ. 5. �àñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòåé äëÿ èíòåðïîëÿöèè T
a
3 (ρ1) → T

b
3 : (à) áàçîâîé ñåòêè; (á) ðåçóëüòèðóþùåé

ñ èñïîëüçîâàíèåì VCI; (â) ðåçóëüòèðóþùåé ñ èñïîëüçîâàíèåì RBF

Èíòåðïîëÿöèÿ ïðîèçâîäèëàñü ñ íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè T a
5 , MT a

5
= 2350, íà ñåòêó T b

5 ,

MT b
5

= 1008 (ñì. ðèñ. 6), ïîñòðîåííóþ íà ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ïîëóñ�åðû.

Â ñëó÷àå RBF-èíòåðïîëÿöèè ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ÿ÷ååê íà ðåçóëüòèðóþùåé

ñåòêå íå ñîõðàíÿþòñÿ. Ïðè íåçíà÷èòåëüíîì îòëè÷èè ïëîùàäåé ñåòîê óñëîâèå êîíñåðâàòèâíî-

ñòè âûïîëíÿåòñÿ ïðèáëèæåííî, ïðè èíòåðïîëÿöèè ðàäèàëüíûìè áàçèñíûìè �óíêöèÿìè (ñì.

òàáëèöó 4).

Äëÿ âûáðàííûõ �óíêöèé àëãîðèòì VCI-èíòåðïîëÿöèè îáëàäàåò êîíñåðâàòèâíîñòüþ. Ïðè-

ìåíåíèå ïîñòîáðàáîòêè äëÿ VCI-èíòåðïîëÿöèè ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü çíà÷åíèÿ èíòåðïîëèðó-

åìîé �óíêöèè â äîïóñòèìûõ ïðåäåëàõ. Îòðèöàòåëüíîñòü ïàðàìåòðà Qtab

ρmax
= −0.009 ñâÿçàíà

ñ îñîáåííîñòüþ îïðåäåëåíèÿ ðàçðûâíîé �óíêöèè ρ3 è ïîãðåøíîñòüþ âûïîëíåíèÿ àðè�ìåòè÷å-

ñêèõ îïåðàöèé ïðè âû÷èñëåíèè îáëàñòåé ïåðåñå÷åíèé ÿ÷ååê áàçîâîé è ðåçóëüòèðóþùåé ñåòîê.

Â òàáëèöå 4 ïðèâåäåí åùå îäèí òåñòîâûé âàðèàíò èíòåðïîëÿöèè �óíêöèè ρ1, çàäàííîé íà

ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ïîëóñ�åðû, 
 ñåòêè T a
5 íà ñåòêó T a′

5 , ïîëó÷åííóþ èç T a
5 ïîâîðîòîì

íà 30◦ ïî îñè Z. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì èíòåðïîëÿöèè ïîêàçàë íàèëó÷øåå

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà QT b

ρ ≈ 2% äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ èíòåðïîëÿöèè ñ êðèâîëèíåéíûìè ãðàíèöàìè.

Îòêëîíåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè áûëè íåçíà÷èòåëüíû è ñîñòàâëÿëè ìåíåå 1%

ìàññû ÿ÷ååê T a′

5 .

(à) á) â)

�èñ. 6. �àñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòåé äëÿ èíòåðïîëÿöèè T
a
5 (ρ3) → T

b
5 : (à) áàçîâîé ñåòêè; (á) ðåçóëüòèðóþùåé

ñ èñïîëüçîâàíèåì VBI; (â) ðåçóëüòèðóþùåé ñ èñïîëüçîâàíèåì RBF

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä êîíñåðâàòèâíîé èíòåðïîëÿöèè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè îñíîâíûìè ÷åð-

òàìè: âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ ëèíåéíîñòè ïðè èíòåðïîëÿöèè ëèíåéíûõ �óíêöèé íà

ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ, ïðè ýòîì òî÷íîñòü èíòåðïîëÿöèè óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì øàãà h
äåêàðòîâîé ñåòêè âîêñåëåé; ìèíèìàëüíûé øàã âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ h 6 LT ab

min/2, êîãäà âîêñå-
ëè ñîäåðæàò íå áîëåå îäíîé âåðøèíû êàæäîé èç ñåòîê; ïðè èíòåðïîëÿöèè �óíêöèè ïëîòíîñòè,

çàäàííîé êóñî÷íî-ïîñòîÿííî íà ÿ÷åéêàõ ñåòêè, ñîõðàíÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîñòü ïåðåíîñà ìàññû

VCI-èíòåðïîëÿöèè; äëÿ ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé ñîõðàíÿþòñÿ ëîêàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷å-

íèÿ ïëîòíîñòè ïðè èíòåðïîëÿöèè êàê ñ ñåòêè ñ áîëåå ìåëêèìè ÿ÷åéêàìè íà ñåòêó ñ ãðóáûìè
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Òàáëèöà 4. Ïàðàìåòðû èíòåðïîëÿöèè ñåòîê íà êðèâîëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòÿõ

Ïàðàìåòð

T
a
3 (ρ1) → T

b
3 T

a
5 (ρ1) → T

b
5 T

a
5 (ρ3) → T

b
5 T

a
5 (ρ1) → T

a′

5

VCI RBF 3 VCI RBF 8 VCI RBF 3 VCI RBF 3

ST
ab

,% 6 6 0.2 0.2 0.2 0.2 0 0

MT
ab

I ,% 10−6
9 10−4

0.2 10−4
0.8 10−6 10−4

Qtab

ρmin
19.43 19.50 25.19 −0.27 1.008 −0.032 21.07 21.03

Qtab

ρmax
19.27 19.54 21.05 −0.19 −0.009 −0.037 21.06 −0.0005

QT
b

ρ ,% 19 3 3 5 59 61 2 1

ÿ÷åéêàìè, òàê è íàîáîðîò; â ñëó÷àå êðèâîëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ ñîõðàíåíèÿ ëîêàëüíûõ

ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü áëîê ïîñòîáðàáîòêè ÿ÷ååê ðå-

çóëüòèðóþùåé ñåòêè; îñíîâíûå îïåðàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà èíòåðïîëÿöèè ý��åê-

òèâíî ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ.
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Conservative interpolation method between non-mat
hing surfa
e meshes
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In this paper, we 
onsider a problem of 
onservative interpolation data between non-mat
hing surfa
e meshes.

We develop a new interpolation method based on voxel representation of the mesh followed by the evaluation

of interse
tion area of ea
h voxel with mesh 
ells. The mass of 
ells of the resulting mesh is represented through

a linear 
ombination of the known mass of parent 
ells. The method allows us to 
onsider the problem of

interpolation on 
urved surfa
es when it is impossible to de�ne the grid 
ells geometri
 interse
tion. The

method was validated by numeri
al simulation of data interpolation based on various fun
tions for the non-

mat
hing meshes des
ribing plane and 
urved surfa
es. The method of voxel interpolation was 
ompared to

the interpolation algorithm based on radial basis fun
tions of di�erent smoothness degree.
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