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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ ìåòîäèêà ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàêöèîííî-äè��óçèîííûõ ñèñòåì íà îñíî-

âå ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â îòëè÷èå îò ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ÷èñëåííûõ

ìåòîäîâ, òàêèõ êàê ìåòîä ïðÿìûõ, íîâàÿ ìåòîäèêà ïîçèöèîíèðóåòñÿ êàê ÷èñòàÿ àëüòåðíàòèâà íà ìî-

äåëüíîì óðîâíå äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïî ñâîåìó îïèñàíèþ íîâûé ìåòîä âî ìíîãîì

ïîäîáåí ìåòîäó êîíå÷íûõ îáúåìîâ, íî â îòëè÷èå îò íåãî äëÿ îïèñàíèÿ äè��óçèè ïðèìåíÿåò ñòàòè-

ñòè÷åñêèå óïðîùåíèÿ è ïðèíöèïû ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè. �ëàâíûìè çàäà÷àìè äàííîãî ïîäõîäà

ÿâëÿþòñÿ óïðîùåíèå êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ðåàêöèîííî-äè��óçèîííûõ ñèñòåì, à òàêæå ïîâûøåíèå

ý��åêòèâíîñòè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìîäåëè. Ïåðâàÿ çàäà÷à óñïåøíî ðåøàåòñÿ, òàê êàê äëÿ êà÷å-

ñòâåííîãî àíàëèçà äèíàìèêè ìîäåëè íà îñíîâå ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì èñïîëüçîâàòü àïïàðàò êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Âòîðàÿ çà-

äà÷à ðåøàåòñÿ ëèøü îò÷àñòè, òàê êàê âûèãðûø ïðè ñîõðàíåíèè ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè äëÿ ÷èñëåííîé

ðåàëèçàöèè áóäåò ñóùåñòâåííûì ëèøü äëÿ îïðåäåëåííûõ, äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ, íà÷àëüíûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé ìîëåêóë, à òàêæå äëÿ îïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè. Ïðè ýòîì äëÿ �îðìèðîâàíèÿ

êðèòåðèåâ ïðèìåíèìîñòè íà ïðàêòèêå ìû îòäåëüíî îöåíèâàåì ïîãðåøíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì äàííîé íîâîé ìåòîäèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåàêöèÿ-äè��óçèÿ, àëüòåðíàòèâà ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì, òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñè-

ñòåì.

Ââåäåíèå

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ðåàêöèè-äè��óçèè èñïîëüçóþòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà ∂ui/∂t = D · ∇2ui + f(u1, . . . , un). Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ â êà÷åñòâå

÷èñëåííîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà äëÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå

1

ñåòî÷íûå ìå-

òîäû íà îñíîâå ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Îäíàêî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîäîáíûé ïîäõîä äàëåêî íå âñåãäà ðàöèîíàëåí, òàê

êàê äëÿ çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè ðåàëüíûõ õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ çàäà÷à áóäåò æåñòêàÿ, à âû÷èñ-

ëèòåëüíûå çàòðàòû � íåîïðàâäàííî âûñîêèìè.

Íà ïðàêòèêå äëÿ óïðîùåíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàêöèîííî-äè��óçèîííûõ ñèñòåì, êàê ïðàâè-

ëî, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ñèñòåìàì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íàèáîëåå ÷àñòî äëÿ ýòîãî ïåðåõîäà èñïîëüçóþòñÿ àäàïòè-

ðîâàííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, òàêèå êàê ìåòîä ïðÿìûõ (ñì. [2,3℄), ëèáî ñòðîÿòñÿ àëüòåðíàòèâíûå

ìîäåëè ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ (ïîäðîáíåå ñì. [4�6℄).

Â ðàáîòå [7℄ áûë ðàññìîòðåí ìåòîä ïåðåõîäà ê îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíå-

íèÿì, êîòîðûé ïî ñâîåìó îïèñàíèþ áëèçîê ê ìåòîäó êîíå÷íûõ îáúåìîâ, íî äëÿ �îðìàëèçàöèè

äè��óçèè èñïîëüçóåò ñòàòèñòè÷åñêèå óïðîùåíèÿ è ïðèíöèïû ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè.

Â ðàìêàõ òåêóùåé ðàáîòû ìû äîðàáîòàåì îïèñàíèå ìåòîäà èç ðàáîòû [7℄ è îöåíèì ïîãðåøíîñòü

èòîãîâîé ìîäåëè, à òàêæå ðàññìîòðèì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîí-

êðåòíûõ ðåàêöèîííî-äè��óçèîííûõ ñèñòåì.

� 1. Îïèñàíèå ìåòîäà

Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðàëëåëåïèïåäû îáúåìà

h · l · w ñ ñîãëàñîâàííûìè äëèíàìè ñòîðîí h = a · H, l = a · L è w = a · W , ãäå ïàðàìåòðû

H,L è W ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ìîäåëè ìîæíî áóäåò

îäíîçíà÷íî ðàçáèòü íà ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè îáúåìà Va = a3 (ñì. ðèñ. 1). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

1

Ïðèìåð ñîâðåìåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ ñì. â [1℄.
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1) d ∈ {↑ , ↓ ,→,←,⊙,⊗} � íàïðàâëåíèÿ äè��óçèè äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê;

2) d � ïðîòèâîïîëîæíîå

2

íàïðàâëåíèå äëÿ d;

3) d(z, x, y) � ñîñåäíÿÿ ÿ÷åéêà ñ (z, x, y) ïî íàïðàâëåíèþ 3 d.

L = 6

a Va

W = 2

H = 3

a

a

V = H · L ·W · a
3

�èñ. 1. Ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà ìîäåëè

Îïèñàíèå äè��óçèè â ìîäåëè áóäåò ðàçáèòî íà äâà ïðîöåññà: ìèãðàöèþ âåùåñòâà ìåæäó

ÿ÷åéêàìè ïðîñòðàíñòâà è ðàâíîìåðíîå ðàçìåøèâàíèå

4

âåùåñòâà â îòäåëüíûõ ÿ÷åéêàõ. Äëÿ

îïèñàíèÿ ýòèõ äâóõ ïðîöåññîâ ìû ââîäèì äâà òèïà ïåðåìåííûõ:

• ÷èñëåííîñòè N
(z,x,y)
i (t) ìîëåêóë, ðàâíîìåðíî ðàçìåøàííûõ â ÿ÷åéêå (z, x, y) â ìîìåíò t;

• ÷èñëåííîñòè N̂ (z,x,y)
i (t) ìîëåêóë, ïîñòóïèâøèå â ãðàíè÷íûå îáëàñòè ÿ÷åéêè â ìîìåíò t.

Äèíàìèêà ìîäåëè áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáùåãî âèäà:

dN
(z,x,y)
i

dt
= F

(z,x,y)
i +Dif

(z,x,y)
i(−) + βi · N̂ (z,x,y)

i , i = 1, k, (1)

dN̂ (z,x,y)
i

dt
= F (z,x,y)

i +Dif
(z,x,y)
i(+) − βi · N̂ (z,x,y)

i , i = 1, k. (2)

Â óðàâíåíèÿõ (1) è (2) âåëè÷èíà Dif
(z,x,y)
i(−) îïèñûâàåò ñóììàðíóþ äè��óçèþ ìîëåêóë i çà

ïðåäåëû ÿ÷åéêè (z, x, y), à âåëè÷èíà Dif
(z,x,y)
i(+) � ñóììàðíóþ äè��óçèþ âíóòðü ãðàíè÷íîé îá-

ëàñòè ÿ÷åéêè (z, x, y) ñî ñòîðîíû ñîñåäíèõ ÿ÷ååê. Ôóíêöèè F
(z,x,y)
i è F (z,x,y)

i çàäàþò èçìåíåíèå

ìîëåêóë i â ÿ÷åéêå (z, x, y) â õîäå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé (äëÿ èíåðòíûõ âåùåñòâ Fi = Fi = 0).
Ïàðàìåòð βi îïèñûâàåò èíòåíñèâíîñòü ðàçìåøèâàíèÿ ìîëåêóë i â ïðåäåëàõ ÿ÷åéêè (z, x, y) çà
ñ÷åò âíóòðåííåé äè��óçèè èç ãðàíè÷íîé îáëàñòè ÿ÷åéêè.

Äëÿ ïîäñ÷åòà áàëàíñà äè��óçèè ìîëåêóë i â îòäåëüíîé ÿ÷åéêå (z, x, y) ìû ó÷èòûâàåì ïî-

òîêè ìîëåêóë i ïî âñåì äîïóñòèìûì íàïðàâëåíèÿì äè��óçèè:

Dif
(z,x,y)
i(+) =

∑

d

ξ
(

Emig
d(z,x,y)

i, d
− Emig

(z,x,y)
i, d

)

, (3)

Dif
(z,x,y)
i(−) =

∑

d

µ
(

Emig
d(z,x,y)

i, d
− Emig

(z,x,y)
i, d

)

. (4)

2

Òàê, åñëè d = (↓), òî ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèåì äëÿ íåãî áóäåò d = (↑).
3

Ê ïðèìåðó, ñîñåäíèì ñ (z, x, y) êóáîì ïî íàïðàâëåíèþ d = (↓) áóäåò d(z, x, y) = (z − 1, x, y).
4

Âêëþ÷åíèå ïðîöåññà ðàâíîìåðíîãî ðàçìåøèâàíèÿ âåùåñòâà â ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì íîâîââå-

äåíèåì ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ è ìîäåëüþ èç ðàáîòû [7℄.
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Â �îðìóëàõ (3) è (4) �óíêöèè ξ(x) = σ(x) · x è µ(x) = σ(−x) · x âûðàæàþòñÿ ëèáî ÷åðåç

�óíêöèþ Õåâèñàéäà σ(x), ëèáî ÷åðåç ñèãìîèäó σc(x) = 1/(1 + e−x/c) ïðè c→ 0 è c > 0.

Ïîòîê ìîëåêóë Emig
(z,x,y)
i, d (t) èç ÿ÷åéêè (z, x, y) ïî íàïðàâëåíèþ d ìîæåò áûòü âû÷èñëåí

ñëåäóþùèì îáðàçîì (âûâîä �îðìóëû ñì. â ðàáîòå [7℄):

Emig
(z,x,y)
i, d =

3 ·N (z,x,y)
i · ri

16 · tr · a
+

∆d,i
(z,x,y)

Vi ·M d
(z,x,y) · tr

. (5)

Â �îðìóëå (5) âåëè÷èíà ri çàäàåò ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå çà âðåìÿ tr ìîãóò

ñìåñòèòüñÿ ìîëåêóëû i, à Vi � ýòî îáúåì, êîòîðûé çàíèìàåò îòäåëüíàÿ ìîëåêóëà i.

Çàìå÷àíèå 1. ×àñòîòà äè��óçèè äîëæíà áûòü ìåíüøå åäèíèöû, è, êàê ñëåäñòâèå, ïîëó-

÷àåì îãðàíè÷åíèå íà ïàðàìåòðû: 3 · ri 6 16 · tr · a. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì ñâÿçè ri =
=
√
2 ·D · tr, ãäå D � êîý��èöèåíò äè��óçèè, òî ìû ìîæåì çàïèñàòü â èòîãå íåðàâåíñòâî

ri >
3D

8a
. (6)

Ïàðàìåòð M d
(z,x,y) â �îðìóëå (5) ðàâåí ÷èñëó ðàçëè÷íûõ òèïîâ ìîëåêóë, êîòîðûå â ìîìåíò

âðåìåíè t ðàñïîëîæåíû â îäíîé èç äâóõ ÿ÷ååê: ëèáî â (z, x, y), ëèáî â ñîñåäíåé ÿ÷åéêå d(z, x, y).

M d
(z,x,y) =

{

1, åñëè N
(z,x,y)
i = N

d(z,x,y)
i = 0 (∀i);

∣

∣

∣

{

i | N (z,x,y)
i > 0 ∨N

d(z,x,y)
i > 0

}∣

∣

∣ � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Êîý��èöèåíò ∆d,i
(z,x,y) â �îðìóëå (5) äàåò îöåíêó îòíîñèòåëüíîé çàïîëíåííîñòè ãðàíè÷íûõ îá-

ëàñòåé ÿ÷ååê (z, x, y) è d(z, x, y) ìîëåêóëàìè òèïà i îòäåëüíî îò îñòàëüíûõ òèïîâ:

∆d,i
(z,x,y) =

∆d
(z,x,y) · N̂

(z,x,y)
i

∑

N̂p>0

N̂ (z,x,y)
p

. (7)

Îáîçíà÷èì ∆l ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ìîãóò ñìåñòèòüñÿ ìîëåêóëû: ∆l = max ri.
Êîý��èöèåíò ∆d

(z,x,y) â �îðìóëå (7) ââîäèòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáùåé çàïîëíåííîñòè ãðàíè÷-

íûõ îáëàñòåé ÿ÷ååê (z, x, y) è d(z, x, y) ñâåðõ äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ (∆l · a2):

∆d
(z,x,y) = ξ

(

max
{

Ld
(z,x,y), L

d
d(z,x,y)

}

−∆l · a2
)

· sign
(

Ld
(z,x,y) − Ld

d(z,x,y)

)

. (8)

Â óðàâíåíèè (8) â êà÷åñòâå ξ èñïîëüçóåòñÿ ïîðîãîâàÿ �óíêöèÿ ξ(x) = σ(x) · x, ãäå σ(x) � ýòî

ëèáî �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, ëèáî ïðèáëèæåííàÿ ê íåé σc(x) = 1/(1 + e−x/c) ñèãìîèäíàÿ �óíêöèÿ
ïðè c→ 0. Âòîðàÿ �óíêöèÿ â óðàâíåíèè (8) � ýòî ëèáî �óíêöèÿ çíàêà sign, ëèáî ïðèáëèæåííàÿ
ê íåé signtan(x) = (2/π) · arctan (x/c) ïðè c→ 0.

Âåëè÷èíà Ld
(z,x,y) èç �îðìóëû (8) çàäàåò îáúåì, êîòîðûé äîëæíû áûëè áû çàíèìàòü îáú-

åêòû â ãðàíè÷íîé îáëàñòè ÿ÷åéêè (z, x, y) ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ îáìåíà ñ ñîñåäíåé ÿ÷åéêîé ïî

íàïðàâëåíèþ d. Âû÷èñëèòü Ld
(z,x,y) ìîæíî ïî �îðìóëå

Ld
(z,x,y) = V

(z,x,y)
L − δV

(z,x,y)
L + δV

d(z,x,y)
L . (9)

Âåëè÷èíà V
(z,x,y)
L èç �îðìóëû (9) � ýòî òåêóùàÿ çàïîëíåííîñòü ãðàíè÷íîé îáëàñòè:

V
(z,x,y)
L =

∑

i

N̂ (z,x,y)
i · Vi

k(z, x, y)
. (10)
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Â ýòîì âûðàæåíèè k(z, x, y) � ýòî ÷èñëî ãðàíè÷íûõ çîí ó ÿ÷åéêè (z, x, y). Äëÿ âíóòðåííèõ

ÿ÷ååê ïðîñòðàíñòâà ýòà âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ è ðàâíà k(z, x, y) = 6 ïðè H,L,W > 2.

Âåëè÷èíà δV
(z,x,y)
L � ýòî ïîòåíöèàëüíûé ïðèðîñò ñóììàðíîãî îáúåìà ìîëåêóë èç ãðàíè÷íîé

çîíû, êîòîðûé ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè:

δV
(z,x,y)
L = δV

(z,x,y)
F + δV

(z,x,y)
M . (11)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå δVF â �îðìóëå (11) îòâå÷àåò çà ïðèðîñò îáúåìà â ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêèõ

ðåàêöèé â ìàñøòàáå ãðàíè÷íîé çîíû:

δV
(z,x,y)
F =

∑

i

F (z,x,y)
i · Vi

k(z, x, y)
. (12)

Âòîðîå ñëàãàåìîå δV
(z,x,y)
M â (11) îòâå÷àåò çà ïðèðîñò îáúåìà â ðåçóëüòàòå îáìåíà ìîëåêóëàìè

ñ ãðàíè÷íîé çîíîé ÿ÷åéêè d(z, x, y):

δV
(z,x,y)
M =

∑

i

3

16
·N (z,x,y)

i · Vi · ri
a

. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè âûáîðà êîý��èöèåíòà ∆d
(z,x,y) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó èç [7℄.

Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà βi â óðàâíåíèÿõ (1) è (2) ìû ïîñòóëèðóåì, ÷òî ðàçìåøåííûìè áóäóò

ñ÷èòàòüñÿ ìîëåêóëû, êîòîðûå ñìåñòèëèñü íà ðàññòîÿíèå a/2 â ðàìêàõ ÿ÷åéêè. Èñïîëüçóÿ óðàâ-
íåíèå ñâÿçè r =

√

2Dtsi , ïîëó÷àåì îöåíêó âðåìåíè tsi = a2/(4D). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè

çà ýòî âðåìÿ ðàñòâîðèòñÿ (1 − c) ïðîöåíòîâ îò èñõîäíûõ N̂i(0), ãäå 0 < c ≪ 1. �àññìàòðè-
âàÿ ñëó÷àé îäíîé ëèøü âíóòðåííåé äè��óçèè, ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ

÷èñëåííîñòåé N̂i(t):
N̂i(t) = N̂ (0) · e−βit.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó �îðìóëó íàøè äàííûå N̂i(tsi) = (1− c) · N̂ (0) è tsi = a2/(4D), ìû ïîëó÷àåì

â ðåçóëüòàòå îöåíêó äëÿ ïàðàìåòðà βi:

βi =
4D

a2
log

(

c−1
)

= log
(

c−
4D

a2

)

. (14)

Ïðàêòè÷åñêàÿ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè èçëîæåííîãî ìåòîäà îãðàíè÷åíà, ñ îäíîé ñòîðîíû, óñëî-

âèåì (6), à ñ äðóãîé � òðåáîâàíèåì, ÷òîáû ðàäèóñû ri áûëè íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå

äëèíû ÿ÷åéêè: ri 6 a · 10−2. Äëÿ îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ äàííûõ óñëîâèé äîëæíî áûòü

a > 5

√

3Di

2
∀i = 1, k. (15)

Óìåíüøàÿ ïàðàìåòð a ìîæíî äîáèòüñÿ áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ ðåàêöèîííîé ñèñòåìû â ïðî-

ñòðàíñòâå, íî ïðè ýòîì íóæíî ó÷èòûâàòü íåðàâåíñòâî (15), à òàêæå òîò �àêò, ÷òî ýëåìåíòàðíûå

ÿ÷åéêè äîëæíû áûòü ïî îáúåìó çíà÷èòåëüíî áîëüøå

5

îòäåëüíûõ ìîëåêóë: a≫ 3
√
Vi.

� 2. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç òî÷íîñòè ìåòîäà

Äëÿ íà÷àëà ìû ïðîâåäåì àíàëèç òî÷íîñòè ìîäåëè èç ðàáîòû [7℄ ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ ýòàëîí-

íîé ìîäåëüþ ðåàêöèè-äè��óçèè íà îñíîâå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Çàòåì ìû ñðàâíèì òî÷íîñòü

ìîäåëè (1)�(14) ñ ïðåäñêàçàíèÿìè ìîäåëè íà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ìîäåëè èç ðàáîòû [7℄.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ïîëîæèì, ÷òî íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âî âñåõ ÿ÷åéêàõ ïðîñòðàíñòâà

âåùåñòâî áûëî ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî, à ñàìî âåùåñòâî èíåðòíî (∀i Fi = 0). Â ýòîì ñëó÷àå

îñíîâíûì èñòî÷íèêîì ïîãðåøíîñòè äëÿ ìîäåëè [7℄ áóäåò ñêâîçíîé ïðîáåã ìîëåêóë ÷åðåç îäíó

ÿ÷åéêó ïðè ðàñ÷åòå óñðåäíåííîé äè��óçèè (ñì. ðèñ. 2). Îøèáêà ñêâîçíîãî ïðîáåãà âîçíèêàåò

5

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåëüçÿ áóäåò ñ÷èòàòü ìîëåêóëû òî÷å÷íûìè îáúåêòàìè.
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∆l

a

a

∆l ∆l ∆l

N(1, 2, 1)N(1, 1, 1) N(1, 3, 1)

�èñ. 2. Îøèáêà ñêâîçíîãî ïðîáåãà: äè��óçèÿ âäîëü ýëåìåíòàðíîãî êóáà çà íóëåâîå âðåìÿ

ââèäó òîãî, ÷òî âî âñåõ ÿ÷åéêàõ ðàñïðåäåëåíèå ìîëåêóë ïîëàãàåòñÿ ðàâíîìåðíûì âî âñå ìîìåí-

òû âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü èç [7℄ èãíîðèðóåò äè��óçèþ âåùåñòâà â ðàìêàõ îòäåëüíîé

ÿ÷åéêè, à ëþáûå ïîñòóïèâøèå â ÿ÷åéêó ìîëåêóëû ìîãóò ñðàçó æå áûòü ïåðåäàíû â ñëåäóþùóþ

ÿ÷åéêó (ñì. ñêâîçíûå ñòðåëêè íà ðèñ. 2).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 1. Äëÿ îöåíêè îøèáêè ìîäåëè èç [7℄ ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé:

◦ â ìîäåëè ó÷àñòâóåò ðîâíî îäèí òèï ìîëåêóë p (ñ ïàðàìåòðàìè Vp è rp);
◦ íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìîëåêóëû p çàïîëíÿþò ëåâóþ ÿ÷åéêó íà ðèñóíêå 2, à äâå

äðóãèå ÿ÷åéêè ÿâëÿþòñÿ ïóñòûìè:

N(1, 1, 1) = Nmax = a3/(Vp), N(1, 2, 1) = N(1, 3, 1) = 0.

Ñîñòàâèì ñèñòåìó

6

(1) èç [7℄ äëÿ ïðèìåðà íà ðèñóíêå 2, îáîçíà÷èâ çà α êîíñòàíòó α =
= 3 rp/(16 tr a):































dN(1, 1, 1)

dt
= −α ·N(1, 1, 1) + α ·N(1, 2, 1),

dN(1, 2, 1)

dt
= α ·N(1, 1, 1) − 2α ·N(1, 2, 1) + α ·N(1, 3, 1),

dN(1, 3, 1)

dt
= α ·N(1, 2, 1) − α ·N(1, 3, 1).

Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé áóäóò λ1 = 0, λ2 = −α, λ3 = −3α.
Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, êîòîðûå áóäóò èì ñîîòâåòñòâîâàòü � ýòî u1 = (1,−2, 1)T , u2 = (−1, 0, 1)T
è u3 = (1, 1, 1)T .

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ó÷åòîì ïåðâîé êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ1, λ2, λ3 ïðèìåò

âèä





N(1, 1, 1)(t)
N(1, 2, 1)(t)
N(1, 3, 1)(t)



 =
Nmax

6
· e−3αt ·





1
−2
1



− Nmax

2
· e−αt ·





−1
0
1



+
Nmax

3
·





1
1
1



 .

Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü ðàññìîòðåííóþ çàäà÷ó â òåðìèíàõ ìîäåëè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå äè��óçèè äëÿ ìîëåêóëÿðíîé ïëîòíîñòè [N ](t) â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî
êîý��èöèåíòà

7

äè��óçèè D = r2p/(2tr) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

∂[N ]

∂t
= D ·

(

∂2[N ]

∂x2
+

∂2[N ]

∂y2
+

∂2[N ]

∂z2

)

.

6

Ìû èãíîðèðóåì âñå ÷ëåíû, îòâå÷àþùèå çà êîìïåíñàöèþ ïåðåïîëíåíèÿ, ïîñêîëüêó â ðàáîòå [7℄ ïðè íàëè÷èè

âñåãî îäíîãî òèïà ìîëåêóë â ìîäåëè îíè âñåãäà ðàâíû íóëþ.

7

Äëÿ åãî îöåíêè èñïîëüçîâàíî êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåãî ðàäèóñà ñìåùåíèÿ: r(t) =
√
2Dt.
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Ïðè ýòîì êîîðäèíàòû îãðàíè÷åíû çíà÷åíèÿìè 0 6 z 6 a, 0 6 x 6 3a, 0 6 y 6 a, è äåéñòâó-

þò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ [N ](z, x, y)(0) = 0 ïðè x > a è [N ](z, x, y)(0) = Nmax/a
3
ïðè x 6 a.

Äîïîëíèòåëüíî ê ýòîìó ãðàíèöà ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëàãàåòñÿ èäåàëüíî îòðàæàþùåé.

Ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè îïåðàòîðà äè��óçèè äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ áóäóò ñîîòâåòñòâåííî

vn,m,k = An,m,k · cos
(

πn
z

a

)

· cos
(

πm
x

3a

)

· cos
(

πk
y

a

)

.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà äè��óçèè áóäóò ñëåäóþùèå êîíñòàíòû:

λn,m,k =
−Dπ2

a2
·
(

n2 +m2/9 + k2
)

.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ �óíêöèé â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê

(f, g) =

∫ a

0
dz

∫ 3a

0
dx

∫ a

0
f(z, x, y)g(z, x, y) dy.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè �ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (f, g) = 1 äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ (vn,m,k), � ìîæíî ëåãêî íàéòè êîíñòàíòû An,m,k (â �îðìóëå ÷èñëà n,m, k > 1):

A0,0,0 =
1√
3a3

; An,0,0 = A0,m,0 = A0,0,k =

√

2

3a3
;

An,k,0 = A0,m,k = An,0,m =

√

4

3a3
; An,k,m =

√

8

3a3
.

Îáùåå ðåøåíèå äëÿ ìîëåêóëÿðíîé ïëîòíîñòè [N ] ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

[N ](z, x, y)(t) =
∞
∑

n,m,k=0

eλn,m,k(t−t0)·vn,m,k(z, x, y)

∫ a

0
dz

∫ 3a

0
dx

∫ a

0
vn,m,k(z, x, y)·[N ](z, x, y)(0) dy.

Ïîñêîëüêó èíòåãðàëû îò cos(πn z/a) è cos(πk y/a) â ïðåäåëàõ îò 0 äî a äàþò íîëü, òî â èòîãîâîé
ñóììå îñòàþòñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå äëÿ ðàçíûõ m, à îñòàëüíûå èíäåêñû n = k = 0. Â èòîãå ïîñëå

èíòåãðèðîâàíèÿ ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ìîëåêóëÿðíîé ïëîòíîñòè [N ]:

[N ](z, x, y)(t) =
Nmax

a3

{

1

3
+

∞
∑

m=1

2eλmt · sin(πm/3)

πm
· cos

(

πm
x

3a

)

}

, λm = −D ·
(πm

3a

)2
.

Äëÿ îöåíêè îøèáêè ñêâîçíîãî ïðîáåãà íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü òî÷íîå çíà÷åíèå äëÿ ÷èñëåííîñòè

ìîëåêóë â òðåòüåé ÿ÷åéêå (ïðè 2a 6 x 6 3a) íà ðèñóíêå 2. Äëÿ ýòîãî íóæíî âçÿòü èíòåãðàë

N(1, 3, 1)(t) =

∫ a

0
dz

∫ 3a

2a
dx

∫ a

0
[N ](z, x, y)(t) dy.

Òàêèì îáðàçîì, èòîãîâîå âûðàæåíèå N(1, 3, 1)(t) äëÿ ýòàëîííîé ìîäåëè ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì

N(1, 3, 1)(t) = Nmax

{

1

3
−
∞
∑

m=1

6eλmt

(πm)2
· sin(πm/3) · sin(2πm/3)

}

, λm = −D ·
(πm

3a

)2
.

Îöåíêà òî÷íîñòè ìîäåëè. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ìãíîâåííîé îøèáêè εmax ìîäåëè [7℄

ìîæíî îöåíèòü êàê:

εmax = max
t

∣

∣N(1, 3, 1)(t) −N(1, 3, 1)(t)
∣

∣.

�àññìîòðèì îöåíêó îøèáêè ñêâîçíîãî ïðîáåãà ìîäåëè [7℄ íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ, âûáèðàÿ

çíà÷åíèÿ äëÿ Nmax è D, à îñòàëüíûå ïàðàìåòðû âû÷èñëÿÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé ñâÿçè.
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Ïðèìåð 1. Äëÿ íà÷àëà ïîëîæèì Nmax = 1000 è êîý��èöèåíò äè��óçèè D = 0.02. Åñëè
âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè ñâÿçè, òî äëèíà ýëåìåíòàðíîãî ðåáðà áóäåò a ∼ 5

√

3D/2, ðàäèóñ
ñâîáîäíîãî ïðîáåãà � rp ∼ 0.01 · a, è âðåìÿ ïðîáåãà � tr = r2p/(2D). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì

âåðõíèé ãðà�èê äëÿ îøèáêè ε(t) = |N(1, 3, 1)(t)−N(1, 3, 1)(t)| íà ðèñóíêå 3, à çíà÷åíèå εmax ≈
≈ 325. Åñëè ìû èçìåíèì íà÷àëüíûå äàííûå íà Nmax = 10 000 è D = 0.0001, òî, ïðèìåíÿÿ òå

æå óðàâíåíèÿ ñâÿçè äëÿ a, rp è tr, ìû ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûé ãðà�èê äëÿ �óíêöèè îøèáêè ε(t)
(ñì. íèæíþþ ÷àñòü ðèñ. 3), à çíà÷åíèå ìãíîâåííîé îøèáêè εmax ≈ 3250 ïðîïîðöèîíàëüíî

óâåëè÷èòñÿ.

0
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t

D = 0.02

100

|N −N |

a = 0.866

εmax ≈ 325

Nmax = 1000

0
0
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a = 0.062

Nmax = 10000

�èñ. 3. Îöåíêà îøèáêè ñâîáîäíîãî ïðîáåãà êàê �óíêöèè îò âðåìåíè äëÿ ïðèìåðà 1

Çàìå÷àíèå 2. Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà δ
max

= ε
max

/Nmax áóäåò âåëè÷èíîé ïîñòîÿííîé è íå

çàâèñÿùåé îò âûáîðà Nmax è D, ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðîâ a, rp è tr èñïîëüçóþòñÿ

îäèíàêîâûå óðàâíåíèÿ ñâÿçè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà 1 ïîëó÷èì δ
max

=
= 0.325, à çíà÷èò, íà êîðîòêèõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ ìîäåëü [7℄ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ
ñëó÷àÿ íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ñ óðàâíåíèÿìè ñâÿçè èç ïðèìåðà 1. Îäíàêî íà

äëèòåëüíûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ ïðè ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè

ìîëåêóë ìîäåëü [7℄ áóäåò äàâàòü êðàéíå ïëîõîå îïèñàíèå äè��óçèè, äîñòèãàÿ ïèêîâîé îøèáêè

â 32%.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 2. Äëÿ îöåíêè îøèáêè ìîäåëè (1)�(14) ìû ïîñòóëèðóåì, ÷òî

◦ â ìîäåëè ó÷àñòâóåò ðîâíî îäèí òèï ìîëåêóë p (ñ ïàðàìåòðàìè Vp è rp);
◦ íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìîëåêóëû p ðàâíîìåðíî çàïîëíÿþò ëåâóþ ÿ÷åéêó íà ðè-

ñóíêå 2, à äâå äðóãèå ÿ÷åéêè ÿâëÿþòñÿ ïóñòûìè:

N(1, 1, 1) = Nmax = a3/(Vp), N(1, 2, 1) = N(1, 3, 1) = N̂ (1, 1, 1) = N̂ (1, 2, 1) = N̂ (1, 3, 1) = 0.
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Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ìû íå ñìîæåì ïðåíåáðå÷ü �àêòîðàìè êîìïåíñàöèè ∆d
(z,x,y), òàê êàê â ìî-

äåëè (1)�(14) îíè ïîçâîëÿþò êîñâåííî ó÷åñòü äàâëåíèå â ãðàíè÷íûõ îáëàñòÿõ ÿ÷ååê. Îáîçíà÷èâ

α = 3 rp/(16 tr a) è β = (4D/a2) log
(

c−1
)

, ìû ìîæåì ñîñòàâèòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

(1) è (2) äëÿ äàííîãî ïðèìåðà:



















































































dN(1, 1, 1)

dt
= µ

(

Emig(1,2,1)← − Emig(1,1,1)→

)

+ β · N̂ (1, 1, 1),

dN̂ (1, 1, 1)

dt
= ξ

(

Emig(1,2,1)← − Emig(1,1,1)→

)

− β · N̂ (1, 1, 1),

dN(1, 2, 1)

dt
= µ

(

Emig(1,1,1)→ − Emig(1,2,1)←

)

+ µ
(

Emig(1,3,1)← − Emig(1,2,1)→

)

+ β · N̂ (1, 2, 1),

dN̂ (1, 2, 1)

dt
= ξ

(

Emig(1,1,1)→ − Emig(1,2,1)←

)

+ ξ
(

Emig(1,3,1)← − Emig(1,2,1)→

)

− β · N̂ (1, 2, 1),

dN(1, 3, 1)

dt
= µ

(

Emig(1,2,1)→ − Emig(1,3,1)←

)

+ β · N̂ (1, 3, 1),

dN̂ (1, 3, 1)

dt
= ξ

(

Emig(1,2,1)→ − Emig(1,3,1)←

)

− β · N̂ (1, 3, 1).

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (5)�(14), ëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ ïîòîêîâ Emig. Äëÿ
ïðèìåðà ìû ïðèâåäåì �îðìóëó äëÿ ïîòîêà èç êðàéíåé ëåâîé ÿ÷åéêè â ñðåäíþþ Emig(1,1,1)→ :

Emig(1,1,1)→ = α ·N(1, 1, 1) +
∆→(1,1,1)

V · tr
,

∆→(1,1,1) = ξ
(

max
{

L→(1,1,1), L
←
(1,2,1)

}

− rp · a2
)

· sign
(

L→(1,1,1) − L←(1,2,1)

)

,

L→(1,1,1) = V ·
(

N̂ (1, 1, 1) + α · tr · {N(1, 2, 1) −N(1, 1, 1)}
)

,

L←(1,2,1) = V ·
(

N̂ (1, 2, 1)/2 + α · tr · {N(1, 1, 1) −N(1, 2, 1)}
)

.

Âûðàæåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ ïîòîêîâ � Emig(1,2,1)← è Emig(1,3,1)→ � âûâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îöåíêà òî÷íîñòè ìîäåëè. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ìãíîâåííîé îøèáêè εmax ìîäåëè

(1)�(14) ìîæíî îöåíèòü ïî �îðìóëå

ε
max

= max
t

∣

∣

∣N(1, 3, 1)(t) −N(1, 3, 1)(t) − N̂ (1, 3, 1)(t)
∣

∣

∣.

�àññìîòðèì îöåíêó îøèáêè ε
max

ñêâîçíîãî ïðîáåãà ìîäåëè (1)�(14) íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ,

âûáèðàÿ çíà÷åíèÿ äëÿ íà÷àëüíîé ÷èñëåííîñòè Nmax è êîý��èöèåíòà äè��óçèè D.

Ïðèìåð 2. Èñïîëüçóåì òå æå çíà÷åíèÿ äëÿ Nmax è D, ÷òî áûëè çàäåéñòâîâàíû â ïåðâîì

ïðèìåðå. Ïðè ýòîì ìû òàêæå âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãè÷íûìè óðàâíåíèÿìè ñâÿçè äëÿ äëèíû

ýëåìåíòàðíîãî ðåáðà a ∼ 5
√

3D/2, ðàäèóñà rp ∼ 0.01 · a è âðåìåíè tr = r2p/(2D). Äëÿ ñëó÷àÿ

Nmax = 1000 è D = 0.02 ìû ïîëó÷èì âåðõíèé ãðà�èê äëÿ îøèáêè ε(t) íà ðèñóíêå 4, à çíà÷åíèå
ìàêñèìàëüíîé ìãíîâåííîé îøèáêè áóäåò ðàâíî εmax ≈ 58. Äëÿ ñëó÷àÿ Nmax = 10 000 è D =
= 0.0001 ìû ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûé ãðà�èê âíèçó íà ðèñóíêå 4 è çíà÷åíèå îøèáêè εmax ≈ 580.

Çàìå÷àíèå 3. Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà δ
max

= ε
max

/Nmax áóäåò äëÿ ìîäåëè (1)�(14) òàêæå

âåëè÷èíîé ïîñòîÿííîé è íå çàâèñÿùåé îò âûáîðà Nmax è D, ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðîâ

a, rp è tr èñïîëüçóþòñÿ îäèíàêîâûå óðàâíåíèÿ ñâÿçè. Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ èç ïðèìåðà 2 çíà÷åíèå
îòíîñèòåëüíîé ìãíîâåííîé îøèáêè íå ïðåâîñõîäèò δ

max
= ε

max
/Nmax = 0.058, à çíà÷èò, ìîäåëü

(1)�(14) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà

8

äëÿ ñëó÷àÿ íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë íà äëè-

òåëüíûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ. Ôàêòè÷åñêè äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ìîäåëü (1)�(14) äîñòèãàåò

ïèêîâîé îøèáêè â 0.58%, ÷òî ñóùåñòâåííî ìåíüøå îøèáêè ìîäåëè èç ðàáîòû [7℄ â 32%.

8

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííûé �àêò áûë óñòàíîâëåí èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ óðàâíåíèé ñâÿçè, ðàññìîòðåííûõ

â ïðèìåðàõ 1 è 2: a ∼ 5
√

3D/2, rp ∼ 0.01 · a è tr = r2p/(2D).
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�èñ. 4. Îöåíêà îøèáêè ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîäåëè (1)�(14) äëÿ ïðèìåðà 2

Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûìè ïðåèìóùåñòâàìè ìîäåëè (1)�(14) ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ïîäõîäàìè äëÿ îïèñàíèÿ

ðåàêöèè-äè��óçèè ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî:

◦ âîçìîæíîñòü àíàëèçà äèíàìèêè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ, åñëè èñïîëüçóþòñÿ íåïðåðûâ-

íûå àíàëîãè �óíêöèé Õåâèñàéäà, ìàêñèìóìà è �óíêöèè çíàêà;

◦ çíà÷èòåëüíûé âûèãðûø ïî âû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåàëèçàöèåé ìîäåëè

íà îñíîâå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Íåäîñòàòêàìè ìîäåëè ðåàêöèè-äè��óçèè (1)�(14) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî:

• íàëè÷èå íèæíåãî ïðåäåëà äëÿ ðàçìåðîâ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè a, ÷òî äåëàåò ìîäåëü íåïðè-
ìåíèìîé äëÿ ñëó÷àÿ äîñòàòî÷íî ìåëêèõ ÿ÷ååê;

• ïëîõàÿ èíòåãðàöèÿ ñ ìîäåëÿìè, êîòîðûå âêëþ÷àþò òå÷åíèå âåùåñòâà â ïðîñòðàíñòâå;

• ñóùåñòâåííî áîëåå íèçêàÿ òî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëÿìè íà îñíîâå

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Äëÿ ðàññìîòðåííîé ñõåìû ìîæíî òàêæå ïðåäëîæèòü àíàëîã äëÿ îïèñàíèÿ òåïëîîáìåíà âìå-

ñòî äè��óçèè. Ïðèìåð òàêîé ñõåìû äëÿ ñëó÷àÿ áîëåå ïðîñòîãî âàðèàíòà ìîäåëè ïðåäñòàâëåí

â ðàáîòå [8℄. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòå [8℄ áûëà èñïîëüçîâàíà íåäîñòàòî÷íî ñòðî-

ãàÿ ìîäåëü õèìè÷åñêîé êèíåòèêè è ïîýòîìó äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ äèíàìèêè ðåàêöèé

ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìîäåëü õèìè÷åñêîé êèíåòèêè èç ñòàòüè [9℄.

Ïåðñïåêòèâíûìè çàäà÷àìè äëÿ ìîäåëè ðåàêöèè-äè��óçèè (1)�(14) ÿâëÿþòñÿ ïîèñê ý��åê-

òèâíîãî ñïîñîáà èíòåãðàöèè ñ ìîäåëÿìè, âêëþ÷àþùèìè ëàìèíàðíîå òå÷åíèå âåùåñòâà, à òàêæå

îöåíêà îøèáêè ìîäåëè îò ïåðåêðûòèÿ ãðàíè÷íûõ îáëàñòåé ÿ÷ååê.



Íîâûé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ñèñòåì ðåàêöèè-äè��óçèè 93

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2014. Âûï. 4

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü (1)�(14) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà íå òîëüêî äëÿ ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ñèñòåì õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, íî è äëÿ îïèñàíèÿ ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè, à òàêæå

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãîêëåòî÷íûõ îðãàíèçìîâ â áèîëîãèè.
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A new approah to the reation-di�usion systems modelling

Keywords: reation-di�usion, alternative to partial derivatives, dynami systems theory.
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We onsider a new tehnique for modelling the reation-di�usion systems based on systems of ordinary

di�erential equations. In ontrary to the speialized numerial methods suh as straight line method, this new

tehnique is positioned at model level as a full alternative for partial di�erential equations. The desription

of this new method is quite similar to the desription of �nite volume method, exept that it uses statistial

simpli�ations and priniples of geometri probability to desribe di�usion proesses. The main goal of this

approah is to simplify the qualitative analysis of reation-di�usion systems and to inrease the e�ieny of

the numerial implementation. The �rst task is suessfully resolved beause of the fat that for the qualitative

analysis of model dynamis based on ordinary di�erential equations it is possible to use the apparatus of the

lassial theory of dynamial systems. The seond task is solved only partially, beause the gain in e�ieny

while maintaining aeptable auray for numerial implementation will be onsiderable only for ertain

simple initial distribution of moleules, as well as for ertain di�usion oe�ients. To determine the riteria

for pratial appliation of this tehnique we also estimate the model error in general.
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