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È ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ �ÅÎÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÅ Ï�ÈËÎÆÅÍÈß

1

Ïðåäëàãàåòñÿ îñåñèììåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå óðàâíåíèé Ñòîêñà, äëÿ èññëåäîâàíèÿ

îáðàçîâàíèÿ ìíîãîêîëüöåâîé ñòðóêòóðû â ïîëçóùåì äâóõñëîéíîì òå÷åíèè ñ ïåðåìåííîé òîëùèíîé ñëî-

åâ. Êàæäûé ñëîé èìååò ïîñòîÿííóþ ïëîòíîñòü è âÿçêîñòü. Âåðõíèé ñëîé èìååò ìåíüøóþ ïëîòíîñòü, ÷åì

íèæíèé. Òå÷åíèå ñîçäàåòñÿ ðåëüå�îì ïîâåðõíîñòè è ãðàíèöû ðàçäåëà ñëîåâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ý�-

�åêòû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Ìû èñïîëüçóåì àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä ìíîãèõ

ìàñøòàáîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ íåóñòîé÷èâîñòü, âîçíèêàþùóþ â âèäå âîëíû â ýòîì

òå÷åíèè. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ëàïëàñà ìû èññëåäóåì óðàâíåíèÿ ãëàâíîãî ïðèáëèæåíèÿ

äëÿ ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè âîçìóùåíèé. Àñèìïòîòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïîêà-

çûâàåò, ÷òî ýòà íåóñòîé÷èâîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå îñåñèììåòðè÷íîé âîëíû, äëèíà êîòîðîé ñîèçìåðèìà

ñ òîëùèíîé ñëîåâ, è òîëùèíû ñëîåâ èãðàþò ãëàâíóþ ðîëü â ïðîñòðàíñòâåííîì ðàñïðåäåëåíèè åå ýêñòðå-

ìóìîâ. Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè âëèÿþò â îñíîâíîì íà àìïëèòóäó âîëíû. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå,

ñâÿçûâàþùåå òîëùèíû ñëîåâ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ýêñòðåìóìîâ, êîòîðîå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ

çàêîíîìåðíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ êîëüöåâûõ õðåáòîâ, íàáëþäàåìîé äëÿ áîëüøèíñòâà êðóïíîìàñøòàáíûõ

êîëüöåâûõ ñòðóêòóð íà Ëóíå. Èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðû íåêîòîðûõ ëóííûõ êîëüöåâûõ ñòðóêòóð, ìû îïðå-

äåëèëè ðàäèóñû ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëîæåííûõ ýêñòðåìóìîâ íåóñòîé÷èâîñòè è ïðîâåëè ñðàâíåíèå

ìîäåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðàäèóñàìè êîíöåíòðè÷åñêèõ õðåáòîâ íåêîòîðûõ ìíîãîêîëüöåâûõ ñòðóêòóð íà

Ëóíå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîñëîéíîå ïîëçóùåå òå÷åíèå, óðàâíåíèÿ Ñòîêñà, ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ, íåóñòîé-

÷èâîñòü ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà, êîëüöåâûå ñòðóêòóðû.

Ââåäåíèå

Ìîäåëè ìíîãîñëîéíûõ òå÷åíèé øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ: òåõíèêå, ãåî-

�èçèêå è ò. ä. Îäíàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíèå ñëîèñòûõ òå÷åíèé ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé

îñòàåòñÿ âàæíîé è äàëåêî íå èçó÷åííîé ïðîáëåìîé ìåõàíèêè æèäêîñòè [6, 8, 9, 11℄.

Ñîãëàñíî [5, 9, 11℄ â äâóõñëîéíîì òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ìîæåò

âîçíèêàòü íåóñòîé÷èâîñòü èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ è ãðàíèöåé

ðàçäåëà ñëîåâ, äàæå åñëè ÷èñëî �åéíîëüäñà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå èíåðöè-

îííûå ý��åêòû ïðåíåáðåæèìî ìàëû, íåóñòîé÷èâîñòü íàçûâàþò áåçûíåðöèîííîé (inertialess).

Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå âîëíû, äëèíà êîòîðîé ñîèçìåðèìà ñ òîëùèíîé ñëîåâ.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ áåçûíåðöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè çàêëþ÷àþòñÿ â òîì,

÷òî îòíîøåíèå âÿçêîñòåé âåðõíåãî è íèæíåãî ñëîåâ äîëæíî áûòü áîëüøå 1 è îòíîøåíèå ïëîò-

íîñòåé âåðõíåãî è íèæíåãî ñëîåâ äîëæíî ïðåâûøàòü íåêîòîðîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå. Ýòîò ïîðîã

çàâèñèò ãëàâíûì îáðàçîì îò óãëà íàêëîíà ïëîñêîñòè [8℄.

Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèÿõ [8,9,11℄ íåâîçìóùåííûå ãðàíèöû ñëîåâ ïðåäïîëàãàëèñü

ïëîñêèìè, òàê ÷òî îáà ñëîÿ èìåëè ðàâíîìåðíóþ òîëùèíó. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ

áîëüøèíñòâà òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, íàïðèìåð ïîêðûòèÿ, ãðóíòîâêè è ò. ä. Îäíàêî â ãåî�è-

çèêå ìîùíîñòè ñëîåâ ìîãóò èçìåíÿòüñÿ çíà÷èòåëüíî. Êàê ïîêàçàíî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ëåäíè-

êîâ [11℄, ýòó õàðàêòåðèñòèêó íóæíî îáÿçàòåëüíî ïðèíèìàòü â ðàñ÷åò, òàê êàê íåîäíîðîäíîñòü

1
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òîëùèíû ìîæåò âûçûâàòü âîçìóùåíèÿ â òå÷åíèè. Îäíàêî àíàëèç òå÷åíèÿ ñ èçìåíÿþùèìèñÿ

ãðàíèöàìè ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûì.

Â äàííîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì ìåäëåííîå äâóõñëîéíîå òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè ñ ïåðåìåí-

íîé òîëùèíîé ñëîåâ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìíîãèõ ìàñøòàáîâ [16℄. Ìû ïðèìåíÿåì ïîëó÷åííûå ðå-

çóëüòàòû äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàêîíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðè÷åñêèõ õðåáòîâ êðóïíî-

ìàñøòàáíûõ ìíîãîêîëüöåâûõ ñòðóêòóð íà Ëóíå. Ñîãëàñíî àíàëèçó áîëüøîãî ÷èñëà êîëüöåâûõ

ñòðóêòóð (ïîäðîáíîñòè ñì. â [17℄) îòíîøåíèå ðàäèóñîâ ñìåæíûõ êîëüöåâûõ õðåáòîâ âàðüèðó-

åò â îäíîì è òîì æå èíòåðâàëå (2.0 ± 0.3)0.5 äëÿ áîëüøèíñòâà êðóïíîìàñøòàáíûõ êîëüöåâûõ

ñòðóêòóð òðåõ ïëàíåò çåìíîé ãðóïïû: Ëóíû, Ìåðêóðèÿ è Ìàðñà, íåçàâèñèìî îò ñòðóêòóðû

è ñîñòàâà èõ êîðû (ñì. ðèñ. 1).

(a) Âîñòî÷íàÿ ÷àñòü ñòðóêòóðû (b) Íàáëþäàåìûå øåñòü êîëüöåâûõ õðåáòîâ

�èñ. 1. Êîëüöåâàÿ ñòðóêòóðà Orientale íà Ëóíå, âçÿòàÿ èç [17℄

Áîëüøèíñòâî òåîðåòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé [24℄ ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ îáðàçîâà-

íèÿ õðåáòîâ íà íà÷àëüíîé ñòàäèè �îðìèðîâàíèÿ êðàòåðà. Óðàâíåíèÿ ìåëêîé è ãëóáîêîé âîäû,

ïîëó÷åííûå íà îñíîâå óðàâíåíèé Ýéëåðà, áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îáðàçîâàíèÿ

ìíîãîêîëüöåâîé ñòðóêòóðû â ðåçóëüòàòå ðàñïðîñòðàíåíèÿ áåãóùåé âîëíû, âûçâàííîé íà÷àëü-

íîé äå�îðìàöèåé ïîâåðõíîñòè èëè çàòóõàþùèì ïåðèîäè÷åñêèì äàâëåíèåì [4,5,20℄. Ñðàâíåíèå

ñ íàáëþäàåìûìè äàííûìè ïîêàçàëî, ÷òî ýòè ìîäåëè ïîäõîäÿò òîëüêî äëÿ îáëàñòè âíóòðè áîð-

òîâ êðàòåðà. Äðóãîé ïîäõîä ê ýòîé ïðîáëåìå ïðåäñòàâëåí â [3℄, ãäå áûëè èñïîëüçîâàíû ñòîÿ÷èå

âîëíû, ïðîèçâîäèìûå âèáðàöèåé Ëóíû.

Îäíàêî ñóùåñòâóåò è áîëåå ãëóáèííîå òå÷åíèå ïîä êðàòåðîì, âûçâàííîå ðåëüå�îì ïîâåðõ-

íîñòè è, òàê íàçûâàåìîé Ìîõî (òî åñòü ãðàíèöåé ¾êîðà�ìàíòèÿ¿), êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ äëè-

òåëüíîå âðåìÿ ïîñëå òîãî, êàê íà÷àëüíûé êðàòåð áûë îáðàçîâàí, âñå èçáûòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ

ñðåëàêñèðîâàíû è âîññòàíîâëåíà âÿçêàÿ ðåîëîãèÿ ìàòåðèàëà. Ýòî òå÷åíèå âîçíèêàåò èç-çà ïîäú-

åìà Ìîõî è âîññòàíîâëåíèÿ îñíîâàíèÿ êðàòåðà [23,24℄. Ñîãëàñíî ãåî�èçè÷åñêèì äàííûì [13,22℄,

âÿçêîñòü ìàíòèè íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì ó êîðû, è îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ¾êîðà/ìàíòèÿ¿ ïðèìåð-

íî ðàâíî 0.9. Òàê êàê óãîë íàêëîíà ðåëüå�à ïîâåðõíîñòè, êîòîðûé îöåíèâàåòñÿ õàðàêòåðíûì

îòíîøåíèåì ¾ãëóáèíà/äèàìåòð êðàòåðà¿, èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 0.02�0.2 [23, 24℄, îòíîøåíèå

ïëîòíîñòåé ïðåâûøàåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå â [8℄. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðåäïîëî-

æèòü, ÷òî áåçûíåðöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü çäåñü ìîæåò äåéñòâèòåëüíî âîçíèêíóòü.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïàðàãðà�å 1 ïîëó÷åíà îñåñèììåòðè÷íàÿ

ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ìåäëåííîãî äâóõñëîéíîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè íà îñíîâå óðàâíå-

íèé Ñòîêñà. Â ïàðàãðà�å 2 ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ìíîãèõ ìàñøòàáîâ ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ

äëÿ îïèñàíèÿ âîçìóùåíèé â òå÷åíèè ñ êîíå÷íîé äëèíîé âîëíû. Â ïàðàãðà�å 3 ìû àíàëèçèðóåì
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íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùóþ êîìïîíåíòó íåóñòîé÷èâîé âîëíû. Â ïàðàãðà�å 4, èñïîëüçóÿ òèïè÷-

íûå ïàðàìåòðû ëóííûõ ìíîãîêîëüöåâûõ ñòðóêòóð, ìû âû÷èñëÿåì ðàäèóñû êîëüöåâûõ õðåáòîâ

íåóñòîé÷èâîñòè è ñðàâíèâàåì èõ ñ íàáëþäàåìûìè äàííûìè äëÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ êîëüöåâûõ

ñòðóêòóð íà Ëóíå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáñóæäàþòñÿ â ïàðàãðà�å 5.

� 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

�àññìîòðèì âÿçêóþ æèäêîñòü, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ñëîåâ (îáîçíà÷åíû èíäåêñàìè i = 1, 2),
êîòîðûå îãðàíè÷åíû ïîâåðõíîñòÿìè ðàçäåëà zi, i = 1, 3. Òàêèì îáðàçîì, âåðõíèé è íèæíèé

ñëîè çàêëþ÷åíû ñîîòâåòñòâåííî â ïðåäåëàõ ãðàíèö z2 < z < z1 è z3 < z < z2. Îáùàÿ ñõåìà ìî-

äåëè ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 2. Ìåäëåííîå òå÷åíèå ñîçäàåòñÿ ðåëüå�îì ïîâåðõíîñòè z1 è ãðàíèöû
ðàçäåëà ñëîåâ z2.

Ïðè ðàññìîòðåíèè îñåñèììåòðè÷íîãî òå÷åíèÿ â ñëîÿõ ìû ââîäèì öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäè-

íàòû (r, ϕ, z), ãäå r, ϕ è z � ýòî ñîîòâåòñòâåííî ðàäèàëüíàÿ, àçèìóòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ

êîîðäèíàòû. Ïóñòü íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âåðòèêàëüíîé îñè è íèæíåé

ãðàíèöåé z3. Èç-çà îñåâîé ñèììåòðèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå íå çàâèñÿò îò ϕ.
Äëÿ îïèñàíèÿ âÿçêîãî òå÷åíèÿ â ñëîÿõ ìû èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèÿ Ñòîêñà â öèëèíäðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ
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�èñ. 2. Îáùàÿ ñõåìà ìîäåëè äâóõñëîéíîé æèäêîñòè

Ïóñòü L � ýòî ãîðèçîíòàëüíûé ðàçìåð êðàòåðà êîëüöåâîé ñòðóêòóðû, ǫ � ìàëûé ïàðàìåòð,

ðàâíûé óäâîåííîìó îòíîøåíèþ ãëóáèíû è äèàìåòðà êðàòåðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρi, µi, i =
= 1, 2 � ýòî ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòè è âÿçêîñòè, ïîñòîÿííûå âíóòðè êàæäîãî ñëîÿ; u,w � r-
è z-êîìïîíåíòû ñêîðîñòè; p � äàâëåíèå; g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè.

Ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ Ñòîêñà è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ê áåçðàç-

ìåðíîìó âèäó ïóòåì ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ:

r = ǫR r, z = ǫR z, µi = µ0 µi, ρi = ρ0 ρi,

u = u0 u, w = u0w, p = p p, t = t0 t,
(1.1)

ãäå ρ0, µ0, p0, u0 è t0 � õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû ïëîòíîñòè, âÿçêîñòè, äàâëåíèÿ, ñêîðîñòè è âðå-

ìåíè ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ρ0 = ρ1, µ0 = µ1, t0 = R/u0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ2 = 1 + ǫ∆ρ δ1i,
ãäå ∆ρ ∼ 1.

Èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî êîìïîíåíòû äåâèàòîðà òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïî âåëè÷èíå

ìíîãî ìåíüøå äàâëåíèÿ, îïðåäåëèì ìàñøòàáû äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p0 = ρ1g ǫR, u0 =
ǫ3ρ1gR

2

µ1

.
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Ïîäñòàâëÿÿ (1.1) â óðàâíåíèÿ Ñòîêñà è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è îòáðàñûâàÿ â äàëüíåéøåì äëÿ

óäîáñòâà íàä÷åðêèâàíèÿ, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

− p,r + ǫ µi

(
u,rr +

u,r
r

−
ur
r2

+ u,zz
)
= 0,

− p,z + ǫ µi

(
w,rr +

w,r

r
+ w,zz

)
− (1 + ǫ∆ρ ) g = 0

(1.2)

ñ óñëîâèåì íåñæèìàåìîñòè

u,r +
u

r
+ w,z = 0. (1.3)

Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû (1.2)�(1.3) ïîñòàâèì íà ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ.

1. Íà âåðõíåé ãðàíèöå çàäàäèì óñëîâèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, òî åñòü îòñóòñòâèÿ âíåøíèõ

íàïðÿæåíèé:

(
(−p+ 2 ǫ µi u,r)nri + ǫ µi (u,z + w,r)nzi

)∣∣
z=z1

= 0,
(
ǫ µi (w,r + u,z)nri + (−p+ 2 ǫ µi w,z)nzi

)∣∣
z=z1

= 0,
(1.4)

ãäå nri, nzi � êîìïîíåíòû íîðìàëè ê ãðàíèöå zi:

nri = −
zi,r√
1 + z 2

i,r

, nzi =
1√

1 + z 2
i,r

.
(1.5)

2. Íà ãðàíèöå ìåæäó ñëîÿìè � óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé:

u
∣∣z2+0

z2−0
= 0, w

∣∣z2+0

z2−0
= 0,

(
(−p+ 2 ǫ µi u,r)nri + ǫ µi (u,z + w,r)nzi

)∣∣z2+0

z2−0
= 0,

(
ǫ µi (w,r + u,z)nri + (−p+ 2 ǫ µi w,z)nzi

)∣∣z2+0

z2−0
= 0,

(1.6)

ãäå F
∣∣z2+0

z2−0
� ýòî ñêà÷îê �óíêöèè F â òî÷êå z = z2:

F
∣∣z2+0

z2−0
= F

∣∣
z=z2+0

− F
∣∣
z=z2−0

.

3. Íà íèæíåé ãðàíèöå z = z3 ìû çàäàåì óñëîâèÿ æåñòêîãî êîíòàêòà:

u|z=z3 = 0, w|z=z3 = 0. (1.7)

Êðîìå ýòîãî, îïðåäåëèì êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïåðåòîêà ìàññû ÷åðåç ïîäâèæíûå

ãðàíèöû z1 è z2, êîòîðîå èìååò âèä

w|z=zi − zi,r u|z=zi − zi,t = 0, i = 1, 2. (1.8)

� 2. Ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ

Äëÿ àíàëèçà ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé (1.2)�(1.8) ìû èñïîëüçóåì îáîáùåííûé ìåòîä ìíîãèõ

ìàñøòàáîâ (ñì. [16℄). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p, u, w, z1 è z2 ÿâíî çàâèñÿò îò ñëåäóþùèõ êîîðäèíàò:

ξ = ǫ r, η =
1

ǫ
θ(ξ), ϑ = t, τ = ǫ t, (2.1)

à òàêæå îò ñàìîé ǫ. Îïðåäåëèì θ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû θ(0) = 0.
Ïóñòü

p = P + ǫ p′, u = U + ǫ u′, w = W + ǫw′, z = Z + ǫ z′, (2.2)
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ãäå P, U, W, Z íå çàâèñÿò îò η.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äàâëåíèÿ, ñêîðîñòåé è ïî-

äâèæíûõ ãðàíèö ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Íàïðèìåð, ðàçëîæåíèÿ äëÿ U è u′ ïî ǫ èìåþò âèä

U =U0(ξ, z, ϑ, τ) + ǫ U1(ξ, z, ϑ, τ) + . . . ,

u′ =u′1(ξ, η, z, ϑ, τ) + ǫ u′2(ξ, η, z, ϑ, τ) + . . . .
(2.3)

Êîý��èöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Un

Un−1

< ∞,
u′n
u′n−1

< ∞
(2.4)

ðàâíîìåðíî ïî ξ è η. Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì ðåãóëÿðíîñòè ðàç-

ëîæåíèé (2.3) âî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Ïîäñòàâëÿÿ (2.3) è (2.2) â (1.2)�(1.8) è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòå-

ïåíÿõ ǫ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

pn, un, wn è zi n.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ P , W è Zi èìååò âèä

W0,z = 0, P0,z = −1,

W0

∣∣Z20+0

Z20−0
= 0, W0

∣∣
z=Z30

= 0, P0

∣∣
z=Z10

= 0, P0

∣∣Z20+0

Z20−0
= 0.

W0

∣∣
z=Zi0

− Zi,ϑ = 0.

(2.5)

�åøàÿ (2.5), ïîëó÷èì

W0 = 0, P0 = Z10 − z. (2.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, Z10, à òàêæå P0 íåçàâèñèìû îò ϑ.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ U1 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñìàçêè

(ñì. [6, 12℄):

P0,ξ = U0,zz, U0

∣∣Z20+0

Z20−0
= 0,

(
µ1 U0,z

)∣∣
z=Z10

= 0,
(
µU0,z

)∣∣Z20+0

Z20−0
= 0.

(2.7)

�åøåíèå (2.7) èìååò âèä

U0 =− Z10,ξ

[
(Z20 + 2Z10 − 3Z30) (Z20 − Z30)

2µ2

+

+
(z − Z20 + Z30)(2Z10 + Z20 − 3Z30 − z)

2µ1

]
(2.8)

â âåðõíåì ñëîå è

U0 =− Z10,ξ

z (2Z10 − 2Z30 − z)

2µ2

(2.9)

â íèæíåì ñëîå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî U0 òàêæå íå çàâèñèò îò ϑ.
Ïîäñòàâëÿÿ (2.8)�(2.9) â àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ è èñïîëüçóÿ óñëîâèå íåñæèìàåìî-

ñòè (1.3), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ýâîëþöèè Z10:

Z10,τ =
1

ξ

(
ξ aZj0,ξ

)

,ξ

,
(2.10)

ãäå

a =
1

3
(Z10 − Z20)

2(Z10 − Z20) +
1

µ20

[
(Z10 − Z20)

2(Z20 − Z30) +

+ (Z10 − Z20)(Z20 − Z3)
2 +

1

3
(Z20 − Z30)

3
]
.

(2.11)
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Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ z, η, ϑ, p′, z′i íà ζ, β,
α, p′′, ζ ′i ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z = H ζ + Z30, η = θ,ξH β, ϑ = H α, z′i = H ζ ′i, p′ =
p′′

H
, (2.12)

ãäå H = Z10 − Z30. Òàêèì îáðàçîì, ìû èñêëþ÷àåì ïåðåìåííóþ θ,ξ è ïðåîáðàçóåì ðàñ÷åòíóþ

îáëàñòü â ïîëîñó åäèíè÷íîé òîëùèíû 0 6 ζ 6 1.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî p ′′

0 èìååò âèä

p′′1,β = 0, p′′1,ζ = 0,

− p′′1
∣∣
ζ=1

+ ζ ′1 = 0,

p′′1
∣∣ζ20+0

ζ20−0
= 0,

(2.13)

ãäå ζ ′i =
z′i
H

è ζ20 =
Z20 − Z30

H
.

�åøàÿ (2.13), ïîëó÷èì

p′′1 = 0, ζ ′1 = 0. (2.14)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.14) â êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå (1.8), ìû ïîëó÷èì

w′

1

∣∣
ζ=1

= 0.
(2.15)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèä

− p′′2,β + µi

(
u′1,ββ + u′1,ζζ

)
= 0,

− p′′2,z + µi

(
w′

1,ββ + w′

1,ζζ

)
= 0,

(2.16)

u′1,β + w′

1,ζ = 0. (2.17)

Íà ïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè è ãðàíèöå ðàçäåëà ñëîåâ (zi, i = 1, 2) ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî Zi0 è ëèíåàðèçóåì èõ ïî ǫ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

(
µ1 (U0,ζζ ζ

′

11 + u′1,ζ + w′

1,β)
)∣∣∣

ζ=1
= 0,

(
2µ1 (u

′

1,β + w′

1,ζ)− p′′2
)∣∣∣

ζ=1
= 0,

(2.18)

(
u′1 + U0,ζ ζ

′

21

)∣∣∣
ζ20+0

ζ20−0
= 0, w′

1

∣∣∣
ζ20+0

ζ20−0
= 0,

(
µi (U0,ζζ ζ

′

21 + u′1,ζ + w′

1,β)
)∣∣∣

ζ20+0

ζ20−0
= 0,

(
2µi (u

′

1,β + w′

1,ζ) + ∆ρ ζ ′21 − p′′2
)∣∣∣

ζ20+0

ζ20−0
= 0,

(2.19)

u′1

∣∣∣
ζ=0

= 0, w′

1

∣∣∣
ζ=0

= 0,
(2.20)

w′

1

∣∣∣
ζ=ζ20

− ζ ′21,β U0

∣∣∣
ζ=ζ20

− ζ ′21,α = 0.
(2.21)
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� 3. Àíàëèç ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ñîãëàñíî [8,11℄, äëÿ àíàëèçà óðàâíåíèé (2.16)�(2.21) ìû èñïîëüçóåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Êàæäàÿ èñêîìàÿ ïåðåìåííàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà, íàïðèìåð u′1:

w′

1 =

∫
+∞

0

ŵ(ξ, k, z, τ, λ) exp(λα + ı k β) dk, (3.1)

ãäå k è λ � ýòî ñîîòâåòñòâåííî áåçðàçìåðíûå âîëíîâîå ÷èñëî è èíêðåìåíò.

Ïîäñòàâëÿÿ (3.1) â (2.15)�(2.21) è èñêëþ÷àÿ ïåðåìåííûå p̂2, û1, ζ̂1 è ζ̂2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(D2 − k2)2ŵ1 = 0, (3.2)

ãäå D � ýòî äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

d

dζ
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

(
µ1 (−D2 − k2) ŵ1

)∣∣∣
ζ=1

= 0,

ŵ1

∣∣∣
ζ=1

= 0,
(3.3)

(
−

D ŵ1

ı k
+

ı k U0,ζ

ı k U0 + λ

)∣∣∣
ζ20+0

ζ20−0
= 0,

ŵ1

∣∣∣
ζ20+0

ζ20−0
= 0,

( ı k U0,ζζ

ı k U0 + λ
− µi (D

2 − k2) ŵ1

)∣∣∣
ζ20+0

ζ20−0
= 0,

(
− µ1 (D

2 − 3 k2)D ŵ1,ζ +
∆ρ2 ŵ1

ı k U0 + λ

)∣∣∣
ζ20+0

ζ20−0
= 0,

(3.4)

D ŵ1

∣∣∣
ζ=0

= 0, ŵ1

∣∣∣
ζ=0

= 0.
(3.5)

Ìû ìîæåì ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2) â îáîèõ ñëîÿõ â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-

íàöèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé:

ŵ1 =Ci1 cosh k ζ + Ci2 sinh k ζ + Ci3 k ζ cosh k ζ + Ci4 k ζ sinh k ζ, (3.6)

ãäå Cij � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè, çàâèñÿùèå îò ξ è τ .
×òîáû îïðåäåëèòü èíêðåìåíò λ, ïîäñòàâèì (3.6) â (3.3)�(3.5) è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ëè-

íåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Cij . Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ýòîé ñè-

ñòåìû D � ýòî êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì îò λ, òàê êàê ñòåïåíü ýòîãî ïîëèíîìà ðàâíà ÷èñëó

ñëîåâ æèäêîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîëüêî

â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå:

D(λ) = 0. (3.7)

Ïóñòü λ1 è λ2 � ýòî êîìïëåêñíûå êîðíè óðàâíåíèÿ (3.7). Òîãäà (3.1) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà

â ñëåäóþùåé èíòåãðàëüíîé �îðìå, íàïðèìåð äëÿ w′

1:

w′

1 =

∫
+∞

0

ŵ1(ξ, k, z, τ, λ) exp
(
λα+ ı kη

)
dk. (3.8)

Äâóõñëîéíîå òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, åñëè îäèí èç êîðíåé λi èìååò ïîëîæèòåëüíóþ

âåùåñòâåííóþ ÷àñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç kmax è λmax ñîîòâåòñòâåííî âîëíîâîå ÷èñëî è èíêðåìåíò
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íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùåãî ðåøåíèÿ. Ñîãëàñíî [8, 11℄ âåëè÷èíà kmax îïðåäåëÿåòñÿ ãëàâíûì

îáðàçîì îòíîøåíèåì òîëùèí ñëîåâ (âåðõíèé ñëîé/íèæíèé ñëîé), òîãäà êàê íàêëîí ãðàíèö

ñëîåâ, èõ âÿçêîñòè è ïëîòíîñòè íå îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà kmax.

Îïðåäåëèì ãëàâíûé ÷ëåí áûñòðî ðàñòóùåãî ðåøåíèÿ (3.8) íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, èñïîëüçóÿ

ìåòîä Ëàïëàñà [2℄.

u′1 ≈A ûmax
1 exp

λR
max ϑ

H
exp ı

(λI
i ϑ

H
+

kmaxη

θ,ξH

)
,

w′

1 ≈Aŵmax
1 exp

λR
max ϑ

H
exp ı

(λI
i ϑ

H
+

kmaxη

θ,ξH

)
,

p′′2 ≈A p̂max
2 exp

λR
max ϑ

H
exp ı

(λI
i ϑ

H
+

kmaxη

θ,ξH

)
,

ζ ′i1 ≈A ζ̂max
i1 exp

λR
max ϑ

H
exp ı

(λI
i ϑ

H
+

kmaxη

θ,ξH

)
,

(3.9)

ãäå A =

√
−

2π

t λ,kk(kmax)
; íàäñòðî÷íûå èíäåêñû R è I îáîçíà÷àþò âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ

÷àñòè êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòû;

ûmax
1 , ŵmax

1 , p̂max
2 è ζ̂max

i1 � ýòî ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ û1, ŵ1, p̂2 è ζ̂i1 ïðè k = kmax è λ = λmax.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ θ ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ u′, w′, p′:

µi

(1
ξ
u′1,η θ,ξ + u′1,η θ,ξξ + 2u′1,ξη θ,ξ + u′2,zz + u′2,ηη θ

2
,ξ

)
+

+ p′2,ξ + p′3,η θ,ξ = 0,

µi

(1
ξ
w′

1,η θ,ξ + w′

1,η θ,ξξ + 2w′

1,ξη θ,ξ +w′

2,zz + w′

2,ηη θ
2
,ξ

)
+

+ p′3,z = 0.

(3.10)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå u′
1,ξη, à òàêæå p′

2,ξ, w
′

1,ξη â (3.10) ñîäåðæàò ÷ëåíû,

èìåþùèå â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ

(
kmax

θ,ξH

)

,ξ

η. Ýòîò ìíîæèòåëü äîëæåí áûòü ïðèðàâíåí íóëþ,

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ïðèâîäèò ê ÷àñòíûì ðåøåíèÿì, êîòîðûå íàðóøàþò óñëîâèÿ

ðåãóëÿðíîñòè (2.4) [16℄:

(
kmax

θ,ξH

)

,ξ

= 0. Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî ξ, ïîëó÷èì

θ =
1

G

∫ ǫ r

0

kmax(ξ)

H(ξ)
dξ, (3.11)

ãäå G � êîíñòàíòà.

Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ (3.11) âìåñòî θ â (3.9), ïîëó÷èì, ÷òî âîëíîâîå ÷èñëî ìàêñèìàëüíî

ðàñòóùåãî ðåøåíèÿ, íàïðèìåð äëÿ z′11, ðàâíî

u′1 ≈ A ûmax
1 exp

λR
max(ξ)ϑ

H(ξ)
exp ı

(λI
i (ξ)ϑ

H(ξ)
+

1

ǫ

∫ ǫ r

0

kmax(ξ)

H(ξ)
dξ

)
. (3.12)

� 4. Ìîäåëüíûå ðàñ÷åòû ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðè÷åñêèõ õðåáòîâ êîëüöåâûõ

ñòðóêòóð íà Ëóíå

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðèìåíÿåì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (3.9)�(3.11) ê ìîäåëèðîâàíèþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ õðåáòîâ íåêîòîðûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ êîëüöåâûõ ñòðóêòóð íà Ëóíå.

Â ðàáîòàõ [11℄ è [10℄ ñäåëàíà ïîïûòêà ìîäåëèðîâàíèÿ äå�îðìàöèè ëåäíèêîâ íà îñíîâå àíà-

ëèçà óñòîé÷èâîñòè äâóõñëîéíîãî òå÷åíèÿ íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ îäíîðîäíîé ïëîòíîñòüþ è
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(a) Orientale (b) Hamboldtianum

(
) Crisium (d) Serenitatis

�èñ. 3. Óñðåäíåííûå ïî àçèìóòàëüíîé êîîðäèíàòå ïðî�èëè ìîùíîñòåé êîðû íåêîòîðûõ êîëüöåâûõ ñòðóêòóð

íà Ëóíå, âçÿòûå èç [7℄. Íà âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòå ïîêàçàíû ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà Ëóíû â êì, íà

ãîðèçîíòàëüíîé � ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà ñèììåòðèè êîëüöåâîé ñòðóêòóðû â êì

ïîñòîÿííîé òîëùèíîé ñëîåâ. Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì íàáëþäåíèÿì íà ïîâåðõíîñòè ëåä-

íèêîâ ñóùåñòâóþò ïîïåðå÷íûå õðåáòû ñ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Èñõîäÿ èç ýòî-

ãî, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îáðàçîâàíèå ýòèõ õðåáòîâ ñâÿçàíî ñ áåçûíåðöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòüþ.

Îäíàêî áûëî òàêæå çàìå÷åíî, ÷òî íà èõ ðîñò è ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå âëèÿþò êàê

èçìåíåíèÿ íàêëîíà îñíîâàíèÿ ëåäíèêà, òàê è òîëùèíû ñëîåâ, êîòîðûå íóæíî ïðèíÿòü â ðàñ÷åò

ïðè ìîäåëèðîâàíèè �îðìèðîâàíèÿ ýòèõ õðåáòîâ.

Ìû èñïîëüçîâàëè äàííûå ïî òîïîãðà�èè ïîâåðõíîñòè èç [13℄ è ðåëüå�à ãðàíèöû ðàçäåëà

¾êîðà�ìàíòèÿ¿, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ãðàâèòàöèîííîé èíòåðïðåòàöèè ìåòîäîì ìíîãîãðàííè-

êîâ, âçÿòûå èç ðàáîòû [7℄. Êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3, òîëùèíà âåðõíåãî ñëîÿ (òî åñòü êîðû)

çíà÷èòåëüíî èçìåíÿåòñÿ îò 3 äî 70 êì, ïîýòîìó ìîäåëü ñ îäíîðîäíîé òîëùèíîé ñëîåâ, óïîìÿ-

íóòàÿ âûøå, íå ïðèìåíèìà. Ñîãëàñíî ìîäåëè ñåéñìè÷åñêèõ ñêîðîñòåé (ñì. [15℄) ìàíòèÿ Ëóíû

ñîñòîèò èç òðåõ çîí ñ ïîñòîÿííîé ñåéñìè÷åñêîé ñêîðîñòüþ ñ ðåçêèìè ñêà÷êàìè íà ãðàíèöàõ

íà ãëóáèíå 270 è 500 êì. Ïîýòîìó ìû çàäàåì íèæíþþ ãðàíèöó ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà ãëóáèíå

270�300 êì. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè èç [1, 13℄ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ 1�2.

�ðà�èêè kmax, λ
R
max è λI

max, êàê �óíêöèè îò ξ äëÿ êîëüöåâûõ ñòðóêòóð íà Ëóíå ïîêàçàíû

íà ðèñóíêàõ 4�5.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòèì âåëè÷èíû èìåþò ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè.

(1) Òàê êàê �óíêöèÿ kmax â ñðåäíåì óáûâàþùàÿ äëÿ áîëüøèíñòâà êîëüöåâûõ ñòðóêòóð, íàè-

áîëåå áûñòðî ðàñòóùàÿ âîëíà èìååò âîçðàñòàþùåå îò öåíòðà ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìóìîâ,

à íå ïåðèîäè÷åñêîå.

(2) Äëÿ ëþáîé ñòðóêòóðû (êðîìå Serenitatis) âåëè÷èíà λR
max èìååò ìàêñèìóì â ðàéîíå òàê
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Òàáëèöà 1. Ïàðàìåòðû ìîäåëè

Íàèìåíîâàíèå Îáîçíà÷åíèå Çíà÷åíèå

Òîëùèíà êîðû Hc ∼ 50 êì

Òîëùèíà ìàíòèè Hp ∼ 250�280 êì

Îòíîøåíèå ¾ãëóáèíà/äèàìåòð¿ κ ∼ 0.01�0.1

Óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè g 1.62 ì/ñ

2

Ïëîòíîñòü êîðû ρ1 2800 êã/ì

3

Ïëîòíîñòü ìàíòèè ρ2 3300 êã/ì

3

Âÿçêîñòü êîðû µ1 10
26

Ïà · ñ

Âÿçêîñòü ìàíòèè µ2 10
23

Ïà · ñ
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�èñ. 4. �ðà�èêè kmax äëÿ êîëüöåâûõ ñòðóêòóð íà Ëóíå

íàçûâàåìîãî áîðòà êîëüöåâîé ñòðóêòóðû. Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåóñòîé÷è-

âîñòü íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ â îêðåñòíîñòè ýòîãî áîðòà, à çàòåì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî îáå

ñòîðîíû îò íåãî.

(3) Òàê êàê λI
max ÿâÿëåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà 10�30 (êðîìå Serenitatis), âîëíà âîçìóùåíèÿ

áóäåò îñöèëëèðîâàòü ïî êðàéíåé ìåðå íåñêîëüêî ðàç â ïðîöåññå ýâîëþöèè.

Òàê êàê çíà÷åíèÿ λR
max ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè, ïîðÿäêà 0.02�0.18 (ñì. ðèñ. 5, a), ìû äîëæíû îöå-

íèòü ìàñøòàá âðåìåíè, íåîáõîäèìûé äëÿ ðîñòà íåóñòîé÷èâîñòè èç íà÷àëüíîãî ìàëîãî âîçìóùå-

íèÿ. Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü áóäåò ðàñòè ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ìíîæèòåëåì ϑ ∼ 1/λR
max. Ïîäñòàâëÿÿ

ýòî çíà÷åíèå λR
max, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî t èçìåíÿåòñÿ îò 5 äî 100 (èëè â ðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ

45�900 ìëí ëåò). Ýòî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ñðåäíèé âîçðàñò êîëüöåâûõ ñòðóêòóð. Ïîýòî-

ìó íåóñòîé÷èâîñòü äîëæíà ïðîÿâèòüñÿ èëè íà ïîâåðõíîñòè, èëè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñëîåâ,

â îáëàñòè, ãäå ðàñïîëîæåíû âñå êîëüöåâûå õðåáòû. Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì ìû èçó÷àåì

â îñíîâíîì, kmax, à íå íà λR
max.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èññëåäóåìàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé íàáëþäàåìîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ õðåáòîâ. Òîãäà êîëüöåâûå õðåáòû áóäóò âîçíèêàòü â ìåñòàõ, ãäå çíà÷åíèÿ z′11 ìàêñè-

ìàëüíûå.

Åñëè rn è rn+1 � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíûå ìàêñèìóìû íåóñòîé÷èâîñòè, îíè óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

ϑ
λI
i (ξ)

H(ξ)

∣∣∣∣
ǫ rn+1

ǫ rn

+
1

ǫ

∫ ǫ rn+1

ǫ rn

kmax(ξ)

H(ξ)
dξ ≈

1

ǫ

∫ ǫ rn+1

ǫ rn

kmax(ξ)

H(ξ)
dξ = 2π. (4.1)
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�èñ. 5. �ðà�èêè λR
max (a) è λI

max (b) äëÿ êîëüöåâûõ ñòðóêòóð íà Ëóíå

Òàáëèöà 2. Îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ õðåáòîâ ìíîãîêîëüöåâûõ ñòðóêòóð íà Ëóíå, âçÿòûå èç ðàáîòû [17℄

Êîëüöåâûå ñòðóêòóðû Îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ

I II III IV V

Orientale íàáëþäàåìûå 1.5 1.29 1.5 1.4 1.46

ìîäåëüíûå 1.69 1.48 1.50 1.39 1.24

Humboldtianum íàáëþäàåìûå 1.69 1.48 1.50 1.39 1.24

ìîäåëüíûå 1.58 1.55 1.41 1.33 1.21

Serenitatis íàáëþäàåìûå 1.5 1.48 1.41 1.45 �

ìîäåëüíûå 1.5 1.48 1.39 1.26 �

Crisium íàáëþäàåìûå 1.5 1.37 1.5 1.48 �

ìîäåëüíûå 1.31 1.44 1.55 1.20 �

Èëè, ïðîèçâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ξ = ǫ r, ïîëó÷èì

∫ rn+1

rn

kmax(ǫ r)

H(ǫ r)
dr = 2π. (4.2)

�àññ÷èòàííûå ðàäèóñû õðåáòîâ è èõ îòíîøåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 2�3. Íåòðóäíî ïðî-

âåðèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ áëèçêî ðàñïîëîæåíû ê íàáëþäàåìûì äàííûì. Îòíîñè-

òåëüíàÿ îøèáêà ìåæäó ìîäåëüíûìè ðàñ÷åòàìè è íàáëþäàåìûìè äàííûìè ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî

20%.

� 5. Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäóåòñÿ �îðìèðîâàíèå ìíîãîêîëüöåâîé ñòðóêòóðû, ñîçäàâàåìîé òàê íàçûâàåìîé áåçû-

íåðöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòüþ â ìåäëåííîì äâóõñëîéíîì òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè ñ ïåðåìåííîé

òîëùèíîé ñëîåâ. Ïðåäñòàâëÿåìàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðàíåå ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè

ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè â äâóõñëîéíîì òå÷åíèè íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ ïîñòîÿííîé òîëùè-

íîé ñëîåâ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè ñ êîíå÷íîé äëè-

íîé âîëíû, ìû ïðèìåíèëè ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ. Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ëàïëàñà, ìû àíàëèçèðó-

åì åå ãëàâíóþ êîìïîíåíòó ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ. Ýòîò àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü

áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ â âèäå îñåñèììåòðè÷íûõ âîëí ñ ïåðåìåííûì ðàñïðåäåëåíèåì ýêñòðåìóìîâ.

Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ýòî ðàñïðåäåëåíèå.

Ñîãëàñíî àíàëèòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ òîëùèíà âåðõíåãî è íèæíåãî ñëîåâ èãðàåò ãëàâ-

íóþ ðîëü â âîçðàñòàþùåì îò öåíòðà ñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèè ìàêñèìóìîâ íåóñòîé÷èâîñòè.
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Òàáëèöà 3. �àäèóñû íåêîòîðûõ ìíîãîêîëüöåâûõ ñòðóêòóð íà Ëóíå, âçÿòûå èç [17℄

Êîëüöåâûå ñòðóêòóðû �àäèóñû õðåáòîâ (êì)

I II III IV V VI

Orientale íàáëþäàåìûå 160 240 310 465 650 950

ìîäåëüíûå 140 237 351 527 732 907

Humboldtianum íàáëþäàåìûå 125 170 230 325 525 675

ìîäåëüíûå 109 138 217 337 477 632

Serenitatis íàáëþäàåìûå 205 310 460 650 940 �

ìîäåëüíûå 243 368 546 759 958 �

Crisium íàáëþäàåìûå 180 270 370 540 800 �

ìîäåëüíûå 177 231 332 513 616 �

Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè èçìåíÿþò òîëüêî åå àìïëèòóäó. Íåóñòîé÷èâîñòü íà÷èíàåò ïðî-

ÿâëÿòüñÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà ñèììåòðèè.

Êàê ïîêàçàëî ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè êîðû è ìàíòèè íåêîòîðûõ ëóííûõ

êîëüöåâûõ ñòðóêòóð, ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïîëó÷àåòñÿ âîçðàñòàþùèì ïî íàïðàâëåíèþ îò öåíòðà

ñèììåòðèè íåçàâèñèìî îò òîëùèíû êîðû. Èñïîëüçóÿ âîëíîâîå ÷èñëî íàèáîëåå áûñòðî âîç-

ðàñòàþùåé êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ, ìû ïðåäñêàçûâàåì ìåñòà îáðàçîâàíèÿ êîëüöåâûõ õðåáòîâ

è ñðàâíèâàåì èõ ñ íàáëþäàåìûìè ñòðóêòóðàìè íà Ëóíå.

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàññ÷èòàííûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàêñèìóìîâ âîëíû è íàáëþäàåìûìè

ðàñïðåäåëåíèÿìè êîëüöåâûõ õðåáòîâ äàåò îñíîâàíèå ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ýòè õðåáòû

ìîãóò âîçíèêàòü èç-çà íåóñòîé÷èâîñòè â ìíîãîñëîéíîì òå÷åíèè.

Õîòÿ ïðèðîäà íàáëþäàåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîëüöåâûõ õðåáòîâ ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ äðó-

ãèìè ìåõàíèçìàìè, ìû íàäååìñÿ, ÷òî ýòî èññëåäîâàíèå ìîæåò áûòü ïîëåçíûì äëÿ äàëüíåéøåãî

èçó÷åíèÿ ìíîãîêîëüöåâûõ ñòðóêòóð êàê íà Ëóíå, òàê è íà äðóãèõ ïëàíåòàõ çåìíîé ãðóïïû.
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An asymptoti
 study of multi-ring pattern formation in axisymmetri
 two-layer 
reeping �ow

with variable layer thi
knesses, and some geophysi
al appli
ations

Keywords: multi-layer 
reeping �ow, Stokes equations, method of multiple s
ales, inertialess instability, ring

basins.

MSC: 76D50

The axisymmetri
 model based on the Stokes equations is proposed to investigate the multi-ring pattern

formation in two-layer 
reeping �ow with variable thi
kness of layers. Ea
h layer has uniform density and

vis
osity. The upper layer is lighter than the lower layer. The �ow is generated by both surfa
e and interfa
e

geometry. The e�e
t of surfa
e tension is supposed to be negligible. We apply the method of multiple s
ales

to obtain the governing equations des
ribing instability in the form of wave in the �ow. Using the Fourier-

Lapla
e method, we analyze the small-amplitude leading behavior of the instability. The asymptoti
 study

reveals that this kind of instability manifests itself as axisymmetri
 wave whi
h length is 
omparable with

layer thi
kness; moreover, layer thi
knesses play a major role in spatial distribution of wave extrema. The

other model parameters alter mostly the wave amplitude. The equation relating extrema distribution to layer

thi
knesses is derived. We apply the obtained results to study a ring spa
ing rule observed for most multi-ring

basins on the Moon. Using parameters of some lunar multi-ring basins we 
al
ulate the 
onse
utive 
rest radii

of the unstable wave and 
ompare the results of simulation with the measured ring radii.
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