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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûìè

âîçäåéñòâèÿìè, ïàðàìåòðèçîâàííûõ ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé. Òàêèìè ñèñòåìàìè îïèñûâà-

þòñÿ ðàçëè÷íûå ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè, ýêîíîìèêè, êâàíòîâîé ýëåêòðîíèêè

è ìåõàíèêè. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

ñèñòåìû è óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû ê çàäàííîìó ìíîæåñòâó.

�åçóëüòàòû ðàáîòû ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðàõ ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè, ïîäâåðæåííîé ïðîìûñ-

ëó, êîãäà ìîìåíòû è ðàçìåðû ïðîìûñëîâûõ çàãîòîâîê ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Äëÿ äàííûõ

ìîäåëåé èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû ðàçâèòèÿ, êîòîðûå ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò

ðåæèìîâ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëåé è áîëåå ïîëíî îòîáðàæàþò ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â ðåàëüíûõ

ýêîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàçìåð ïîïóëÿöèè íàõîäèòñÿ â çàäàííîì ìíî-

æåñòâå, è óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, òàêæå ïðèâåäåíû

îöåíêè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè âðåìåíè âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ñî ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, èí-

âàðèàíòíûå ìíîæåñòâà, âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè.

Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì [1�3℄, â êîòîðûõ ðàçðàáîòàíà íîâàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ

ìîäåëü ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè. Ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äåòåðìèíèðîâàííûõ ìî-

äåëåé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ïîïóëÿöèé ñ òèïîâîé èëè âîçðàñòíîé ñòðóêòóðîé, â êîòîðûõ

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåõîä èç îäíîãî òèïà èëè êëàññà â äðóãîé íîñèò ñêà÷êîîáðàçíûé õà-

ðàêòåð è îñóùåñòâëÿåòñÿ â �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè τk, k = 1, 2, . . . (ñì. [4�6℄). Äëÿ
îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïîïóëÿöèè â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ

èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè, òðàåêòîðèè êîòîðûõ òåðïÿò ðàçðûâ â ìîìåíòû τk. Òàêîå æå ïî-

âåäåíèå òðàåêòîðèé áóäåò äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ ìîäåëåé ýêîíîìèêè, êâàíòîâîé ýëåêòðî-

íèêè è ìåõàíèêè (íàïðèìåð, [7, ñ. 183�229℄).

Äëÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè, îïèñàííîé â ðàáîòàõ [1�3℄, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èçìåíåíèå ðàçìå-

ðà ïîïóëÿöèè íà èíòåðâàëàõ (τk, τk+1), â ìîìåíòû τk, à òàêæå è ñàìè ýòè ìîìåíòû çàâèñÿò îò

ðàçëè÷íûõ âîçäåéñòâèé âíåøíåé ñðåäû, ïîýòîìó äèíàìèêà ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ óïðàâëÿå-

ìîé ñèñòåìîé ñî ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè. Â äàííîé ñòàòüå íà ïðèìåðå ðàçâèòèÿ ïîïóëÿ-

öèè, ïîäâåðæåííîé ïðîìûñëó, îïèñàíû äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû, âîçíèêàþùèå â âåðîÿòíîñòíûõ

ìîäåëÿõ, êîòîðûå ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ðåæèìîâ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëåé è áîëåå

ïîëíî îòîáðàæàþò ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â ðåàëüíûõ ýêîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Äëÿ óïðàâëÿ-

åìûõ ñèñòåì ñî ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíîãî

ìíîæåñòâà è óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè, âûïîëíåííûå ñ âåðîÿòíîñòüþ

åäèíèöà.

� 1. Îïèñàíèå âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè

Îòìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè äèíàìèêè ïîïóëÿöèè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíûõ

äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëåé, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ íåïðåðûâíûå ìîäåëè (ìîäåëü Ìàëüòóñà,

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 12�01�00195) è Ìèíîáðíàóêè �Ô â ðàìêàõ

áàçîâîé ÷àñòè.



110 Ë.È. �îäèíà

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2014. Âûï. 4

Ôåðõþëüñòà, �îìïåðòöà, Áàçûêèíà, Ëîòêè�Âîëüòåððû è ìíîãèå äðóãèå (ñì. [4℄, [8, ñ. 37�44℄)),

çàäàííûå ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(t, x), (t, x) ∈ R× R
n.

Òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè ñ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé, êîòî-

ðûå îïèñûâàþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè

ẋ = f(t, x), t 6= τk, ∆x
∣∣
t=τk

= g(x), (t, x) ∈ R×R
n

èëè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé ñ èìïóëüñàìè. Ïðèìåðû òàêèõ ìîäåëåé ïðèâåäåíû â [4, ñ. 68�76℄,

[5, 6℄, [7, ñ. 183�229℄.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè, çàäàííûå óïðàâëÿåìûìè ñèñòåìàìè

ẋ = f(htσ, x, u), (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× R
n × R

m, (1.1)

ẋ = f(htσ, x, u), t 6= τk(σ),

∆x
∣∣
t=τk(σ)

= g(htσ, x)w, (t, σ, x, u,w) ∈ R× Σ×R
n × R

m × R
p,

(1.2)

ïîðîæäåííûìè ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (Σ,A, µ, ht). Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðè÷åñêîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðêà (Σ,A, µ, ht), ãäå Σ � �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî äèíà-

ìè÷åñêîé ñèñòåìû; A � íåêîòîðàÿ ñèãìà-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Σ; ht � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ

ãðóïïà èçìåðèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Σ â ñåáÿ (èçìåðèìîñòü îçíà÷àåò,

÷òî htA ∈ A äëÿ êàæäîãî A ∈ A è äëÿ ëþáîãî t ∈ R). Äàëåå, µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, èí-

âàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ïîòîêà ht, òî åñòü µ(htA) = µ(A) äëÿ âñåõ A ∈ A è ëþáîãî t ∈ R

(íàïðèìåð, [9, ñ. 12℄). Â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé u(t, σ) áåðåì âñåâîçìîæíûå îãðà-

íè÷åííûå èçìåðèìûå �óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå U ∈ comp(Rm), ãäå comp(Rm) �
ïðîñòðàíñòâî íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ R

m
ñ ìåòðèêîé Õàóñäîð�à. Âåêòîð w òàêæå

ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì, âëèÿþùèì íà ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ìîìåíòû âðåìåíè

t = τk(σ) è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå W ∈ comp(Rp). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî

σ ∈ Σ �óíêöèè (t, x, u) → f(htσ, x, u) è (t, x) → g(htσ, x) íåïðåðûâíû è ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2)

íåïðåðûâíû ñëåâà. Â ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêå ñèñòåìà (1.2) îïèñûâàåò ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè

ñ òèïîâîé, âîçðàñòíîé, ïîëîâîé ñòðóêòóðîé èëè ïîïóëÿöèè, â êîòîðîé åñòü îñîáè ðàçíûõ òèïîâ

è ðàçëè÷íûõ âîçðàñòíûõ êëàññîâ (íàïðèìåð, [4, ñ. 68�76℄, [5℄).

Äëÿ ìîäåëè (1.1) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ìîìåíòû âðåìåíè τk = τk(σ),
k = 0, 1, . . . , ÷òî äëèíû èíòåðâàëîâ (τk, τk+1) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè
ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå Ω0 = [α, β], ãäå 0 < α < β < +∞ è íà êàæäîì èç ýòèõ èíòåð-

âàëîâ �óíêöèÿ f çàâèñèò îò ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà v1, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ â çàäàííîì

ìíîæåñòâå Ω1; ïîýòîìó ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ Ω = Ω0 × Ω1.

Â ìîäåëè (1.2) ìîìåíòû τk ÿâëÿþòñÿ ìîìåíòàìè ñêà÷êîâ äëÿ ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåé-

ñòâèåì; ýòî ìîãóò áûòü ìîìåíòû ïîÿâëåíèÿ íîâîé ãåíåðàöèè äëÿ èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè

èëè ìîìåíòû ïðîìûñëîâûõ çàãîòîâîê äëÿ ïîïóëÿöèè, ïîäâåðæåííîé ïðîìûñëó. Çäåñü áóäåì

äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåëè÷èíà ñêà÷êà g çàâèñèò îò ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà v2, ïî-

ýòîìó âñå ïàðàìåòðû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Ω = Ω0 × Ω1 × Ω2, ïðè÷åì ëþáîå èç ìíîæåñòâ

Ω0, Ω1 èëè Ω2 ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî îäèí ýëåìåíò. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ìíîæåñòâî

Ω ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ñîâïàäàåò ñ äåòåðìèíèðîâàííîé, ïîýòîìó

îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè.

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà (1.2), ïîýòîìó îïè-

øåì ìåòðè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (Σ,A, µ, ht), êîòîðàÿ ïàðàìåòðèçóåò (1.2), äëÿ ñèñòå-
ìû (1.1) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óñòðîåíà àíàëîãè÷íî (ïîäîáíûå ñèñòåìû îïèñàíû â [10�12℄).

Îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Σ,A, µ) êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèåì âåðîÿòíîñòíûõ

ïðîñòðàíñòâ (Σi,Ai, µi), i = 0, 1, 2. Çäåñü Σ0 îçíà÷àåò ìíîæåñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

θ = (θ0, θ1, . . . , θk, . . . ), ãäå θk ∈ Ω0, ñèñòåìà ìíîæåñòâ A0 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ñèãìà-àëãåáðîé,

ïîðîæäåííîé öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè

Ek
.
= {θ ∈ Σ0 : θ0 ∈ I0, . . . , θk ∈ Ik}, ãäå Ij

.
= (tj , sj], j = 0, 1, . . . , k,
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à âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ0 îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî ïðîìåæóòêà Ij, j =
= 1, 2, . . . , îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ̃0(Ij) = G(sj)−G(tj) ñ ïîìîùüþ �óíêöèé ðàñïðå-

äåëåíèÿ G(t), à äëÿ I0 � ñ ïîìîùüþ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

G0(t) =
1

mθ

∫ t

0

(
1−G(s)

)
ds, t ∈ (0,∞),

ãäå mθ � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì G(t). Íà àëãåáðå

öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ïîñòðîèì ìåðó µ̃0(Ek) = µ̃0(I0)µ̃0(I1) . . . µ̃0(Ik), òîãäà â ñèëó òåî-

ðåìû À.Í. Êîëìîãîðîâà (ñì., íàïðèìåð, [13, ñ. 176℄) íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Σ0,A0) ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåðû µ̃0 íà

ñèãìà-àëãåáðó A0.

Äàëåå, ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà Ωi ñ ñèãìà-àëãåáðàìè ïîäìíîæåñòâ Ãi, íà êîòîðûõ îïðåäå-

ëåíû âåðîÿòíîñòíûå ìåðû µ̃i, i = 1, 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σi ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Σi
.
= {ψi : ψi = (ψi

0, . . . , ψ
i
k, . . . ), ψ

i
k ∈ Ωi},

÷åðåç Ai îáîçíà÷èì íàèìåíüøóþ ñèãìà-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè

Di
k
.
= {ψi ∈ Σi : ψ

i
0 ∈ Ψi

0, . . . , ψ
i
k ∈ Ψi

k}, ãäå Ψi
j ∈ Ãi, j = 0, 1, . . . , k, i = 1, 2,

îïðåäåëèì ìåðó µ̃i(D
i
k) = µ̃i(Ψ

i
0)µ̃i(Ψ

i
1) . . . µ̃i(Ψ

i
k) è ìåðó µi êàê ïðîäîëæåíèå ìåðû µ̃i íà ñèãìà-

àëãåáðó Ai, i = 1, 2. Çàìåòèì, ÷òî Σ = {σ : σ = (ω0, ω1, . . . , ωk, . . . ), ωk = (θk, ψ
1
k, ψ

2
k) ∈ Ω}.

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τk}∞k=0, ãäå τk = τk(θ) =
k∑

i=0
θi, θ ∈ Σ0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç η =

= η(t, θ) ÷èñëî òî÷åê {τk}∞k=0, ðàñïîëîæåííûõ ëåâåå t, òîãäà η = η(t, θ) = max
{
k : τk 6 t

}
, ãäå

t > 0. Âåëè÷èíà η(t, θ) íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì âîññòàíîâëåíèÿ. Íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå

(Σ0,A0, µ0) îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå ñäâèãà

ht0θ =
(
τη+1 − t, θη+2, θη+3, . . .

)
, t > 0.

Ïîñêîëüêó η(t, θ) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì âîññòàíîâëåíèÿ (ñì. [14, 
. 145�147℄), òî

ïðåîáðàçîâàíèå ht0 ñîõðàíÿåò ìåðó µ0, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ A0 è âñåõ t > 0 âû-

ïîëíåíî ðàâåíñòâî µ0(h
t
0A) = µ0(A). Íà ïðîñòðàíñòâàõ (Σi,Ai, µi) ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì

θ ∈ Σ0 çàäàäèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà hti(θ)ψ
i = (ψi

η , ψ
i
η+1, . . . ), i = 1, 2, êîòîðûå ñîõðàíÿþò

ìåðû µ1 è µ2 ñîîòâåòñòâåííî. Íà ïðîñòðàíñòâå (Σ,A, µ) òàêæå îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå

htσ = ht(θ, ψ1, ψ2) =
(
ht0θ, h

t
1(θ)ψ

1, ht2(θ)ψ
2
)
.

Ïðåîáðàçîâàíèå htσ ñîõðàíÿåò ìåðó µ = µ0 × µ1 × µ2 (ñì. [9, ñ. 190℄), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìûì ïðîèçâåäåíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µi, i = 0, 1, 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî µ(A0 × A1 × A2) =
= µ0(A0)µ1(A1)µ2(A2) äëÿ âñåõ Ai ∈ Ai, i = 0, 1, 2.

Ïîäîáíûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Σ,A, µ, ht), êîòîðàÿ ïàðàìåòðèçóåò ñè-
ñòåìó (1.1). Çäåñü Ω = Ω0×Ω1 è (Σ,A, µ) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåðîÿòíîñòíûõ

ïðîñòðàíñòâ (Σ0,A0, µ0) è (Σ1,A1, µ1).

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ0 â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷à-

åòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèé θ1, θ2, . . . , òî, ñîãëàñíî Â. Ôåëëåðó (ñì. [15, ò. 2, ñ. 219℄), ñòàòèñòè÷åñêîå

íàáëþäåíèå íàä ñèñòåìîé öåëåñîîáðàçíî íà÷èíàòü íå ñ íóëåâîãî ìîìåíòà âðåìåíè, à ñ ìîìåíòà

τ0 > 0, ÷òî ìû è áóäåì äåëàòü â äàííîé ðàáîòå.

� 2. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé è èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà óðàâíåíèÿ

ñî ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè

�åçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà êàê ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, òàê è ñëóæàò äëÿ

èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñî ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè. �àñ-

ñìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

ż = q(htσ, z), t 6= τk(σ), ∆z
∣∣
t=τk(σ)

= ℓ(htσ, z), (t, σ, z) ∈ R× Σ× R, (2.1)
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ïàðàìåòðèçîâàííîå ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (Σ,A, µ, ht), êîòîðàÿ ïîñòðîåíà â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå. �åøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ïðåäïîëàãàåì íåïðåðûâíûìè ñëåâà.

Óðàâíåíèþ (2.1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âñïîìîãàòåëüíîå äåòåðìèíèðîâàííîå óðàâíåíèå

ż = q(t, v1, z), t 6= kϑ, ∆z
∣∣
t=kϑ

= ℓ(v2, z), (t, z) ∈ R
2, (2.2)

ãäå ϑ > 0, k = 1, 2, . . . , (v1, v2) ∈ Ω1 × Ω2. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî v1 ∈ Ω1 �óíê-

öèÿ q(t, v1, z) íåïðåðûâíà, óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà è q(t, v1, 0) > 0 ïðè

t > 0. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ ñî

ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè (2.1) ïðè �èêñèðîâàííîì σ = ((ϑ, v1, v2), (ϑ, v1, v2), . . . ) ∈ Σ.
Äëÿ êàæäîãî v2 ∈ Ω2 ðàññìîòðèì �óíêöèþ z → L(v2, z)

.
= ℓ(v2, z) + z â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî îíà íåïðåðûâíàÿ, íåóáûâàþùàÿ è L(v2, z) > 0 äëÿ âñåõ z > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t, v1, z)
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ż = q(t, v1, z) ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè v1 ∈ Ω1, óäîâëåòâîðÿþùåå

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, v1, z) = z; ω = (ϑ, v1, v2) ∈ Ω = Ω0 × Ω1 × Ω2. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

�óíêöèþ

H(ω, z)
.
= L

(
v2, ϕ(ϑ, v1, z)

)
= ℓ

(
v2, ϕ(ϑ, v1, z)

)
+ ϕ(ϑ, v1, z). (2.3)

Ëåììà 1 (ñì. [2℄ ). Ôóíêöèÿ H(ω, z) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) åñëè äëÿ ëþáîãî z > 0 ðåøåíèå ϕ(t, v1, z) ïðîäîëæàåìî íà ïîëóîñü [0,+∞), òî äëÿ êàæ-

äîãî ω ∈ Ω �óíêöèÿ z → H(ω, z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà äëÿ âñåõ z > 0;
2) H(ω, z) > 0 äëÿ âñåõ ω ∈ Ω, z > 0.
3) äëÿ êàæäîãî ω ∈ Ω �óíêöèÿ z → H(ω, z) íåóáûâàþùàÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç z(t, σ, z0) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
z(τ0, σ, z0) = z0.

Ëåììà 2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè sup
ω∈Ω,z>0

H(ω, z)

z
< 1, òî lim

t→∞

z(t, σ, z0) = 0 äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ è ëþáîãî z0 > 0;

2) åñëè inf
ω∈Ω,z>0

H(ω, z)

z
> 1, òî lim

t→∞

z(t, σ, z0) = +∞ äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ è ëþáîãî z0 > 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü C = sup
ω∈Ω,z>0

H(ω, z)

z
< 1.

Äëÿ êàæäîãî z0 > 0 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}∞k=0, ãäå y0 = z0, yk = Ckz0, k = 1, 2, . . . .
Òîãäà yk = 0, åñëè z0 = 0, è yk → 0 ïðè k → ∞, åñëè z0 > 0.

�åøåíèþ z(t, σ, z0) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk(σ)}∞k=0, ãäå

z0(σ) = z0, zk(σ) = z(τk(σ), σ, z0) = H(ωk, zk−1(σ)), k = 1, 2, . . . . (2.4)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà zk(σ) 6 yk, k = 0, 1, . . . . Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè z0 = 0, òî èç óñëîâèÿ C < 1 è íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè z → H(ω, z) ñëåäóåò, ÷òî
H(ω, 0) = 0, ïîýòîìó zk(σ) = yk = 0, k = 1, 2, . . . ; åñëè z0 > 0, òî z0(σ) = y0 = z0,

z1(σ) = H(ω1, z0) =
H(ω1, z0)

z0
· z0 6 sup

ω∈Ω,z>0

H(ω, z)

z
· z0 = Cz0 = y1.

Äàëåå, åñëè z1(σ) = 0, òî zk(σ) = 0 äëÿ âñåõ k = 2, 3, . . . , ïîýòîìó íåðàâåíñòâî zk(σ) 6 yk âåðíî.

Ïðè z1(σ) 6= 0 ïîëó÷àåì

z2(σ) = H
(
ω2, z1(σ)

)
=
H(ω2, z1(σ))

z1(σ)
· z1(σ) 6 Cz1(σ) 6 Cy1 = y2.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî zk(σ) 6 yk âûïîëíåíî äëÿ âñåõ k = 3, 4, . . . .
Ïîñêîëüêó H(ω, z) > 0 äëÿ âñåõ z > 0, òî 0 6 zk(σ) 6 yk, k = 0, 1, . . . . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
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êàæäîãî σ ∈ Σ è ëþáîãî z0 > 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî lim
k→∞

zk(σ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó

òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé lim
t→∞

z(t, σ, z0) = 0. Âòîðîå

óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Íàïîìíèì, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, åñëè ñóùåñòâóåò

ìíîæåñòâî Σ0 ⊆ Σ òàêîå, ÷òî µ(Σ0) = 1 è ýòî ñâîéñòâî âåðíî äëÿ âñåõ σ ∈ Σ0. Äàëåå áóêâîé M

áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Òåîðåìà 1. 1. Åñëè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

M
(
ln sup

z>0

H(ω, z)

z

)
< 0, (2.5)

òî äëÿ ëþáîãî z0 > 0 ðàâåíñòâî lim
t→∞

z(t, σ, z0) = 0 âûïîëíåíî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

2. Åñëè M
(
ln inf

z>0

H(ω, z)

z

)
> 0, òî lim

t→∞

z(t, σ, z0) = +∞ äëÿ ëþáîãî z0 > 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ

åäèíèöà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí

{Ck(σ)}∞k=1, ãäå Ck(σ) = Ck(ωk) = sup
z>0

H(ωk, z)

z
.

Ââåäåì òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sk(σ)}∞k=0, ãäå

S0(σ) = 0, Sk(σ) = lnC1(σ) + . . .+ lnCk(σ),

k = 1, 2, . . . , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì ïî öåëî÷èñëåííûì òî÷êàì ïðÿìîé,

òîãäà èç íåðàâåíñòâà M(lnCk) < 0 ñëåäóåò, ÷òî lim
k→∞

Sk(σ) = −∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

(ñì. [15, ò. 2, ñ. 449℄).

Äëÿ êàæäîé òî÷êè z0 > 0 è êàæäîãî σ ∈ Σ îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí {yk(σ)}∞k=0, ãäå y0(σ) = z0, yk(σ) = Ck(σ)yk−1, k = 1, 2, . . . . Òîãäà

yk(σ) = C1(σ)C2(σ) . . . Ck(σ)z0 = eSk(σ) · z0,

ñëåäîâàòåëüíî, åñëè lim
k→∞

Sk(σ) = −∞, òî lim
k→∞

yk(σ) = 0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk(σ)}∞k=0 çàäà-

äèì ðàâåíñòâîì (2.4). Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2. �

Çàìå÷àíèå 1. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Èåíñåíà (ñì. [13, 
. 207℄) èç íåðàâåíñòâà

M
(
sup
z>0

H(ω, z)

z

)
< 1 (2.6)

ñëåäóåò (2.5). Ïîýòîìó åñëè èìååò ìåñòî (2.6), òî lim
t→∞

z(t, σ, z0) = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà Ω∗ ⊆ Ω è K = (0, z̃1) ∪ (z̃2,+∞)
òàêèå, ÷òî µ(Ω∗) > 0, 0 < z̃1 6 z̃2 è

sup
(ω,z)∈Q

H(ω, z)

z
< 1, ãäå Q =

(
Ω∗ × (0,∞)

)
∪
(
(Ω \ Ω∗)×K

)
. (2.7)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî z0 > 0 ðàâåíñòâî lim
t→∞

z(t, σ, z0) = 0 âûïîëíåíî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó Ω× (z̃2,+∞) ⊂ Q, òî èç (2.7) ñëåäóåò, ÷òî

sup
(ω,z)∈Ω×(z̃2,+∞)

H(ω, z)

z
6 sup

(ω,z)∈Q

H(ω, z)

z

.
= a < 1.

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {zk(σ)}∞k=0, çàäàííóþ ðàâåíñòâîì (2.4),

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}∞k=0, ãäå y0 = z0, yk = akz0, k = 1, 2, . . . . �àññóæäàÿ òàê æå, êàê

â ëåììå 2, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè zk(σ) > z̃2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî zk(σ) 6 yk. Ïîñêîëüêó yk → 0
ïðè k → ∞, òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî k0, ÷òî yk 6 z̃2 äëÿ âñåõ k > k0. Ñëåäîâàòåëüíî, zk(σ) 6 z̃2
äëÿ âñåõ k > k0 è âñåõ σ ∈ Σ.

Ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξk, . . . , ïîëàãàÿ ξk(σ) = ωk äëÿ σ = (ω0, ω1, . . . , ωk, . . . ).
�àññìîòðèì ñîáûòèÿ Ak, ñîñòîÿùèå â òîì, ÷òî ξk ∈ Ω∗, k = 1, 2, . . . ; ñîáûòèÿ Ak íàçîâåì óñïå-

õàìè, îíè íåçàâèñèìû è èìåþò îäèíàêîâûå âåðîÿòíîñòè µ(Ak) = µ(Ω∗) > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

s òàêîå ÷èñëî, ÷òî ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî îñóùåñòâëåíèÿ s óñïåõîâ Ak0+1, . . . , Ak0+s áóäåò

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî zk0+s(σ) 6 z̃1. Òàêîå ÷èñëî s ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó zk0(σ) 6 z̃2 è åñëè

ïðîèñõîäÿò òîëüêî óñïåõè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk(σ)}∞k=0 àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

(ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 2). Èçâåñòíî [15, ò. 1, ñ. 338℄, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà â áåñêîíå÷-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïûòàíèé Áåðíóëëè ïîÿâèòñÿ õîòÿ áû îäíà ñåðèÿ óñïåõîâ äëèíîé s.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî Σ0 ⊂ Σ è òàêîé ìîìåíò âðåìåíè τg, ÷òî µ(Σ0) = 1

è zg(σ) < z̃1 äëÿ âñåõ σ ∈ Σ0. Äàëåå, ïîñêîëüêó sup
(ω,z)∈Ω×(0,z̃1)

H(ω, z)

z
< 1, òî â ñèëó ëåììû 2

ðàâåíñòâî lim
t→∞

z(t, σ, z0) = 0 âåðíî äëÿ ëþáîãî z0 > 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. �

Ëåììà 3. 1. Ïóñòü I = [z∗, z
∗], ãäå 0 < z∗ < z∗ < +∞. Åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî

H(ω, z) > z äëÿ âñåõ z ∈ (z∗ − ε, z∗), ω ∈ Ω,

H(ω, z) < z äëÿ âñåõ z ∈ (z∗, z∗ + ε), ω ∈ Ω,
(2.8)

òî ìíîæåñòâî I èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.4), òî åñòü åñëè z0 ∈ I,
òî zk(σ) ∈ I äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . .

2. Åñëè íàéäóòñÿ òàêèå z∗ > 0 è ε > 0, ÷òî H(ω, z) > z äëÿ âñåõ z ∈ (z∗ − ε, z∗), ω ∈ Ω, òî
ìíîæåñòâî I = [z∗,+∞) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.4).

3. Åñëè íàéäóòñÿ òàêèå z∗ > 0 è ε > 0, ÷òî H(ω, z) < z äëÿ âñåõ z ∈ (z∗, z∗ + ε), ω ∈ Ω, òî
èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî (2.4) ÿâëÿåòñÿ I = [0, z∗].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå, îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷-

íî. Èç íåðàâåíñòâ (2.8) ñëåäóåò, ÷òî H(ω, z∗) > z∗ è H(ω, z∗) 6 z∗ äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω. Ïóñòü
z0 = z0(σ) ∈ I. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ z → H(ω, z) íåóáûâàþùàÿ, òî

z∗ 6 H(ω1, z∗) 6 H(ω1, z0) 6 H(ω1, z
∗) 6 z∗.

Ñëåäîâàòåëüíî, z1(σ) = H(ω1, z0) ∈ I. Òàêèì æå îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî

zk(σ) = H(ωk, zk−1(σ)) ∈ I äëÿ âñåõ k = 2, 3, . . . .

�

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ (2.1), â îáùåì ñëó÷àå

íåñêîëüêî øèðå, ÷åì ìíîæåñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.4). Åãî

íåñëîæíî íàéòè, çíàÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.
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� 3. Âðåìÿ âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè è äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû â ìîäåëÿõ

ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè

�àññìîòðèì ìîäåëü ïîïóëÿöèè, çàäàííîé óðàâíåíèåì (2.1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

ìíîæåñòâî K = (0, z̃1) ∪ (z̃2,+∞) òàêîå, ÷òî 0 < z̃1 6 z̃2 è H(ω, z) < z äëÿ âñåõ ω ∈ Ω, z ∈ K.

Îáîçíà÷èì

s̃1
.
= sup{z̃1 > 0 : H(ω, z) < z äëÿ âñåõ ω ∈ Ω, z ∈ (0, z̃1)},

s̃2
.
= inf{z̃2 > 0 : H(ω, z) < z äëÿ âñåõ ω ∈ Ω, z ∈ (z̃2,+∞)}.

Â ñèëó ëåììû 2 s̃1 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì èç òåõ íà÷àëüíûõ ðàçìåðîâ ïîïóëÿöèè z̃1, ïðè êîòîðûõ

åå ðàçìåð àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî åñòü ïðè z0 6 s̃1 äàëüíåéøåå âîññòàíîâëåíèå

ïîïóëÿöèè íåâîçìîæíî. Åñëè z0 > s̃2, òî ðàçìåð ïîïóëÿöèè òàêæå óáûâàåò äî òåõ ïîð, ïîêà

íå äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ, ìåíüøåãî s̃2. Íà èíòåðâàëå (s̃1, s̃2) ëèáî áóäåò íàáëþäàòüñÿ äèíàìè÷å-

ñêèé ðåæèì, îïèñàííûé â òåîðåìå 2, òî åñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè

îêàæåòñÿ ìåíüøå s̃1, ëèáî (s̃1, s̃2) áóäåò ñîäåðæàòü â ñåáå íåêîòîðîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî,

â êîòîðîì â äàëüíåéøåì íàõîäèòñÿ ðàçìåð ïîïóëÿöèè.

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì âðåìåíåì áèîëîãè÷åñêîãî âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè (2.1) ñ íà÷àëü-

íûì ðàçìåðîì z0 ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó T = T (σ, z0) òàêóþ, ÷òî T (σ, z0) = 0, åñëè z0 6 s̃1,

è T (σ, z0) = θ1+ . . .+ θN , åñëè z0 > s̃1, z1(σ) > s̃1, . . . , zN−1(σ) > s̃1, zN (σ) 6 s̃1. Åñëè zk(σ) > s̃1
äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , ïîëîæèì T (σ, z0) = +∞.

Âðåìåíåì ïîëíîãî âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè (2.1) íàçîâåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó T(σ, z0) òà-
êóþ, ÷òî z(T(σ, z0), σ, z0) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî T(σ, z0) > T (σ, z0).

Ëåììà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà Ω∗ ⊆ Ω èK = (0, z̃1)∪(z̃2,+∞) òà-
êèå, ÷òî p = µ(Ω∗) > 0, 0 < z̃1 6 z̃2 è èìååò ìåñòî (2.7). Ïóñòü Z0

.
= s̃2, Zk

.
= sup

ω∈Ω∗

H(ω,Zk−1),

k = 1, 2, . . . , r
.
= min{k ∈ N : Zk 6 s̃1}. Òîãäà åñëè z0 6 s̃2, òî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

è äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T = T (σ, z0) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

MT 6
1− pr

qpr
·mθ, DT 6

1− pr

qpr
·Dθ +

( 1

(qpr)2
− 2r + 1

qpr
− p

q2

)
·m2

θ, (3.1)

ãäå q = 1−p, mθ è Dθ � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí θ1, θ2, . . . .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ Ak, ââåäåííûå â òåîðåìå 2, äëÿ

êîòîðûõ µ(Ak) = p = µ(Ω∗) > 0, k = 1, 2, . . . . Îòìåòèì, ÷òî åñëè z0 6 s̃2, òî T (σ, z0) 6 Tr(σ),
ãäå Tr(σ) = θ1 + . . .+ θNr

, Nr = Nr(σ) � íîìåð èñïûòàíèÿ, ïðè êîòîðîì ïîÿâèòñÿ ïåðâàÿ ñåðèÿ

óñïåõîâ (òî åñòü ñîáûòèé Ak) äëèíîé r. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû Nr ðàâíû [15, ò. 1, ñ. 338℄

MNr =
1− pr

qpr
, DNr =

1

(qpr)2
− 2r + 1

qpr
− p

q2
.

Âû÷èñëÿÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ïî �îðìóëå ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ, ïîëó÷àåì

MTr =
1− pr

qpr
·mθ, DTr =

1− pr

qpr
·Dθ +

( 1

(qpr)2
− 2r + 1

qpr
− p

q2

)
·m2

θ. (3.2)

Ïîñêîëüêó â íåêîòîðûõ ìîäåëÿõ ìíîæåñòâà Ω∗ è K ìîæíî âûáðàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, èç

(3.2) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà (3.1). �



116 Ë.È. �îäèíà

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2014. Âûï. 4

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ìîäåëü ïîïóëÿöèè, ïîäâåðæåííîé ïðîìûñëó, êîãäà ìîìåíòû ïðî-

ìûñëîâûõ çàãîòîâîê è ðàçìåðû ýòèõ çàãîòîâîê ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ïðåä-

ïîëàãàåì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ýêñïëóàòàöèè ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ż = z(1− z) è â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè τk íåêîòîðàÿ äîëÿ áèîìàññû ψk èçûìàåòñÿ èç ïî-

ïóëÿöèè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì ýêñïëóàòèðóåìóþ ïîïóëÿöèþ, äèíàìèêà êîòîðîé

çàäàíà óðàâíåíèåì

ż = z(1 − z), t 6= τk(σ), ∆z
∣∣
t=τk(σ)

= −ψkz, (t, z) ∈ R
2, (3.3)

ïàðàìåòðèçîâàííûì ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (Σ,A, µ, ht), êîòîðàÿ ïîñòðîåíà àíà-

ëîãè÷íî ñèñòåìå èç ïåðâîãî ðàçäåëà. Çäåñü Ω = Ω0 × Ω1,

Σ = {σ : σ = (ω1, . . . , ωk, . . . ), ωk = (θk, ψk) ∈ Ω}.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ω = (ϑ, v) �èêñèðîâàíî. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì äåòåðìèíèðî-

âàííóþ ìîäåëü, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò äâà äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìà ðàçâèòèÿ. Íàéäåì �óíê-

öèþ H(ϑ, v, z) =
zeϑ(1− v)

z(eϑ − 1) + 1
, çàäàííóþ ðàâåíñòâîì (2.3). Åñëè eϑ(1− v) 6 1, òî H(ϑ, v, z) < z

äëÿ âñåõ z > 0; â ýòîì ñëó÷àå ïîïóëÿöèÿ âûðîæäàåòñÿ. Åñëè eϑ(1 − v) > 1, òî óðàâíåíèå

H(ϑ, v, z) = z èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå z̃ =
eϑ(1− v)− 1

eϑ − 1
è äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ðàç-

ìåðà ïîïóëÿöèè z0 > 0 ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ðàçìåð ïîïóëÿöèè ñòðåìèòñÿ ê z̃.

Ïóñòü òåïåðü äëèíû èíòåðâàëîâ θk = τk − τk−1 è âåëè÷èíû ψk, k = 1, 2, . . . , íåçàâèñèìû
è íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ ïàðàìåòðàìè (ϑ, σϑ) è (v, σv) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïàðû ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí (θk, ψk), k = 1, 2, . . . , ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ Pκ = 1 − e−κ2/2
íàõîäÿòñÿ

âíóòðè ýëëèïñà

(ϑ− ϑ)2

σ2ϑ
+

(v − v)2

σ2v
= κ

2. Ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé ïðåäïîëàãàåì òàêèìè,

÷òîáû äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ ñîäåðæàëñÿ â ìíîæåñòâå (0,∞) × (0, 1).

Îïèøåì äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû ðàçâèòèÿ äàííîé ïîïóëÿöèè. Íàéäåì

sup
z>0

H(ϑ, v, z)

z
= (1− v)eϑ.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû eθk è ψk íåçàâèñèìû, e
θk
èìååò ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-

ðàìè (ϑ, σϑ) [14, ñ. 129℄, ïîýòîìó

M
(
sup
z>0

H(ϑ, v, z)

z

)
=M(1 − ψk)e

θk =M(1 − ψk) ·Meθk = (1− v) exp
(
ϑ+

σ2ϑ
2

)
.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2, åñëè (1−v) exp
(
ϑ+

σ2

ϑ

2

)
< 1, ïîïóëÿöèÿ (3.3) âûðîæäàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ

åäèíèöà.

Åñëè (1− v) exp
(
ϑ+

σ2

ϑ

2

)
> 1, íî êðèâàÿ v = 1− e−ϑ

ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà

Ωκ

.
=

{
(ϑ, v) ∈ Ω :

(ϑ− ϑ)2

σ2ϑ
+

(v − v)2

σ2v
6 κ

2
}
,

òî â ñèëó ëåììû 3 ìíîæåñòâî I = [0, z∗] èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.4)

(çäåñü z∗ � íàèáîëüøåå èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ H(ω, z) = z äëÿ ω ∈ Ωκ). Íåñëîæíî ïîêàçàòü,

÷òî

z∗ < 1− v∗e
ϑ∗

eϑ
∗ − 1

, ãäå v∗ = v − κσv, ϑ
∗ = ϑ+ κσϑ. (3.4)

Ìíîæåñòâîì, èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ (3.3), ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê

[
0,

z∗eϑ
∗

z∗(eϑ∗ − 1) + 1

]
.
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Ïîñëåäíèé äèíàìè÷åñêèé ðåæèì âîçíèêàåò, êîãäà Ωκ ðàñïîëîæåíî íèæå êðèâîé v = 1−e−ϑ.

Çäåñü èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî I = [z∗, z
∗], ãäå

z∗ > 1− v∗eϑ∗

eϑ∗ − 1
, v∗ = v + κσv, ϑ∗ = ϑ− κσϑ;

äëÿ z∗ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.4).

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ýêñïëóàòèðóåìóþ ïîïóëÿöèþ, èç êîòîðîé â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû τk
èçâëåêàåòñÿ ñëó÷àéíîå êîëè÷åñòâî áèîìàññû ψk :

ż = z(1 − z), t 6= τk(σ), ∆z
∣∣
t=τk(σ)

= ℓ(ψk, z), (t, z) ∈ R
2. (3.5)

Çäåñü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Σ,A, µ, ht) òà æå, ÷òî è â ïåðâîì ïðèìåðå, ℓ(v, z) = −v, åñëè
z > v, è ℓ(v, z) = −z, åñëè z 6 v.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ω = (ϑ, v) �èêñèðîâàíî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åííîé äåòåð-

ìèíèðîâàííîé ìîäåëè ñóùåñòâóåò äâà äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìà ðàçâèòèÿ. Íàéäåì �óíêöèþ

H(ϑ, v, z) = max
{ zeϑ

z(eϑ − 1) + 1
− v, 0

}
.

Â ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà óðàâíåíèå H(ϑ, v, z) = z íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé (òî åñòü

ïðè v >
eϑ/2 − 1

eϑ/2 + 1
), ðàçìåð ïîïóëÿöèè àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Âòîðîé äèíàìè÷åñêèé

ðåæèì âîçíèêàåò, åñëè óðàâíåíèå H(ϑ, v, z) = z èìååò îäíî èëè äâà ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèÿ,

òî åñòü ïðè v 6
eϑ/2 − 1

eϑ/2 + 1
. Çäåñü åñëè íà÷àëüíûé ðàçìåð ïîïóëÿöèè z0 > z∗1 =

1

2

(
1 − v −

√
D
)
,

ãäå D = (1 − v)2 − 4v

eϑ − 1
, òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ÷èñëåííîñòü äàííîé ïîïóëÿöèè ñòðåìèòñÿ

ê z∗2 =
1

2

(
1−v+

√
D
)
; åñëè z0 = z∗1 , òî ðàçìåð ïîïóëÿöèè â ìîìåíòû âðåìåíè t = kϑ, k = 1, 2, . . . ,

îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì (ðàâíûì z∗1); åñëè z0 < z∗1 , òî ïîïóëÿöèÿ âûðîæäàåòñÿ.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θk = τk− τk−1 è ψk, k = 1, 2, . . . íåçàâèñèìû
è íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ ïàðàìåòðàìè (ϑ, σϑ) è (v, σv) ñîîòâåòñòâåííî. Òàê æå, êàê â ïåðâîì
ïðèìåðå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå (0,∞) × (0, 1).

Îïèøåì äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû ðîñòà ïîïóëÿöèè, çàäàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ (3.5).

1. Ïóñòü óðàâíåíèå H(ϑ, v, z) = z íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ âñåõ (ϑ, v) ∈ Ωκ,

òî åñòü ìíîæåñòâî Ωκ ðàñïîëîæåíî âûøå êðèâîé v = v̂(ϑ) =
eϑ/2 − 1

eϑ/2 + 1
. Òîãäà lim

t→∞

z(t, σ, z0) = 0

äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ è ëþáîãî z0 > 0.
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå H(ϑ, v, z) = z ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ (ϑ, v) ∈ Ωκ èìååò

ðàçíîå ÷èñëî ðåøåíèé è êðèâàÿ v = v̂(ϑ) ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî Ωκ. Òîãäà ñóùåñòâóþò ìíîæå-

ñòâà Ω∗ ⊂ Ωκ è K = (0, z̃1) ∪ (z̃2,+∞) òàêèå, ÷òî µ(Ω∗) > 0, 0 < z̃1 6 z̃2 è âûïîëíåíî (2.7).

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî z0 > 0 ïîïóëÿöèÿ (3.5) âûðîæäàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Ìíî-

æåñòâîì Ω∗ ìîæåò áûòü ëþáîå ïîäìíîæåñòâî Ωκ, òî÷êè êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

v > v̂(ϑ). Òàêèì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî Ω∗ = {(ϑ, v) ∈ Ωκ : v > v0}, ãäå
v0 = v̂(ϑ+ κσϑ) (ïîñêîëüêó âíóòðè ýëëèïñà Ωκ îòðåçîê ïðÿìîé v = v0 ðàñïîëîæåí âûøå äóãè

êðèâîé v = v̂(ϑ)). Îòìåòèì, ÷òî

sup
(ϑ,v)∈Ωκ

H(ϑ, v, z) < H(ϑ+ κσϑ, v − κσv, z)
.
= h(z),

ïîýòîìó äëÿ ìíîæåñòâà K = (0, z̃1) ∪ (z̃2,+∞) â êà÷åñòâå ÷èñåë z̃1, z̃2 ìîæåì âçÿòü ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ h(z) = z.
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3. Åñëè óðàâíåíèå H(ϑ, v, z) = z èìååò ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ (ϑ, v) ∈ Ωκ, òî

ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ (3.5) ìíîæåñòâî I = [z∗, z
∗], ãäå

z∗ =
1− v∗

2
+

1

2

√
(1− v∗)2 − 4v∗

eϑ∗ − 1
, z∗ =

1− v∗

2
+

1

2

√
(1 − v∗)2 −

4v∗
eϑ

∗ − 1
,

ϑ∗ = ϑ− κσϑ, ϑ
∗ = ϑ+ κσϑ, v∗ = v − κσv, v

∗ = v + κσv.

� 4. Èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñî ñëó÷àéíûìè

êîý��èöèåíòàìè

Èññëåäóþòñÿ èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.2), ïîðîæäåííîé ìåòðè-

÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (Σ,A, µ, ht). Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìå ẋ = f(htσ, x, u)
äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ F (htσ, x), F (σ, x) = co F̃ (σ, x), (4.1)

ãäå äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè (σ, x) ∈ Σ × R
n
ìíîæåñòâî F̃ (σ, x) ñîñòîèò èç âñåõ ïðå-

äåëüíûõ çíà÷åíèé �óíêöèè (t, x) → f
(
htσ, x, U

)
ïðè (ti, xi) → (0, x). Äàëåå, çàïèñü co F̃ (σ, x)

îçíà÷àåò çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà F̃ (σ, x). Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåì

äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (4.1), êîòîðîå èìååò êîìïàêòíûå îáðàçû, òî åñòü ïðåäïîëàãàåì,

÷òî ïðè �èêñèðîâàííûõ (σ, x) ìíîæåñòâî F (σ, x) âûïóêëî è êîìïàêòíî; òàêæå ïðåäïîëàãàåì,

÷òî äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ �óíêöèÿ (t, x) → F (htσ, x) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó.
Äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M(σ) = {(t, x) : t > 0, x ∈ M(htσ)}, çàäàííîå

íåïðåðûâíîé �óíêöèåé t→M(htσ). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Or(x0) = {x ∈ R
n : |x− x0| 6 r}, M r(σ) =M(σ) +Or(0), N

r(σ) =M r(σ) \M(σ);

ïîñòðîèì ìíîæåñòâî Nr(σ) = {(t, x) : t > 0, x ∈ N r(htσ)}.

Îïðåäåëåíèå 2 (ñì. [16℄ ). Ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ x → V (σ, x) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïó-

íîâà (îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M(σ)), åñëè äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ �óíêöèÿ (t, x) → V (htσ, x)
ëîêàëüíî ëèïøèöåâà è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) V (htσ, x) = 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ M(σ);
2) V (htσ, x) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 è âñåõ (t, x) ∈ Nr(σ).
Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (σ, x) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε ∈

∈ (0, r) íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî V (htσ, x) > δ äëÿ âñåõ

(t, x) 6∈ M
ε(σ)

.
= {(t, x) : t > 0, x ∈M ε(htσ)}.

Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé �óíêöèè V (σ, x) îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé â òî÷-
êå (σ, x) ∈ Σ×R

n
ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà d ∈ R

n
(ïðîèçâîäíîé Ô. Êëàðêà [17, 
. 17℄) íàçûâàåòñÿ

ïðåäåë

V o(σ, x; d)
.
= lim sup

(ϑ,y,ε)→(σ,x,+0)

V (hεϑ, y + εd)− V (ϑ, y)

ε
,

à âûðàæåíèÿ V o
min(σ, x)

.
= inf

d∈F (σ,x)
V o(σ, x; d), V o

max(σ, x)
.
= sup

d∈F (σ,x)
V o(σ, x; d) íàçûâàþòñÿ íèæíåé

è âåðõíåé ïðîèçâîäíûìè �óíêöèè V â ñèëó äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (4.1).

Ìíîæåñòâî M(σ) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.2),

åñëè äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0) ∈ M(σ) è ëþáîãî ðåøåíèÿ ϕ(t, σ, x0) ñèñòåìû (1.2), óäî-

âëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(t0, σ, x0) = x0, âêëþ÷åíèå (t, ϕ(t, σ, x0)) ∈ M(σ) âûïîë-
íåíî äëÿ âñåõ t > t0. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [3,16℄.
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Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèè V (σ, x), q(σ, z) è L(σ, z) òàêèå, ÷òî
V (σ, x) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíîé �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæå-

ñòâà M(σ) è äëÿ âñåõ (σ, x) ∈ Σ× R
n
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

V o
max(σ, x) 6 q

(
σ, V (σ, x)

)
, sup

σ∈Σ,w∈W
V
(
σ, x+ g(σ, x)w

)
6 inf

σ∈Σ
L
(
σ, V (σ, x)

)
. (4.2)

Òîãäà åñëè òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, òî ìíîæåñòâî

M(σ) ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.2).

Ïóñòü ̺(x,M)
.
= inf

y∈M
|x − y| � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà M â R

n, z(t, σ, z0) �

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z(t0, σ, z0) = z0.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ñóùåñòâóþò �óíêöèè V (σ, x), q(σ, z) è L(σ, z) òàêèå, ÷òî V (σ, x) ÿâëÿ-
åòñÿ îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíîé �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M(σ) è äëÿ
âñåõ (σ, x) ∈ Σ × R

n
âûïîëíåíî (4.2). Òîãäà åñëè lim

t→∞

z(t, σ, z0) = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíè-

öà, òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ϕ(t, σ, x0) ñèñòåìû (1.2), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

ϕ(t0, σ, x0) = x0, ãäå V (ht0σ, x0) 6 z0, ðàâåíñòâî lim
t→∞

̺
(
ϕ(t, σ, x0),M(htσ)

)
= 0 âûïîëíåíî ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèè V (x), q(σ, z) è L(σ, z) òàêèå, ÷òî
V (x) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíîé �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà

M = {(t, x) : t > 0, x = 0} è äëÿ âñåõ (σ, x) ∈ Σ×R
n
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

V o
max(σ, x) 6 q

(
σ, V (x)

)
, sup

σ∈Σ,w∈W
V
(
x+ g(σ, x)w

)
6 inf

σ∈Σ
L
(
σ, V (x)

)
.

Òîãäà åñëè lim
t→∞

z(t, σ, z0) = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ϕ(t, σ, x0) ñè-

ñòåìû (1.2) òàêîãî, ÷òî ϕ(t0, σ, x0) = x0 è V (ht0σ, x0) 6 z0, ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà âûïîë-

íåíî ðàâåíñòâî lim
t→∞

ϕ(t, σ, x0) = 0.
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This work is devoted to the investigation of invariant sets of 
ontrol systems with impulse in�uen
es that are

parameterized by a metri
 dynami
 system. Su
h systems des
ribe various sto
hasti
 models of population

dynami
s, e
onomy, quantum ele
troni
s and me
hani
s. We obtain the 
onditions of existen
e of invariant

sets for the attainability set of system as well as 
onditions of asymptoti
 approa
h of system solutions to a

given set.

The obtained results are illustrated by examples of population dynami
s whi
h is subje
t to 
rafts,

when the moments of trade preparations and the sizes of these preparations are random variables. For given

models we investigate various dynami
 modes of development whi
h essentially di�er from modes of the

deterministi
 models and better display the pro
esses o

urring in real e
ologi
al systems. Conditions under

whi
h the population size is in the given set and 
onditions of asymptoti
 extin
tion of population with

probability equal to one are re
eived; estimations for a mathemati
al expe
tation and a dispersion of time of

population extin
tion are also obtained.
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