
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀ. ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ. ÌÅÕÀÍÈÊÀ. ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2016. Ò. 26. Âûï. 4

ÓÄÊ 517.929, 517.977

© Â.À. Çàéöåâ, È. �. Êèì

ÇÀÄÀ×À ÍÀÇÍÀ×ÅÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÎ�Î ÑÏÅÊÒ�À Â ËÈÍÅÉÍÛÕ

ÑÈÑÒÅÌÀÕ Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ ÏÎ ÑÎÑÒÎßÍÈÞ Ï�È ÏÎÌÎÙÈ

ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁ�ÀÒÍÎÉ ÑÂßÇÈ ÏÎ ÂÛÕÎÄÓ

1

�àññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, çàäàííàÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì

ẋ(t) = Ax(t) +A1x(t − h) +Bu(t), y(t) = C∗x(t), t > 0. (1)

Óïðàâëåíèå â ñèñòåìå (1) ñòðîèòñÿ â âèäå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó u(t) = Q0y(t)+Q1y(t−h).
Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à íàçíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî ñïåêòðà äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû: òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êîý�-

�èöèåíòû Q0, Q1 îáðàòíîé ñâÿçè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì çàìêíó-

òîé ñèñòåìû îáðàùàëñÿ â ïîëèíîì ñ ïðîèçâîëüíûìè íàïåðåä çàäàííûìè êîý��èöèåíòàìè. Ïîëó÷åíû

óñëîâèÿ íà êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (1), ïðè êîòîðûõ íàéäåí êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè äàííîé çàäà÷è

íàçíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî ñïåêòðà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñèñòåìû ñ íåñêîëüêèìè

çàïàçäûâàíèÿìè. Ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ î ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (1), à òàêæå ñèñòåìû âèäà (1) ñ íåñêîëü-
êèìè çàïàçäûâàíèÿìè, ïîñðåäñòâîì ëèíåéíîé ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó ñ çàïàçäûâàíèåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì, óïðàâëåíèå ñïåêòðîì, ñòàáèëèçàöèÿ, îáðàòíàÿ

ñâÿçü ïî âûõîäó.

DOI: 10.20537/vm160402

Ââåäåíèå

Ïóñòü K
n
� ëèíåéíîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ x = col (x1, . . . , xn), xi ∈ K,

íàä ïîëåì K, ãäå K = C èëè K = R; Mm,n(K) � ïðîñòðàíñòâî m × n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè

èç ïîëÿ K; Mn(K) := Mn,n(K); I ∈ Mn(K) � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; T � îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðî-

âàíèÿ âåêòîðà èëè ìàòðèöû; ∗ � îïåðàöèÿ ýðìèòîâà ñîïðÿæåíèÿ âåêòîðà èëè ìàòðèöû; vec :
Mm,n(K) → K

mn
� îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ¾ðàçâîðà÷èâàåò¿ ìàòðèöó H = {hij}, i = 1, . . . ,m,

j = 1, . . . , n, ïî ñòðîêàì â âåêòîð-ñòîëáåö vecH = col (h11, . . . , h1n, . . . , hm1, . . . , hmn) ∈ K
mn

.

×åðåç χ(H;λ) áóäåì îáîçíà÷àòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû H ∈Mn(K).
�àññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ äè��åðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó ñ çàïàçäûâàíèåì ïî ñî-

ñòîÿíèþ

ẋ(t) = Ax(t) +A1x(t− h) +Bu(t), t > 0, (0.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(τ) = ϕ(τ), −h 6 τ 6 0, ãäå A,A1 ∈ Mn(K), B ∈ Mn,m(K), h > 0 �

ïîñòîÿííîå çàïàçäûâàíèå, ϕ : [−h, 0] → K
n
� íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, x ∈ K

n
� âåêòîð �àçîâûõ

êîîðäèíàò, u ∈ K
m
� âåêòîð óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ.

Çàäà÷àì ñòàáèëèçàöèè è óïðàâëåíèÿ ñïåêòðîì äëÿ ñèñòåì âèäà (0.1) è äëÿ ñèñòåì áîëåå

îáùåãî âèäà (ñ íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíèÿìè, â òîì ÷èñëå â óïðàâëåíèè) ïðè íàëè÷èè ïîëíîé

èí�îðìàöèè î ñîñòîÿíèè ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [1�8℄

è ëèòåðàòóðó â íèõ). Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû ðåãóëÿòîðîâ,

â òîì ÷èñëå ñ ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à óïðàâ-

ëåíèÿ ñïåêòðîì ïðè ïîìîùè îáðàòíîé ñâÿçè, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå íåïîëíîé èí�îðìàöèè

î ñîñòîÿíèè ñèñòåìû.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 16�01�00346-à) è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâà-

íèÿ è íàóêè �Ô â ðàìêàõ áàçîâîé ÷àñòè (ïðîåêò 2003).

http://dx.doi.org/10.20537/vm160402
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� 1. Ñèñòåìà ñ îäíèì çàïàçäûâàíèåì

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ äè��åðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó ñ çàïàçäûâàíèåì

ẋ(t) = Ax(t) +A1x(t− h) +Bu(t), t > 0, (1.1)

y(t) = C∗x(t); (1.2)

çäåñü A,A1 ∈Mn(K), B ∈Mn,m(K), C ∈Mn,k(K), h > 0 � ïîñòîÿííîå çàïàçäûâàíèå, x ∈ K
n
�

�àçîâûé âåêòîð, u ∈ K
m

� âåêòîð óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, y ∈ K
k
� âåêòîð âûõîäíûõ

âåëè÷èí.

Ïóñòü óïðàâëåíèå â ñèñòåìå (1.1), (1.2) ñòðîèòñÿ â âèäå ëèíåéíîé íåïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçè

ñ çàïàçäûâàíèåì

u(t) = Q0y(t) +Q1y(t− h), t > 0. (1.3)

ÇäåñüQ0, Q1 ∈Mm,k(K)� ïîñòîÿííûå ìàòðèöû. Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (1.1), (1.2), (1.3) ïðèíèìàåò

âèä

ẋ(t) = (A+BQ0C
∗)x(t) + (A1 +BQ1C

∗)x(t− h). (1.4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(λ, e−λh) = det
[
λI −

(
(A + BQ0C

∗) + e−λh(A1 + BQ1C
∗)
)]

õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèé êâàçèïîëèíîì çàìêíóòîé ñèñòåìû (1.4). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ϕ(λ, e−λh) = 0
çàìêíóòîé ñèñòåìû (1.4) èìååò âèä

λn +

n∑

i=1

i∑

j=0

δijλ
n−i exp(−λjh) = 0. (1.5)

Çäåñü ÷èñëà δij çàâèñÿò îò êîý��èöèåíòîâ A,A1, B,C ñèñòåìû (1.1), (1.2) è îò êîý��èöèåíòîâ

Q0, Q1 îáðàòíîé ñâÿçè (1.3). Ìíîæåñòâî σ = {λ ∈ C : ϕ(λ, e−λh) = 0} êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ñèñòåìû (1.4). Åñëè K = R, òî ñïåêòð σ ñèììåòðè÷åí

îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè. Â îáùåì ñëó÷àå ñïåêòð σ ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì (1.4) ñî-

ñòîèò èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà òî÷åê λi ∈ C. Åñëè â óðàâíåíèè (1.5) δij = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n,
j = 1, . . . , i, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì îáðàùàåòñÿ â ïîëèíîì è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

óðàâíåíèå èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé, òî åñòü ñïåêòð σ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì. �àñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí q(λ) = λn+γ1λ
n−1+. . .+γn ñòåïåíè n ñ êî-

ý��èöèåíòàìè γi ∈ K. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìàòðèöû Q0, Q1 ∈ Mm,k(K) îáðàòíîé ñâÿçè (1.3)

òàê, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì ϕ(λ, e−λh) çàìêíóòîé ñèñòåìû (1.4) óäîâëåòâî-

ðÿë ðàâåíñòâó ϕ(λ, e−λh) = q(λ).

Çàäà÷à 1 íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé íàçíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî ñïåêòðà. Äàííàÿ çàäà÷à èññëåäîâàëàñü,

â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [9�15℄, â òîì ÷èñëå äëÿ óðàâíåíèé áîëåå îáùåãî òèïà, äëÿ ðàçëè÷íûõ

òèïîâ ðåãóëÿòîðîâ, èìåþùèõ âèä ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ (ò. å. êîãäà C = I).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáðàòíàÿ ñâÿçü ñòðîèòñÿ ïî âûõîäó â âèäå (1.3).

Ïóñòü A1 = 0 è Q1 = 0, òî åñòü ñèñòåìà (1.4) íå èìååò çàïàçäûâàíèÿ. Òîãäà çàäà÷à 1 � ýòî

ïðîñòî çàäà÷à îá óïðàâëåíèè ñïåêòðîì (èëè, ïî-äðóãîìó, î ìîäàëüíîì óïðàâëåíèè) ñèñòåìû áåç

çàïàçäûâàíèÿ ñ ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî âûõîäó. Òàêàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà â ðàáîòàõ [16℄

(ñì. òàêæå [17,18℄), êîãäà êîý��èöèåíòû A,B,C ñèñòåìû (1.1), (1.2) èìåþò ñëåäóþùèé ñïåöè-

àëüíûé âèä: ìàòðèöà A èìååò �îðìó Õåññåíáåðãà; ïåðâûå p− 1 ñòðîê ìàòðèöû B è ïîñëåäíèå
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n− p ñòðîê ìàòðèöû C ðàâíû íóëþ, òî åñòü

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 0 . . . 0
a21 a22 a23 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1,1 an−1,2 . . . . . . . . an−1,n

an1 an2 . . . . . . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, ai,i+1 6= 0, i = 1, n− 1; (1.6)

B =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

0 . . . 0
bp1 . . . bpm
.

.

.

.

.

.

bn1 . . . bnm

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, C =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

c11 . . . c1k
.

.

.

.

.

.

cp1 . . . cpk
0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, p ∈ {1, . . . , n}. (1.7)

Äëÿ òàêîé ñèñòåìû áåç çàïàçäûâàíèÿ áûëî äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñïåêòðîì ðàçðå-

øèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöû

C∗B, C∗AB, . . . , C∗An−1B (1.8)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ðåçóëüòàò ïåðåíîñèòñÿ íà ñèñòåìû ñ çàïàçäû-

âàíèåì. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà A1 ñèñòåìû (1.1) òàêæå èìååò ñïåöèàëüíûé âèä:

ïåðâûå p− 1 ñòðîê è ïîñëåäíèå n− p ñòîëáöîâ ìàòðèöû A1 ðàâíû íóëþ, òî åñòü

A1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 . . . 0 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 0 . . . 0
a1p1 . . . a1pp 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a1n1 . . . a1np 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (1.9)

Çäåñü ÷èñëî p òî æå ñàìîå, ÷òî è â (1.7).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìàòðèöû A, B, C, A1 ñèñòåìû (1.1), (1.2) èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä (1.6),

(1.7), (1.9). Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ìàòðèöû (1.8) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

2. Çàäà÷à 1 íàçíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî ñïåêòðà ñèñòåìû (1.1), (1.2) ïîñðåäñòâîì ðåãóëÿòî-

ðà (1.3) ðàçðåøèìà.

Äîêàæåì ïðåäâàðèòåëüíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ëåììå 3 [17℄. Ïóñòü

χ(A;λ) = λn + α1λ
n−1 + . . .+ αn. Ïîëîæèì α0 := 1. Ïîñòðîèì ïî ìàòðèöå A ìàòðèöû

Fν = α0A
ν + α1A

ν−1 + . . . + ανI, ν = 0, n− 1. (1.10)

Ëåììà 1. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò âèä (1.6), à ìàòðèöà D ∈ Mn(K) èìååò ñëåäóþùèé

âèä:

D =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 . . . 0 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 0 . . . 0
dp1 . . . dpp 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

dn1 . . . dnp 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, p ∈ {1, . . . , n}. (1.11)

Ïóñòü χ(A+D;λ) = λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn. Òîãäà γi = αi − Sp(DFi−1) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âû÷åðêíåì èç ìàòðèöû A ïîñëåäíþþ ñòðîêó è ïðèïèøåì ñâåðõó

ñòðîêó e∗1. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ÷åðåç S1. Òîãäà â ñèëó (1.6) ìàòðèöà S1 íèæíÿÿ

òðåóãîëüíàÿ è íåâûðîæäåííàÿ. Äàëåå äëÿ êàæäîãî i = 2, . . . , n − 1 ïî ìàòðèöå Si−1 ïîñòðîèì

ìàòðèöó Si ñëåäóþùèì îáðàçîì: âû÷åðêèâàåì â ìàòðèöå Si−1 ïîñëåäíþþ ñòðîêó è ïîñëåäíèé

ñòîëáåö è ïðèïèñûâàåì ê ïîëó÷åííîé ìàòðèöå èç Mn−1(K) ñëåâà ïåðâûé ñòîëáåö e1 ∈ R
n
è

ñâåðõó ïåðâóþ ñòðîêó e∗1 ∈ R
n∗
, ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷àåì Si ∈ Mn(K) (òî åñòü ëåâûé

âåðõíèé óãëîâîé ýëåìåíò â ìàòðèöå Si ðàâåí 1, îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî

ñòîëáöà ìàòðèöû Si ðàâíû 0). Òîãäà â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Si, i = 1, . . . , n − 1, íèæíèå
òðåóãîëüíûå è íåâûðîæäåííûå. Ïîëîæèì S = Sn−1 ·. . . ·S1. Òîãäà S òàêæå íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ

è íåâûðîæäåííàÿ, à çíà÷èò, è S−1
íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ è íåâûðîæäåííàÿ. Ïîñòðîèì ìàòðèöû

Ã = SAS−1, D̃ = SDS−1. (1.12)

Òîãäà

χ(Ã, λ) = χ(A,λ) = λn + α1λ
n−1 + . . .+ αn. (1.13)

Èç [16, ëåììà 3℄ ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà Ã èìååò �îðìó Ôðîáåíèóñà: åå íàääèàãîíàëü ñîñòîèò

èç åäèíèö, â ïîñëåäíåé ñòðîêå ñîäåðæàòñÿ íåêîòîðûå ÷èñëà (à èìåííî, ÷èñëà −αn+1−i, â ñèëó

ðàâåíñòâà (1.13)), îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, òî åñòü

Ã =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

−αn −αn−1 −αn−2 . . . −α1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (1.14)

Ïîñòðîèì, àíàëîãè÷íî (1.10), ïî ìàòðèöå Ã ìàòðèöû

F̃ν = α0Ã
ν + α1Ã

ν−1 + . . . + ανI, ν = 0, n− 1. (1.15)

Äàëåå, â ñèëó ñòðóêòóðû ìàòðèöû D è òîãî, ÷òî S, S−1
íèæíèå òðåóãîëüíûå, ìàòðèöà D̃ èìååò

âèä (1.11). Ïðèìåíèì ëåììó 3 [17℄. Ìàòðèöû Ã è D̃ èìåþò âèä, ïðåäïèñàííûé â ëåììå 3 [17℄.

Ïóñòü χ(Ã+ D̃;λ) = λn + γ̃1λ
n−1 + . . .+ γ̃n. Òîãäà â ñèëó ëåììû 3 [17℄ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

γ̃i = αi − Sp (D̃F̃i−1), i = 1, . . . , n. (1.16)

Èç ðàâåíñòâ (1.12) ñëåäóåò, ÷òî Ã+ D̃ = S(A+D)S−1
, òî åñòü ìàòðèöû Ã+ D̃ è A+D ïîäîáíû.

Çíà÷èò èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó

γi = γ̃i, i = 1, . . . , n. (1.17)

Äàëåå, èç ðàâåíñòâ (1.15), (1.12) è (1.10) ñëåäóåò, ÷òî F̃ν = SFνS
−1

äëÿ âñåõ ν = 0, n − 1. Îòñþäà
è èç (1.12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i = 1, . . . , n èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Sp(D̃F̃i−1) = Sp(SDS−1 · SFi−1S
−1) = Sp(SDFi−1S

−1) = Sp(S−1SDFi−1) = Sp(DFi−1). (1.18)

Òåïåðü èç ðàâåíñòâ (1.17), (1.16), (1.18) âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

Çàìå÷àíèå 1. Ëåììà 1 îáîáùàåò ëåììó 3 [17℄. Ëåììà 3 [17℄ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

ëåììû 1, êîãäà ìàòðèöà A èìååò �îðìó Ôðîáåíèóñà (1.14).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöû A, B, C, A1 ñèñòå-

ìû (1.1), (1.2) èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä (1.6), (1.7), (1.9). �àññìîòðèì çàäà÷ó 1. Ïóñòü çàäàí

ìíîãî÷ëåí

q(λ) = λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn, (1.19)
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γi ∈ K. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü Q0, Q1 ∈ Mm,k(K) òàê, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì

ϕ(λ, e−λh) = det
[
λI−

(
(A+BQ0C

∗)+e−λh(A1+BQ1C
∗)
)]

çàìêíóòîé ñèñòåìû (1.4) óäîâëåòâîðÿë

ðàâåíñòâó

ϕ(λ, e−λh) = q(λ). (1.20)

Îáîçíà÷èì

D = BQ0C
∗ + e−λh(A1 +BQ1C

∗). (1.21)

Èìååì

ϕ(λ, e−λh) = det
(
λI − (A+D)

)
= χ(A+D;λ). (1.22)

Èç óñëîâèé (1.7), (1.9) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà (1.21) èìååò âèä (1.11). Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (1.22),

(1.20), (1.19), óñëîâèå (1.6) è ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à 1 ðàçðåøèìà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ìàòðèöû Q0, Q1, ÷òî

γi = αi − Sp (BQ0C
∗Fi−1)− e−λhSp

(
(A1 +BQ1C

∗)Fi−1

)
, i = 1, . . . , n. (1.23)

�àâåíñòâà (1.23) èìåþò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

γi = αi − Sp (BQ0C
∗Fi−1), Sp

(
(A1 +BQ1C

∗)Fi−1

)
= 0, i = 1, . . . , n. (1.24)

Èìååì

Sp (BQjC
∗Fi−1) = Sp (QjC

∗Fi−1B) =

i−1∑

r=0

αi−1−rSp (QjC
∗ArB), j = 0, 1, i = 1, n.

Ïîýòîìó ðàâåíñòâà (1.24) ðàâíîñèëüíû äâóì ñèñòåìàì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

γi = αi −
i−1∑

r=0

αi−1−rSp (Q0C
∗ArB), i = 1, n, (1.25)

Sp (A1Fi−1) = −
i−1∑

r=0

αi−1−rSp (Q1C
∗ArB), i = 1, n, (1.26)

ñ mk íåèçâåñòíûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû Q0 è ñ mk íåèçâåñòíûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû Q1.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìû (1.25), (1.26) â âåêòîðíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ î÷åâèäíûì ðà-

âåíñòâîì Sp (XY ) = (vecY )T · (vecXT ). Ïðèìåíèì ýòî ðàâåíñòâî ê ìàòðèöàì Y = C∗ArB,
r = 0, n − 1, X = Qj , j = 0, 1. Ïîñòðîèì ìàòðèöû (ñì. [17℄)

P := [vec (C∗B), vec (C∗AB), . . . , vec (C∗An−1B)] ∈Mmk,n(K), (1.27)

G :=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 . . . 0
α1 1 0 . . . 0
α2 α1 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
αn−1 αn−2 αn−3 . . . 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (1.28)

Îáîçíà÷èì

v0 := vec (QT
0 ) ∈ K

mk, w0 := col (α1 − γ1, . . . , αn − γn) ∈ K
n,

v1 := vec (QT
1 ) ∈ K

mk, w1 := col (−Sp(A1F0), . . . ,−Sp (A1Fn−1)) ∈ K
n.

Òîãäà ñèñòåìû (1.25), (1.26) ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå GP T v0 = w0, GP
T v1 = w1, èëè,

÷òî ðàâíîñèëüíî, â ìàòðè÷íîì âèäå

GP TV =W, (1.29)

ãäå V = [v0, v1] ∈Mmk,2(K), W = [w0, w1] ∈Mn,2(K).



468 Â.À. Çàéöåâ, È. �. Êèì

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2016. Ò. 26. Âûï. 4

Ïóñòü ìàòðèöû (1.8) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà rankP = n è ñèñòåìà (1.29) ðàçðåøèìà

îòíîñèòåëüíî V äëÿ ëþáîãî íàáîðà (γ1, . . . , γn). Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà (1.29) èìååò ðåøåíèå

vj = P (P TP )−1G−1wj , j = 0, 1. Ñëåäîâàòåëüíî çàäà÷à 1 ðàçðåøèìà. Èñêîìûå ìàòðèöû Qj

íàõîäÿòñÿ èç ðàâåíñòâ Qj = (ve−1vj)
T
, j = 0, 1.

Åñëè ìàòðèöû (1.8) ëèíåéíî çàâèñèìû, òî rankP < n è äëÿ γi òàêèõ, ÷òî w0 6∈ Im (GP T ),
ñèñòåìà (1.25) íåðàçðåøèìà. Ñëåäîâàòåëüíî çàäà÷à 1 íåðàçðåøèìà. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 2. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà (1.26) ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé, äàæå åñëè ìàò-

ðèöû (1.8) ëèíåéíî çàâèñèìû. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü âîçìîæíîñòü îáåñïå÷èòü ñèñòåìå êîíå÷íûé

ñïåêòð. Òåì íå ìåíåå îáåñïå÷èòü ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé ñïåêòð â äàííîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî.

�àññìîòðèì çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (1.1), (1.2) ïîñðåäñòâîì îáðàòíîé ñâÿçè (1.3):

òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü Q0, Q1 òàê, ÷òîáû çàìêíóòàÿ ñèñòåìà áûëà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.

Ñèñòåìà (1.4) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè ñïåêòð σ ñèñòåìû (1.4) ëåæèò â ëåâîé

ïîëóïëîñêîñòè ω = {λ ∈ C : Reλ < 0}. Åñëè çàäà÷à 1 ðàçðåøèìà, òî âûáèðàÿ ìíîãî÷ëåí

(1.19) òàê, ÷òî åãî êîðíè ëåæàò â îáëàñòè ω, ìîæíî äîáèòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

çàìêíóòîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ìàòðèöû A, B, C, A1 èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä (1.6), (1.7), (1.9)

è ìàòðèöû (1.8) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà ñèñòåìà (1.1), (1.2) ñòàáèëèçèðóåìà ïîñðåäñòâîì

îáðàòíîé ñâÿçè (1.3).

� 2. Ñèñòåìà ñ íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíèÿìè

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ äè��åðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó ñ íåñêîëüêèìè çàïàçäûâà-

íèÿìè

ẋ(t) = Ax(t) +

s∑

j=1

Ajx(t− hj) +Bu(t), t > 0, (2.1)

y(t) = C∗x(t); (2.2)

çäåñü A,Aj ∈Mn(K), j = 1, s, B ∈Mn,m(K), C ∈Mn,k(K), 0 = h0 < h1 < . . . < hs � ïîñòîÿííûå

çàïàçäûâàíèÿ, x ∈ K
n
� �àçîâûé âåêòîð, u ∈ K

m
� âåêòîð óïðàâëåíèÿ, y ∈ K

k
� âåêòîð

âûõîäíûõ âåëè÷èí.

Ïóñòü óïðàâëåíèå â ñèñòåìå (2.1), (2.2) ñòðîèòñÿ â âèäå ëèíåéíîé íåïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçè

ñ çàïàçäûâàíèåì

u(t) =

s∑

j=0

Qjy(t− hj), t > 0. (2.3)

Çäåñü Qj ∈Mm,k(K), j = 0, . . . , s, � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû. Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (2.1), (2.2), (2.3)

ïðèíèìàåò âèä

ẋ(t) = (A+BQ0C
∗)x(t) +

s∑

j=1

(Aj +BQjC
∗)x(t− hj). (2.4)

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí q(λ) = λn + γ1λ
n−1 + . . . + γn ñòåïåíè n

ñ êîý��èöèåíòàìè γi ∈ K. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìàòðèöû Q0, . . . , Qs ∈Mm,k(K) îáðàòíîé ñâÿçè
(2.3) òàê, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì çàìêíóòîé ñèñòåìû (2.4) ñîâïàäàë ñ ïîëè-

íîìîì q(λ).
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Ïóñòü êîý��èöèåíòû A,B,C ñèñòåìû (2.1), (2.2) èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä (1.6), (1.7). Áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöû Aj , j = 1, . . . , s, ñèñòåìû (2.1) òàêæå èìååò ñïåöèàëüíûé âèä:

ïåðâûå p− 1 ñòðîê è ïîñëåäíèå n− p ñòîëáöîâ ìàòðèöû Aj ðàâíû íóëþ, òî åñòü

Aj =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 . . . 0 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 0 . . . 0

ajp1 . . . ajpp 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ajn1 . . . ajnp 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (2.5)

Çäåñü ÷èñëî p òî æå, ÷òî è â (1.7).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìàòðèöû A, B, C, Aj , j = 1, . . . , s, ñèñòåìû (2.1), (2.2) èìåþò ñïåöè-

àëüíûé âèä (1.6), (1.7), (2.5). Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ìàòðèöû (1.8) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

2. Çàäà÷à 2 íàçíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî ñïåêòðà ñèñòåìû (2.1), (2.2) ïîñðåäñòâîì ðåãóëÿòîðà

(2.3) ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöû A, B, C, Aj , j = 1, . . . , s ñèñòåìû

(2.1), (2.2) èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä (1.6), (1.7), (2.5). Ïóñòü çàäàí ìíîãî÷ëåí (1.19). Òðåáóåòñÿ

ïîñòðîèòü Q0, . . . , Qs òàê, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì ψ(λ, e−λ) = det
[
λI−

(
(A+

+BQ0C
∗) +

s∑
j=1

e−λhj(Aj +BQjC
∗)
)]

çàìêíóòîé ñèñòåìû (2.4) óäîâëåòâîðÿë ðàâåíñòâó

ψ(λ, e−λ) = q(λ). (2.6)

Îáîçíà÷èì

D = BQ0C
∗ +

s∑

j=1

e−λhj (Aj +BQjC
∗). (2.7)

Èìååì

ψ(λ, e−λ) = det
(
λI − (A+D)

)
= χ(A+D;λ). (2.8)

Èç óñëîâèé (1.7), (2.5) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà (2.7) èìååò âèä (1.11). Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (2.8),

(2.6), (1.19), óñëîâèå (1.6) è ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à 2 ðàçðåøèìà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ìàòðèöû Q0, . . . , Qs, ÷òî

γi = αi − Sp (BQ0C
∗Fi−1)−

s∑

j=1

e−λhjSp
(
(Aj +BQjC

∗)Fi−1

)
, i = 1, n. (2.9)

�àâåíñòâà (2.9) èìåþò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

γi = αi − Sp (BQ0C
∗Fi−1), Sp

(
(Aj +BQjC

∗)Fi−1

)
= 0, j = 1, s, i = 1, n. (2.10)

�àâåíñòâà (2.10) ðàâíîñèëüíû (1 + s) ñèñòåìàì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

γi = αi −

i−1∑

r=0

αi−1−rSp (Q0C
∗ArB), i = 1, n, (2.11)

Sp (AjFi−1) = −

i−1∑

r=0

αi−1−rSp (QjC
∗ArB), j = 1, s, i = 1, n, (2.12)
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îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ìàòðèö Q0, . . . , Qs Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1,

ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìû (2.11), (2.12) ðàâíîñèëüíû ìàòðè÷íîé ñèñòåìå

GP TV =W. (2.13)

Çäåñü ìàòðèöû G è P îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (1.28) è (1.27) ñîîòâåòñòâåííî,

v0 := vec (QT
0 ) ∈ K

mk, w0 := col (α1 − γ1, . . . , αn − γn) ∈ K
n,

vj := vec (QT
j ) ∈ K

mk, wj := col (−Sp(AjF0), . . . ,−Sp (AjFn−1)) ∈ K
n, j = 1, s,

V := [v0, v1, . . . , vs] ∈Mmk,1+s(K), W := [w0, w1, . . . , ws] ∈Mn,1+s(K).

Ïóñòü ìàòðèöû (1.8) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà rankP = n è ñèñòåìà (2.13) ðàçðåøèìà

îòíîñèòåëüíî V äëÿ ëþáîãî íàáîðà (γ1, . . . , γn). Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà (2.13) èìååò ðåøåíèå

vj = P (P TP )−1G−1wj , j = 0, . . . , s. Ñëåäîâàòåëüíî çàäà÷à 2 ðàçðåøèìà. Èñêîìûå ìàòðèöû Qj

íàõîäÿòñÿ èç ðàâåíñòâ Qj = (ve−1vj)
T
, j = 0, . . . , s.

Åñëè ìàòðèöû (1.8) ëèíåéíî çàâèñèìû, òî rankP < n è äëÿ γi òàêèõ, ÷òî w0 6∈ Im (GP T ),
ñèñòåìà (2.11) íåðàçðåøèìà. Ñëåäîâàòåëüíî çàäà÷à 2 íåðàçðåøèìà. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ìàòðèöû A, B, C, Aj, j = 1, . . . , s, ñèñòåìû (2.1), (2.2) èìåþò ñïå-

öèàëüíûé âèä (1.6), (1.7), (2.5). Òîãäà ñèñòåìà (2.1), (2.2) ñòàáèëèçèðóåìà ïîñðåäñòâîì îá-

ðàòíîé ñâÿçè (2.3).

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïðèìåíåíèå òåîðåìû 2. Ïóñòü K = C,

n = 4, m = 2, k = 2, s = 2 è êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (2.1), (2.2) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−1 1 −1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
, A1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
, A2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 0
0 −1 0 0
1 0 0 0
1 −1 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
, B =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0
1 0
1 1
0 −1

∥∥∥∥∥∥∥∥
, C =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 i
0 −i
0 0
0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Êîý��èöèåíòû ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 2, ò. å. èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä (1.6),

(1.7), (2.5). Èìååì α1 = −1, α2 = 1, α3 = −1, α4 = 1. Ïîñòðîèì ìàòðèöû (1.8):

C∗B =

∥∥∥∥
0 0
i 0

∥∥∥∥, C∗AB =

∥∥∥∥
1 0
0 i

∥∥∥∥, C∗A2B =

∥∥∥∥
1 1
−i −2i

∥∥∥∥, C∗A3B =

∥∥∥∥
0 −1
0 −i

∥∥∥∥. (2.14)

Ïîñòðîèì ìàòðèöû (1.27), (1.28):

P =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 1 1 0
0 0 1 −1
i 0 −i 0
0 i −2i −i

∥∥∥∥∥∥∥∥
, G =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
−1 1 0 0
1 −1 1 0
−1 1 −1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Èìååì detP = 4. Çíà÷èò rankP = 4 = n, ñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöû (2.14) ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìû. Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå 2 çàäà÷à 2 íàçíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî ñïåêòðà (è çàäà÷à ñòàáèëèçà-

öèè) ïîñðåäñòâîì ðåãóëÿòîðà (2.3) äëÿ äàííîé ñèñòåìû ðàçðåøèìà. Ïîñòðîèì òàêîé ðåãóëÿòîð.

Ïóñòü, ê ïðèìåðó, q(λ) = (λ+1)4 = λ4+4λ3 +6λ2 +4λ+1. Òîãäà γ1 = 4, γ2 = 6, γ3 = 4, γ4 = 1.
Âû÷èñëèì ìàòðèöû F0, F1, F2, F3 ïî �îðìóëe (1.10), ïîëó÷èì: F0 = I,

F1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1
−1 1 −1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
, F2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 −1 1 0
0 1 −1 1
−1 1 0 0
0 −1 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
, F3 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

−1 1 −1 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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Äàëåå, âû÷èñëÿåì

Sp (A1F0) = 0, Sp (A1F1) = 2, Sp (A1F2) = −1, Sp (A1F3) = 2,

Sp (A2F0) = −1, Sp (A2F1) = 1, Sp (A2F2) = −1, Sp (A2F3) = 0.

Èìååì w0 = col (−5,−5,−5, 0), w1 = col (0,−2, 1,−2), w2 = col (1,−1, 1, 0). Âû÷èñëÿÿ vj ïî

�îðìóëàì vj = P (P TP )−1G−1wj , j = 0, 1, 2, ïîëó÷àåì

v0 = col (−25/2, 5/2, 5i,−5i/2), v1 = col (−2, 1, 0, 0), v2 = col (1/2,−1/2,−i, i/2).

Îòñþäà íàõîäèì

Q0 =

∥∥∥∥
−25/2 5i
5/2 −5i/2

∥∥∥∥, Q1 =

∥∥∥∥
−2 0
1 0

∥∥∥∥, Q2 =

∥∥∥∥
1/2 −i
−1/2 i/2

∥∥∥∥. (2.15)

Ñèñòåìà (2.1), (2.2), çàìêíóòàÿ óïðàâëåíèåì (2.3) ñ ìàòðèöàìè (2.15) ïðèíèìàåò âèä

ẋ(t)=

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 1 0 0
−15/2 −5 1 0
−15/2 −5/2 0 1
−1 −3/2 −1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
x(t)+

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 0
−1 0 0 0
−1 1 0 0
0 1 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
x(t−h1)+

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 0
−1/2 0 0 0
1/2 1/2 0 0
1 −1/2 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
x(t−h2). (2.16)

Âû÷èñëÿÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì ψ(λ, eλ) çàìêíóòîé ñèñòåìû (2.16), ïîëó÷àåì, ÷òî

ψ(λ, eλ) = (λ+ 1)4. Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà (2.16) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. �
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We onsider a ontrol system de�ned by a linear time-invariant system of di�erential equations with delay

ẋ(t) = Ax(t) +A1x(t − h) +Bu(t), y(t) = C∗x(t), t > 0. (1)

We onstrut the ontroller for the system (1) as linear output feedbak u(t) = Q0y(t) + Q1y(t − h). We

study a �nite spetrum assignment problem for the losed-loop system. One needs to onstrut gain matries

Q0, Q1 suh that the harateristi quasipolynomial of the losed-loop system beomes a polynomial with

arbitrary preassigned oe�ients. We obtain onditions on oe�ients of the system (1) under whih the

riterion was found for solvability of the �nite spetrum assignment problem. The obtained result extends

to systems with several delays. Corollaries on stabilization by linear stati output feedbak with delay are

obtained for system (1) as well as for systems of type (1) with several delays.
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