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1

Äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîòî-

÷å÷íûì �àçîâûì îãðàíè÷åíèåì òèïà ðàâåíñòâà è êîíå÷íûì ÷èñëîì �óíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé òèïà

ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà �îðìóëèðóåòñÿ óñòîé÷èâûé ñåêâåíöèàëüíûé, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ðåãóëÿ-

ðèçîâàííûé, ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â èòåðàöèîííîé �îðìå. Åãî ãëàâíîå îòëè÷èå îò êëàñ-

ñè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí, âî-ïåðâûõ, �îðìóëèðóåòñÿ

â òåðìèíàõ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, âî-âòîðûõ, èìååò �îðìó èòåðàöèîííîãî ïðîöåñ-

ñà â ïðîñòðàíñòâå äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è, íàêîíåö, â-òðåòüèõ, óñòîé÷èâî ê îøèáêàì èñõîäíûõ

äàííûõ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ïîðîæäàåò â íåé ìèíèìèçèðóþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â ñìûñëå

Äæ. Âàðãè, ò. å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ðåãóëÿðèçèðóþùèé àëãîðèòì. Äîêàçàòåëüñòâî ðåãóëÿðèçîâàííîãî

ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â èòåðàöèîííîé �îðìå îïèðàåòñÿ íà ìåòîäû äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðè-

çàöèè è èòåðàòèâíîé äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, íåóñòîé÷èâîñòü, èòåðàòèâíàÿ äâîéñòâåííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ,

ðåãóëÿðèçîâàííûé èòåðàöèîííûé ïðèíöèï Ëàãðàíæà, ðåãóëÿðèçîâàííûé èòåðàöèîííûé ïðèíöèï ìàê-

ñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

DOI: 10.20537/vm160403

Ââåäåíèå

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ), êàê õîðîøî èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì íåîáõî-

äèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðè îïðåäåëåííûõ äîïîë-

íèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ åå âû-

ïóêëîñòüþ è ðåãóëÿðíîñòüþ ñàìîãî ÏÌÏ, îí, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì óñëî-

âèåì îïòèìàëüíîñòè. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî ÏÌÏ ïðåäïîëàãàþò ïðåæäå âñåãî, ÷òî

çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â èäåàëüíîé ñèòóàöèè òî÷íîãî çàäàíèÿ åå

èñõîäíûõ äàííûõ. Îäíàêî â ãðîìàäíîì ÷èñëå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, à òàêæå çà-

äà÷, âîçíèêàþùèõ âî âñåâîçìîæíûõ åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ è ñâîäÿùèõñÿ ê çà-

äà÷àì îïòèìèçàöèè, òî÷íîå çàäàíèå èñõîäíûõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íååñòåñòâåííûì, à âî

ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ è ïðîñòî íåâîçìîæíûì. Â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ ìû íå ìîæåì, ñòðîãî ãîâîðÿ,

áðàòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è ñ òî÷íûìè äàííûìè ýëåìåíòû,

�îðìàëüíî óäîâëåòâîðÿþùèå ÏÌÏ â âîçìóùåííûõ çàäà÷àõ. Ïðè÷èíà ýòîãî êðîåòñÿ â äàííîé

íàì îò ïðèðîäû íåóñòîé÷èâîñòè ïî âîçìóùåíèþ èñõîäíûõ äàííûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷

è, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Êàê ñëåäñòâèå, îíà ïîðîæäàåò è ¾íåóñòîé-

÷èâîñòü¿ ÏÌÏ. Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â âûäåëåíèè èì ñêîëü óãîäíî äàëåêèõ ¾âîç-

ìóùåííûõ¿ îïòèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ îò èõ ¾íåâîçìóùåííûõ¿ àíàëîãîâ ïðè ñêîëü óãîäíî ìà-

ëûõ âîçìóùåíèÿõ èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷. Ïîäðîáíûé àíàëèç ¾ïðîñòåéøåãî¿ ïðèìåðà çàäà÷è

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 15�47�02294-ð

−

ïîâîëæüå

−
à), Ìèíîáð-

íàóêè �Ô â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ â ñ�åðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè â 2014�2016 ãã.

(êîä ïðîåêòà 1727), à òàêæå ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà â ðàìêàõ ñîãëàøåíèÿ îò 27 àâãóñòà 2013 ã. � 02.Â.49.21.0003

ìåæäó Ìèíîáðíàóêè �Ô è Íèæåãîðîäñêèì ãîñóíèâåðñèòåòîì èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.

http://dx.doi.org/10.20537/vm160403
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îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ëèíåéíûì îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ �àçî-

âûì îãðàíè÷åíèåì-ðàâåíñòâîì, â êîòîðîé âûäåëÿåìîå ðåãóëÿðíûì ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà îï-

òèìàëüíîå óïðàâëåíèå âåäåò ñåáÿ íåóñòîé÷èâî ê âîçìóùåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ, ìîæíî íàéòè

â ðàáîòå [1℄.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ (íåêîððåêòíîñòüþ) êëàññè÷åñêèõ óñëî-

âèé îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷àõ óñëîâíîé âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, â ðàáîòàõ [2�4℄ áûëî ïðåäëîæå-

íî ðàññìàòðèâàòü òàê íàçûâàåìûå óñòîé÷èâûå ñåêâåíöèàëüíûå, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ðåãó-

ëÿðèçîâàííûå, ïðèíöèïû Ëàãðàíæà (òàê êàê îíè èñïîëüçóþò ëèøü êîíñòðóêöèþ ðåãóëÿðíîé

�óíêöèè Ëàãðàíæà, òî èõ ìîæíî íàçûâàòü òàêæå óñòîé÷èâûìè ñåêâåíöèàëüíûìè (ðåãóëÿ-

ðèçîâàííûìè) òåîðåìàìè Êóíà�Òàêêåðà), ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ íà ýëåìåíòû ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Ïðå-

îäîëåíèå íåóñòîé÷èâîñòè îáåñïå÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè äâîéñòâåííîé

ðåãóëÿðèçàöèè [2�6℄ è îäíîâðåìåííîãî ïåðåõîäà ê ðàññìîòðåíèþ ïîíÿòèÿ ìèíèìèçèðóþùåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïîíÿòèÿ îïòèìèçàöèîííîé

òåîðèè, òî åñòü, äðóãèìè ñëîâàìè, ïåðåõîäà ñ ÿçûêà îïòèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà ñåêâåíöèàëü-

íûé ÿçûê ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå âûðàæåíèÿ

¾óñòîé÷èâûé ñåêâåíöèàëüíûé ïðèíöèï Ëàãðàíæà¿ äëÿ �îðìóëèðóåìûõ â [2�4℄ óñëîâèé íà ìè-

íèìèçèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî îíè, âî-ïåðâûõ, ñòðóêòóðíî óñòðî-

åíû òàê æå, êàê è èõ êëàññè÷åñêèå àíàëîãè, è, âî-âòîðûõ, íà îñíîâå îáû÷íîé êîíñòðóêöèè

�óíêöèè Ëàãðàíæà îáåñïå÷èâàþò ïàðàëëåëüíîå óñòîé÷èâîå êîíñòðóèðîâàíèå êàê ìèíèìèçè-

ðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîé ïåðåìåííîé, òàê è ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

äâîéñòâåííîé ïåðåìåííîé, ÿâëÿþùåéñÿ ìàêñèìèçèðóþùåé â äâîéñòâåííîé ê èñõîäíîé çàäà÷å.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå öåëè äàííîé ðàáîòû.

1. Äîêàçàòåëüñòâî è îáñóæäåíèå ðåãóëÿðèçîâàííûõ ïðèíöèïà Ëàãðàíæà (ÏË) è ÏÌÏ â èòå-

ðàöèîííîé �îðìå äëÿ äâóõ âûïóêëûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ñèëüíî âûïóêëûì

öåëåâûì �óíêöèîíàëîì. Îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé

ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ �èêñèðîâàííûì âðåìåíåì, ñ ïîòî-

÷å÷íûì �àçîâûì îãðàíè÷åíèåì òèïà ðàâåíñòâà è êîíå÷íûì ÷èñëîì �óíêöèîíàëüíûõ îãðàíè-

÷åíèé òèïà ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà. Äðóãàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ëèíåéíûì ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñ �èêñèðîâàííûì âðåìåíåì, ñ ðàñïðåäåëåííûì,

íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óïðàâëåíèÿìè è ñ îïåðàòîðíûì ïîëó�àçîâûì îãðàíè÷åíèåì òèïà

ðàâåíñòâà.

2. Èëëþñòðàöèÿ ïðèíöèïèàëüíûõ âîçìîæíîñòåé ïðàêòè÷åñêîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåóñ-

òîé÷èâûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî íà îñíîâå àëãîðèòìîâ ïîëó÷àåìûõ

â ðàáîòå ðåãóëÿðèçîâàííûõ ïðèíöèïîâ ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â èòåðàöèîííîé �îðìå.

Äîêàçàòåëüñòâî óêàçàííûõ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ÏÌÏ ïðîõîäèò ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Âî-

ïåðâûõ, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â �îðìå ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è âû-

ïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè

òèïà ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà. Âî-âòîðûõ, â óêàçàííîé ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å íà îñíîâå ìåòî-

äîâ ðàáîò [2�4℄ äîêàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûé ÏË â èòåðàöèîííîé �îðìå. Â-òðåòüèõ, ýòîò

ðåãóëÿðèçîâàííûé ÏË ¾ðàñøè�ðîâûâàåòñÿ¿ â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùåé èñõîäíîé çàäà÷è îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, �îðìóëèðóåòñÿ è ñîîòâåòñòâóþùèé ðåãóëÿðèçîâàí-

íûé èòåðàöèîííûé ÏË â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Íàêîíåö, â-÷åòâåðòûõ, ïîñëåäíèé

ïîðîæäàåò è ñîîòâåòñòâóþùèé ðåãóëÿðèçîâàííûé èòåðàöèîííûé ÏÌÏ â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ.

�àáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ðåãóëÿðèçî-

âàííîãî èòåðàöèîííîãî ÏÌÏ â ñëó÷àå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé. Âî âòîðîé ÷àñòè àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ ëèíåéíûì ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Öåíòðàëüíîå âíèìàíèå âî âòîðîé ÷àñòè

óäåëÿåòñÿ òàêæå ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïîëó÷àåìîãî çäåñü ðåãóëÿðèçîâàííîãî ÏÌÏ â èòåðà-

öèîííîé �îðìå â ñëó÷àå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû.
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� 1. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííîé ñõåìîé ïîëó÷åíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ðàññìîòðèì

ïðåæäå âñåãî ïàðàìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

(P δ
p,r) f δ(z) → min, Aδz = hδ + p, gδi (z) 6 ri, i = 1, . . . ,m, z ∈ D ⊂ Z.

Çäåñü p ∈ H, r = (r1, . . . , rm)∗ ∈ R
m
� ïàðàìåòðû, f δ : D → R

1
� ñèëüíî âûïóêëûé íåïðå-

ðûâíûé �óíêöèîíàë, gδi : D → R
1
, i = 1, . . . ,m, � âûïóêëûå íåïðåðûâíûå �óíêöèîíàëû,

gδ(z) ≡ (gδ1(z), . . . , g
δ
m(z))∗, hδ ∈ H � çàäàííûé ýëåìåíò, Aδ : Z → H � ëèíåéíûé îãðàíè-

÷åííûé îïåðàòîð, D � îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, Z, H � ãèëüáåðòîâû

ïðîñòðàíñòâà. Âåðõíèé èíäåêñ δ â èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è (P δ
p,r) îçíà÷àåò, ÷òî ýòè äàííûå ëè-

áî ñîîòâåòñòâóþò ñèòóàöèè èõ òî÷íîãî çàäàíèÿ (δ = 0), ëèáî ÿâëÿþòñÿ âîçìóùåííûìè (δ > 0),
òî åñòü çàäàþòñÿ ñ îøèáêîé, δ ∈ [0, δ0], δ0 > 0, � íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå ÷èñëî.

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ðàáîòå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ D ìû ñ÷èòàåì îãðàíè-

÷åííûì, òàê êàê òàêîâûì îíî áóäåò ÿâëÿòüñÿ â îáîèõ ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå çàäà÷àõ îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ñëó÷àé çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (P δ
p,r) ñ íåîãðàíè÷åííûì D

ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòå [2℄.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

|f δ(z1)−f
δ(z2)| 6 LM‖z1−z2‖, |gδi (z1)−g

δ
i (z2)| 6 LM‖z1−z2‖, z1, z2 ∈ D∩SM , i = 1, . . . ,m,

ãäå LM > 0�ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò δ, SM ≡ {z ∈ Z : ‖z‖ 6M}.
Íèæå öåíòðàëüíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è (P 0

p,r) áóäåò èãðàòü ïîíÿòèå ìèíèìèçèðóþùå-

ãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ñìûñëå [7℄. Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ìèíèìèçèðóþùèì ïðèáëèæåííûì

ðåøåíèåì ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zi, i = 1, 2, . . ., äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû ñî-

îòíîøåíèÿ f0(zi) 6 β0(p, r) + δi, zi ∈ D0ǫi
p,r , äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñõîäÿùèõñÿ

ê íóëþ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë δi, ǫi, i = 1, 2, . . .. Çäåñü β0(p, r) � îáîáùåííàÿ íèæíÿÿ ãðàíü

â çàäà÷å (P 0
p,r), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó �óíêöèåé ïàðàìåòðîâ

(p, r) ∈ H × R
m
,

β0(p, r) ≡ β0+0(p, r) ≡ lim
ǫ→+0

β0ǫ (p, r), β0ǫ (p, r) ≡ inf
z∈D0ǫ

p,r

f0(z), β0ǫ (p, r) ≡ +∞, åñëè D0ǫ
p,r = ∅,

Dδǫ
p,r ≡ {z ∈ D : ‖Aδz − hδ − p‖ 6 ǫ, gδi (z) 6 ri + ǫ, i = 1, . . . ,m}, D00

p,r ≡ D0
p,r.

Î÷åâèäíî, â ñèòóàöèè îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è îáùåãî âèäà β0(p, r) 6 β00(p, r), ãäå β
0
0(p, r)�

êëàññè÷åñêîå çíà÷åíèå çàäà÷è. Íî â ñëó÷àå ïîñòàâëåííîé âûøå çàäà÷è (P 0
p,r) èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî β0(p, r) = β00(p, r). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé (ñì.,

íàïðèìåð, [8℄).

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ çíà÷åíèé β0 : H × R
m → R

1 ∪ {+∞} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è ïîëóíåïðå-

ðûâíîé ñíèçó.

Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (P 0
p,r) (åäèíñòâåííîå) ñóùåñòâóåò, áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç z0p,r. Çàìå-

òèì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìèçèðóþùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ýòîé çàäà÷å, î÷åâèäíî,

ñëåäóåò è åå ðàçðåøèìîñòü.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

|f δ(z)− f0(z)| 6 Cδ(1 + ‖z‖), |gδ(z)− g0(z)| 6 Cδ(1 + ‖z‖) ∀ z ∈ D,

‖Aδz −A0z‖ 6 Cδ(1 + ‖z‖) ∀ z ∈ Z, ‖hδ − h0‖ 6 Cδ,
(1.1)

ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò δ.
Ââåäåì �óíêöèîíàë Ëàãðàíæà

Lδ
p,r(z, µ0, λ, µ) ≡ µ0f

δ(z) + 〈λ,Aδz − hδ − p〉+ 〈µ, gδ(z)− r〉,

Lδ
p,r(z, 1, λ, µ) ≡ Lδ

p,r(z, λ, µ), z ∈ D, µ0 > 0, λ ∈ H, µ ∈ R
m,



�åãóëÿðèçîâàííûé èòåðàöèîííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà 477

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2016. Ò. 26. Âûï. 4

è ñîîòâåòñòâóþùóþ äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó

V δ
p,r(λ, µ) → sup, V δ

p,r(λ, µ) ≡ inf
z∈D

Lδ
p,r(z, λ, µ), (λ, µ) ∈ H ×R

m
+ . (1.2)

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà D äâîéñòâåííûé �óíêöèîíàë V δ
p,r, î÷åâèäíî, îïðåäåëåí

è êîíå÷åí äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà (λ, µ) ∈ H × R
m
. Ïðè ýòîì, ÷òî òàêæå î÷åâèäíî, çíà÷åíèå

V δ
p,r(λ, µ) äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì ýëåìåíòå zδ [λ, µ] ≡ argmin {Lδ

p,r(z, λ, µ), z ∈ D} ïðè

(λ, µ) ∈ H × R
m
+ , R

m
+ ≡ {x ∈ R

m : x > 0}. Çàìåòèì îäíîâðåìåííî, ÷òî â ñèëó îöåíîê (1.1) è

îãðàíè÷åííîñòè D ñïðàâåäëèâà îöåíêà |V δ
p,r(λ, µ) − V 0

p,r(λ, µ)| 6 Cδ(1 + ‖λ‖ + |µ|), â êîòîðîé

ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò λ, µ, δ. Åå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â [6℄.

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [2℄), ÷òî êàæäûé âåêòîð Êóíà�Òàêêåðà çàäà÷è (P 0
p,r)

(λ∗, µ∗) åñòü ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è (1.2) ïðè δ = 0, â ïàðå ñ z0p,r ñîñòàâëÿåò ñåäëî-

âóþ òî÷êó �óíêöèè Ëàãðàíæà L0
p,r(·, ·, ·), à âçÿòûé ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, òî åñòü âåêòîð

−(λ∗, µ∗), ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ñóáäè��åðåíöèàëà (â ñìûñëå âûïóêëîãî àíàëèçà) ∂β0(p, r), îä-
íîâðåìåííî âåêòîð (−(λ∗, µ∗),−1) � íîðìàëü ê epiβ0 â òî÷êå (p, r, β0(p, r)).

Òåîðåìà 1 (êëàññè÷åñêèé ïàðàìåòðè÷åñêèé ÏË â íåäè��åðåíöèàëüíîé �îðìå). Ïóñòü

�óíêöèÿ f0 : D → R
1
âûïóêëà, β0(p, r) < +∞, ìíîæåñòâî D ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è çàìêíó-

òûì (âîçìîæíî, íåîãðàíè÷åííûì). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ïóñòü z0p,r ∈ D0
p,r ≡ {z ∈ D : A0z − h0 − p = 0, g0i (z) 6 ri, i = 1, . . . ,m} � îïòèìàëüíûé

ýëåìåíò â çàäà÷å (P 0
p,r), òî åñòü f

0(z0p,r) = β0(p, r). Ïóñòü òàêæå ζ ∈ ∂β0(p, r), ãäå ∂β0(p, r) �
ñóáäè��åðåíöèàë â ñìûñëå âûïóêëîãî àíàëèçà. Òîãäà äëÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ ∈ H,

µ ∈ R
m
+ , (λ, µ) = −ζ, ïðè µ0 = 1 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

L0
p,r(z

0
p,r, µ0, λ, µ) 6 L0

p,r(z, µ0, λ, µ) ∀ z ∈ D, µi(g
0
i (z

0
p,r)− ri) = 0, i = 1, . . . ,m (1.3)

è ïðè ýòîì −ζ = (λ, µ) � âåêòîð Êóíà�Òàêêåðà çàäà÷è (P 0
p,r).

È íàîáîðîò, åñëè z0p,r ∈ D0
p,r � òàêîé ýëåìåíò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ µ0 > 0, λ ∈ H,

µ ∈ R
m
+ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.3), òî ýòîò ýëåìåíò îïòèìàëåí â çàäà÷å (P 0

p,r), ïà-
ðà (λ/µ0, µ/µ0) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì Êóíà�Òàêêåðà äëÿ íåå è îäíîâðåìåííî (−λ/µ0,−µ/µ0) ∈
∈ ∂β0(p, r).

2. Ïóñòü z0p,r ∈ D0
p,r � îïòèìàëüíûé ýëåìåíò â çàäà÷å (P 0

p,r), (p, r) ∈ ∂ domβ0 è ζ ∈
∈ ∂∞β0(p, r), ζ 6= 0, ãäå ∂∞β0(p, r) � ñèíãóëÿðíûé (àñèìïòîòè÷åñêèé) ñóáäè��åðåíöèàë (ñì.,
íàïðèìåð, [9℄), îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé

∂∞β0(p, r) ≡ {(λ, µ) ∈ H × R
m : ((λ, µ), 0) ∈ Nepi β0((p, r), β0(p, r))}.

Òîãäà äëÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ ∈ H, µ ∈ R
m
+ , (λ, µ) = −ζ, ñîîòíîøåíèÿ (1.3) âûïîëíÿ-

þòñÿ ïðè µ0 = 0.
È íàîáîðîò, åñëè z0p,r ∈ D0

p,r � òàêîé ýëåìåíò, ÷òî ïðè µ0 = 0 è íåêîòîðûõ λ ∈ H,

µ ∈ R
m
+ , (λ, µ) 6= 0, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.3), òî (p, r) ∈ ∂ dom β0 è îäíîâðåìåííî

(−λ,−µ) ∈ ∂∞β0(p, r).

Äîêàçàòåëüñòâî ñ�îðìóëèðîâàííîãî â òåîðåìå 1 êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ÏË, ïåð-

âàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ êëàññè÷åñêóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ òåîðåìó Êóíà�Òàêêåðà

â âûïóêëîì ïðîãðàììèðîâàíèè, ìîæíî íàéòè â [2℄.

Çàìå÷àíèå 1. Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ïî ñóòè äåëà, �îðìóëèðîâêó

êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Êóíà�Òàêêåðà (ñì., íàïðèìåð, [10, 11℄) ñ èñïîëüçîâàíèåì âìåñòî ïîíÿ-

òèÿ âåêòîðà Êóíà�Òàêêåðà ýêâèâàëåíòíîãî â äàííîì êîíòåêñòå ïîíÿòèÿ ñóáäè��åðåíöèàëà

�óíêöèè çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì ïàðà äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (λ/µ0, µ/µ0), î êîòîðîé èäåò ðå÷ü
â îáîèõ óòâåðæäåíèÿõ ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 1, ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî âåêòîðîì Êóíà�Òàêêåðà

çàäà÷è (P 0
p,r) è ðåøåíèåì äâîéñòâåííîé çàäà÷è (1.2) ïðè δ = 0.
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Çàìå÷àíèå 2. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ÏË òåîðåìû 1 ¾íå îõâàòûâàþòñÿ¿ çàäà÷è (P 0
p,r),

äëÿ êîòîðûõ îäíîâðåìåííî ∂β0(p, r) = ∅ è ∂∞β0(p, r) = {0}, ÷òî âïîëíå âîçìîæíî äëÿ çàäà÷

ñ îãðàíè÷åíèÿìè, çàäàâàåìûìè îïåðàòîðàìè ñ áåñêîíå÷íîìåðíûìè îáðàçàìè. Èç òåîðåìû ñëå-

äóåò, ÷òî îáû÷íûé íåâûðîæäåííûé (ðåãóëÿðíûé èëè íåðåãóëÿðíûé) ÏË â çàäà÷å (P 0
p,r) âûïîë-

íÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî õîòÿ áû îäíî èç äâóõ ñîîòíîøåíèé ∂β0(p, r) 6= ∅,

∂∞β0(p, r) 6= {0}.

Ñ�îðìóëèðîâàííûé â òåîðåìå 1 êëàññè÷åñêèé ïàðàìåòðè÷åñêèé ÏË â íåäè��åðåíöèàëü-

íîé �îðìå ïîçâîëÿåò íà îñíîâå õîðîøî èçâåñòíûõ ñâîéñòâ âûïóêëûõ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó

�óíêöèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå îõàðàêòåðèçîâàòü ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê (p, r) ∈ domβ0,
äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è (P 0

p,r) ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,

�óíêöèÿ β0 ðàçðûâíà â òî÷êå (p, r) ∈ domβ0. À èìåííî, êàê ïîêàçàíî â [4℄, ñâîéñòâî íåóñòîé-

÷èâîñòè çàäà÷è (P 0
p,r) òåñíåéøèì îáðàçîì ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì íåíóëåâîãî ýëåìåíòà â àñèìï-

òîòè÷åñêîì ñóáäè��åðåíöèàëå ∂∞β0(p, r). Äðóãèìè ñëîâàìè, íåóñòîé÷èâûå çàäà÷è çàâåäîìî

íàõîäÿòñÿ òàì, ãäå ∂∞β0(p, r) 6= {0}, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò èìåòü ìåñòî òîëüêî òàì, ãäå

∂β0(p′, r′) íå îãðàíè÷åí íà ìíîæåñòâå òî÷åê (p′, r′) èç îêðåñòíîñòè òî÷êè (p, r). Ñîãëàñíî õîðîøî
èçâåñòíûì ñâîéñòâàì âûïóêëûõ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó �óíêöèé (ñì., íàïðèìåð, ñëåäñòâèÿ

2.2 è 2.3 â [12℄) â ñëó÷àå íåïóñòîòû int domβ0 òî÷êè (p, r), ñîîòâåòñòâóþùèå íåóñòîé÷èâûì

çàäà÷àì (�óíêöèÿ β0 ðàçðûâíà â òî÷êå (p, r)), ìîãóò íàõîäèòüñÿ ëèøü íà ãðàíèöå ýòîãî ìíî-

æåñòâà. Â ñëó÷àå æå ïóñòîòû int domβ0, ÷òî ¾áîëåå õàðàêòåðíî¿ äëÿ çàäà÷ ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì
H, òàêèå òî÷êè ñóùåñòâóþò â ëþáîé ¾îêðåñòíîñòè¿ ëþáîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è (P 0

p,r). Çà-

ìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ âî ââåäåíèè ê ñòàòüå [4℄

èëëþñòðàòèâíûõ ïðèìåðàõ íåóñòîé÷èâîñòè çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è íàñëåäóåìîé

íåóñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÏË.

� 2. �åãóëÿðèçàöèÿ íà îñíîâå äâîéñòâåííîñòè â çàäà÷å âûïóêëîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ñèëüíî âûïóêëûì �óíêöèîíàëîì êà÷åñòâà

Îïèøåì â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å äâà îñíîâàííûõ íà òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ðåãóëÿðèçèðóþ-

ùèõ àëãîðèòìà [2,5,6℄ ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ z0p,r çàäà÷è (P 0
p,r), à òàêæå

ñ�îðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû èõ ñõîäèìîñòè. Ïðåäïîëàãàåì â äàííîì ïàðàãðà�å,

÷òî çàäà÷à (P 0
p,r) ðàçðåøèìà.

1. Àëãîðèòì äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (λδ,αp,r , µ
δ,α
p,r ) åäèíñòâåí-

íóþ â H × R
m
+ òî÷êó, äàþùóþ íà ýòîì ìíîæåñòâå ìàêñèìóì ñèëüíî âîãíóòîìó �óíêöèîíàëó

Rδ,α
p,r (λ, µ) ≡ V δ

p,r(λ, µ)−α‖λ‖
2−α|µ|2, (λ, µ) ∈ H×R

m
+ . Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ

δ/α(δ) → 0, α(δ) → 0, δ → 0. (2.1)

Àëãîðèòì äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè [5℄ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è âûïóêëîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ (P 0
p,r) ñ ñèëüíî âûïóêëûì �óíêöèîíàëîì öåëè çàêëþ÷àåòñÿ â àïïðîêñèìà-

öèè ïðè δ → 0 òî÷íîãî ðåøåíèÿ z0p,r, ðåãóëÿðèçîâàííûìè ýëåìåíòàìè zδ [λ
δ,α(δ)
p,r , µ

δ,α(δ)
p,r ] ïðè

óñëîâèè ñîãëàñîâàíèÿ (2.1). Ïîä÷åðêíåì ïðè ýòîì, ÷òî ñ �îðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýëåìåíòû

(λ
δ,α(δ)
p,r , µ

δ,α(δ)
p,r ) êîíñòðóèðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ñòàáèëèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà (ñì.,

íàïðèìåð, [10℄), ïðèìåíåííûì ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè V 0
p,r(λ, µ) → sup, (λ, µ) ∈ H×R

m
+ , ÿâëÿþ-

ùåéñÿ äâîéñòâåííîé ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíîé çàäà÷å (P 0
p,r). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè [2, 5, 6℄.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäà÷à (P 0
p,r) ðàçðåøèìà è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ (2.1). Òî-

ãäà, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàçðåøèìà èëè íåò äâîéñòâåííàÿ ê (P 0
p,r) çàäà÷à (ñóùåñòâóåò

âåêòîð Êóíà�Òàêêåðà â íåé èëè íåò), ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

f0(zδ[λδ,α(δ)p,r , µδ,α(δ)p,r ]) → f0(z0p,r), A0zδ[λδ,α(δ)p,r , µδ,α(δ)p,r ]− h0 − p→ 0,

g0i (z
δ [λδ,α(δ)p,r , µδ,α(δ)p,r ])− ri 6 φ(δ), i = 1, . . . ,m, φ(δ) > 0, φ(δ) → 0,

〈(
λδ,α(δ)p,r , µδ,α(δ)p,r

)
,
(
Aδzδ [λδ,α(δ)p,r , µδ,α(δ)p,r ]− hδ − p, gδ(zδ [λδ,α(δ)p,r , µδ,α(δ)p,r ])− r

)〉
→ 0, δ → 0.
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Åñëè ñèëüíî âûïóêëûé �óíêöèîíàë f0 ÿâëÿåòñÿ ñóáäè��åðåíöèðóåìûì (â ñìûñëå âûïóêëîãî

àíàëèçà) íà D, òî âûïîëíÿåòñÿ è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå ‖zδ[λ
δ,α(δ)
p,r , µ

δ,α(δ)
p,r ]−z0p,r‖ → 0, δ → 0.

Îäíîâðåìåííî ñïðàâåäëèâî è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå lim
δ→+0

V 0
p,r(λ

δ,α(δ)
p,r , µ

δ,α(δ)
p,r ) =

= sup
(λ,µ)∈H×R

m
+

V 0
p,r(λ, µ) = f0(z0p,r). Åñëè æå äâîéñòâåííàÿ ê (P 0

p,r) çàäà÷à ðàçðåøèìà, òî èìååò

ìåñòî ñõîäèìîñòü (λ
δ,α(δ)
p,r , µ

δ,α(δ)
p,r ) → (λ0p,r, µ

0
p,r) ïðè δ → 0, ãäå (λ0p,r, µ

0
p,r) ∈ H × R

m
+ åñòü åå

ðåøåíèå ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé.

Èòàê, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, èìååò èëè íåò ðåøåíèå äâîéñòâåííàÿ ê (P 0
p,r) çàäà÷à, ñêîí-

ñòðóèðîâàííûé âûøå äâîéñòâåííûé àëãîðèòì âåäåò ñåáÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, äâîÿêî. Â ñëó÷àå

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è ãåíåðèðóåìîå â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì äâîé-

ñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè ñåìåéñòâî äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (λ
δ,α(δ)
p,r , µ

δ,α(δ)
p,r ), δ → 0, îãðàíè÷å-

íî â H×R
m
+ . Åñëè æå òàêîãî ðåøåíèÿ íåò, òî íîðìû ýëåìåíòîâ ýòîãî ñåìåéñòâà íåîãðàíè÷åííî

âîçðàñòàþò ïðè δ → 0.
Îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè òåîðåìû 2, ñîñòîÿùèé â íåïîñðåä-

ñòâåííîì ðåøåíèè â ïðîñòðàíñòâå H×R
m
íà îñíîâå ìåòîäà ñòàáèëèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà äâîé-

ñòâåííîé ê (P 0
p,r) çàäà÷è, äàåò ¾ïàðàëëåëüíóþ¿ ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåíèé ê z0p,r â ïðîñòðàí-

ñòâå Z ïðè óñëîâèè, ÷òî ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè α ñîãëàñîâàííî ñ âåëè÷èíîé δ, õàðàêòåðèçó-
þùåé îøèáêó èñõîäíûõ äàííûõ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêîé ïðîöåññ ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå

ðåøåíèé Z, ¾ïàðàëëåëüíûé¿ ïðîöåññó ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è â ñëó÷àå ñèòóàöèè òåîðå-

ìû 2, êîãäà èñõîäíûå äàííûå èçâåñòíû òî÷íî (δ = 0, α(δ) = α, (λ0,αp,r , µ
0,α
p,r ) ≡ (λαp,r, µ

α
p,r)), ìû

áóäåì íàçûâàòü, â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèÿìè â òåîðèè ðåãóëÿðèçàöèè (ñì., íàïðèìåð, [10℄),

áàçîâûì ïðîöåññîì.

2. Àëãîðèòì èòåðàòèâíîé äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè. Äàëåå â äàííîì ïàðàãðà-

�å ìû îïèøåì ïðîöåññ èòåðàòèâíîé ðåãóëÿðèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

H×R
m
äëÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé ê (P 0

p,r) çàäà÷è, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîöåññ èòåðàòèâíîé

äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (P 0
p,r). Ýòîò ïðîöåññ â ïðîñòðàí-

ñòâå H × R
m

ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè äåëà, ðåãóëÿðèçîâàííûì èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì îáû÷íîãî

ãðàäèåíòíîãî ïîäúåìà (ñì., íàïðèìåð, [10℄), èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîöåññîì, ïðåäñòàâëÿþ-

ùèì ñîáîé ðåãóëÿðèçîâàííûé êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì Óäçàâû [13, 14℄. Íà êàæäîì åãî øàãå,

ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Z ¾ïàðàëëåëüíîé¿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñèëüíî âûïóêëî-

ãî �óíêöèîíàëà Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (P 0
p,r), âû÷èñëÿþòñÿ ãðàäèåíò öåëåâîãî �óíêöèîíàëà

äâîéñòâåííîé çàäà÷è è îäíîâðåìåííî î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå â ïðîñòðàíñòâå Z ê òî÷íîìó ðå-

øåíèþ z0p,r èñõîäíîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ íåîáÿçàòåëüíî ðåøàòü ðåãóëÿðèçîâàííóþ

äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè α ñ ïî-

ìîùüþ áåñêîíå÷íîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, êàê ýòî áûëî áû íóæíî äåëàòü â ñîîòâåòñòâèè

ñ îðãàíèçàöèåé áàçîâîãî ïðîöåññà èëè îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðè-

çàöèè. Ïðîöåññ èòåðàòèâíîé äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè ïîçâîëÿåò ïðè ðåøåíèè èñõîäíîé

çàäà÷è (P 0
p,r) îáúåäèíèòü äâà ¾áåñêîíå÷íûõ¿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññà àëãîðèòìà äâîéñòâåííîé

ðåãóëÿðèçàöèè, îäèí èç êîòîðûõ � îáùèé ïðîöåññ ìàêñèìèçàöèè äâîéñòâåííîãî �óíêöèîíàëà,

à äðóãîé � ïðîöåññ ìàêñèìèçàöèè ðåãóëÿðèçîâàííîãî äâîéñòâåííîãî �óíêöèîíàëà ïðè î÷åðåä-

íîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè α, â îäèí áåñêîíå÷íûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Ïðîöåññ
èòåðàòèâíîé äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè ñòàáèëèçèðóåòñÿ (êàê ýòî ïðèíÿòî ãîâîðèòü â òåî-

ðèè èòåðàòèâíîé ðåãóëÿðèçàöèè, ñì., íàïðèìåð, [10℄) ê áàçîâîìó ïðîöåññó, ñõîäÿùåìóñÿ â ñèëó

òåîðåìû 2 ê ðåøåíèþ z0p,r. Òàêèì îáðàçîì, ýòè äâà ïðîöåññà, áàçîâûé è ïðîöåññ èòåðàòèâíîé

äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè, ¾èäóò¿ ïàðàëëåëüíî, ¾ïðèòÿãèâàÿñü¿ äðóã ê äðóãó, è èç ñõîäè-

ìîñòè áàçîâîãî ïðîöåññà ìû âûâîäèì ïîýòîìó ñõîäèìîñòü ïðîöåññà èòåðàòèâíîé äâîéñòâåííîé

ðåãóëÿðèçàöèè.

Èñïîëüçóåì íèæå îáîçíà÷åíèå (λ0,α
k

p,r , µ0,α
k

p,r ) ≡ (λα
k

p,r, µ
αk

p,r) ≡ (λk, µk), ãäå (λα
k

p,r, µ
αk

p,r), k =
= 0, 1, 2, . . ., � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âûðàáàòûâàåìàÿ àëãîðèòìîì äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè

òåîðåìû 2 â ñëó÷àå δ = 0, α(δ) ≡ α. Çäåñü αk
, k = 1, 2, . . ., � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ.
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Ïóñòü äàëåå δk, k = 1, 2, . . ., � ïðîèçâîëüíàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λ
k
, µk), k = 0, 1, 2, . . ., êîíñòðóèðó-

åòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ èòåðàöèîííûì ïðàâèëîì

(λ
k+1

, µk+1) = PrH×Rm
+

(
(λ

k
, µk) + βk∂V δk

p,r(λ
k
, µk)− 2βkαk(λ

k
, µk)

)
, k = 0, 1, 2, . . . , (2.2)

ãäå (λ
0
, µ0) ∈ H × R

m
+ ,

∂V δ
p,r(λ, µ) = (Aδzδ[λ, µ]− hδ − p, gδ(zδ [λ, µ])− r), (2.3)

à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δk, αk
, βk, k = 0, 1, 2, . . ., óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ

δk > 0, αk > 0, βk > 0, lim
k→∞

(δk + αk + βk) = 0,

αk

αk+1
6 C0,

|αk+1 − αk|

(αk)3βk
→ 0,

βk

(αk)3
→ 0,

δk

(αk)6
→ 0,

∞∑

k=1

αkβk = +∞.
(2.4)

Çàìå÷àíèå 3. Äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû (2.3), ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé âûðàæåíèå äëÿ ãðà-

äèåíòà Ôðåøå �óíêöèîíàëà V δ
p,r(λ, µ), (λ, µ) ∈ H × R

m
+ , ìîæíî íàéòè â [6, ëåììà 3.5.2℄.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, êàê ïîêàçàíî â [6℄ (ñì. òàêæå [5℄), ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå

ñîîòíîøåíèÿ

‖(λ
k
, µk)− (λk, µk)‖ → 0, ‖zδ

k

[λ
k
, µk]− z0[λk, µk]‖ → 0, k → ∞, (2.5)

è, êàê ñëåäñòâèå, ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

f0(zδ
k

[λ
k
, µk]) → f0(z0), A0zδ

k

[λ
k
, µk]−A0z0[λk, µk] → 0,

g0i (z
δk [λ

k
, µk])− g0i (z

0[λk, µk]) → 0, i = 1, . . . ,m, k → ∞,

‖z0[λ
k
, µk]− z0[λk, µk]‖ → 0, ‖zδ

k

[λ
k
, µk]− zδ

k

[λk, µk]‖ → 0.

(2.6)

Ïîëó÷åííûå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò òðàíñ�îðìèðîâàòü òåîðåìó 2 â ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå � òåîðåìó ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà èòåðàòèâíîé äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü çàäà÷à (P 0
p,r) ðàçðåøèìà è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (2.4). Òî-

ãäà âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàçðåøèìà èëè íåò äâîéñòâåííàÿ ê (P 0
p,r) çàäà÷à (ñóùåñòâóåò

âåêòîð Êóíà�Òàêêåðà â íåé èëè íåò), âûïîëíÿþòñÿ ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

f0(zδ
k

[λ
k
, µk]) → f0(z0p,r), A0zδ

k

[λ
k
, µk]− h0 − p→ 0,

g0i (z
δk [λ

k
, µk])− ri 6 φ(δk), φ(δk) > 0, φ(δk) → 0,

〈(
λ
k
, µk

)
,
(
Aδkzδ

k

[λ
k
, µk]− hδ

k

− p, gδ
k

(zδ
k

[λ
k
, µk])− r

)〉
→ 0, δk → 0, k → ∞.

Åñëè ñèëüíî âûïóêëûé �óíêöèîíàë f0 ÿâëÿåòñÿ ñóáäè��åðåíöèðóåìûì íà D, òî ñïðàâåäëè-

âî è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå ‖zδ
k

[λ
k
, µk] − z0p,r‖ → 0, k → ∞. Îäíîâðåìåííî ñ óêàçàííû-

ìè ïðåäåëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè âûïîëíÿåòñÿ è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå lim
δk→+0

V 0
p,r(λ

k
, µk) =

= sup
(λ,µ)∈H×R

m
+

V 0
p,r(λ, µ) = f0(z0p,r). Åñëè äâîéñòâåííàÿ ê (P 0

p,r) çàäà÷à ðàçðåøèìà, òî èìååò

ìåñòî ñõîäèìîñòü (λ
k
, µk) → (λ0p,r, µ

0
p,r), k → ∞, ãäå (λ0p,r, µ

0
p,r) ∈ H × R

m
+ åñòü åå ðåøåíèå

ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé.
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Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ òåîðåìû 3 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âåëè÷è-

íà δk, õàðàêòåðèçóþùàÿ îøèáêó èñõîäíûõ äàííûõ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞. Ýòî óñëîâèå

ÿâëÿåòñÿ âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ âåñüìà îãðàíè÷èòåëüíûì, òàê êàê â ðåàëüíûõ

ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ óêàçàííàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé �èêñèðîâàííîé âåëè÷èíîé, õà-

ðàêòåðèçóþùåé ðàáîòó ðåàëüíîãî èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà è ïî ýòîé ïðè÷èíå íå ðàâíîé íóëþ.

Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì â äàííîì ïàðàãðà�å äàåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ðåãóëÿðèçèðóþùåå ïðàâèëî

îñòàíîâà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà òåîðåìû 3, â êîòîðîì â ïîëíîé ìåðå ó÷èòûâàåòñÿ åå îòìå-

÷åííûé âûøå íåäîñòàòîê.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë δk, αk
, βk, k = 0, 1, 2, . . ., óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.4).

Çà�èêñèðóåì ñëåäóþùåå ïðàâèëî îñòàíîâà ïðîöåññà:

(λ
k+1

, µk+1) = PrH×Rm
+

(
(λ

k
, µk) + βk∂V δ

p,r(λ
k
, µk)− 2βkαk(λ

k
, µk)

)
, k = 0, 1, 2, . . . , (2.7)

ãäå (λ
0
, µ0) ∈ H × R

m
+ , ïðè �èêñèðîâàííîì êîíå÷íîì óðîâíå ïîãðåøíîñòè δ > 0, δ 6 δ1. Ïðè

êàæäîì δ > 0 èòåðàöèè ïðîäîëæàþòñÿ äî òàêîãî íàèáîëüøåãî íîìåðà k = k(δ), ïðè êîòîðîì

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî δk > δ, k = 1, 2, . . . , k(δ). Ñïðàâåäëèâà (ñì. [3℄)

Òåîðåìà 4. Âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàçðåøèìà èëè íåò äâîéñòâåííàÿ ê (P 0
p,r) çàäà÷à

(ñóùåñòâóåò âåêòîð Êóíà�Òàêêåðà â íåé èëè íåò), ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

f0(zδ [λ
k(δ)

, µk(δ)]) → f0(z0p,r), A0zδ[λ
k(δ)

, µk(δ)]− h0 − p→ 0,

g0i (z
δ[λ

k(δ)
, µk(δ)])− ri 6 φ(δ), i = 1, . . . ,m, φ(δ) → 0, δ → 0,

à â ñëó÷àå ñóáäè��åðåíöèðóåìîñòè f0 è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå ‖zδ[λ
k(δ)

, µk(δ)] − z0p,r‖ → 0,

δ → 0, ãäå (λ
k(δ)

, µk(δ))� ðåçóëüòàò k(δ) èòåðàöèé èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (2.7). Äðóãèìè

ñëîâàìè, ýòî ïðàâèëî îñòàíîâà ïîðîæäàåò óñòîé÷èâûé ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêàì èñõîäíûõ

äàííûõ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â çàäà÷å (P 0
p,r).

� 3. �åãóëÿðèçîâàííûå ïðèíöèïû Ëàãðàíæà â çàäà÷å âûïóêëîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ñèëüíî âûïóêëûì �óíêöèîíàëîì êà÷åñòâà

Îáñóæäàåìûå â äàííîì ïàðàãðà�å òàê íàçûâàåìûå óñòîé÷èâûå ñåêâåíöèàëüíûå, èëè, äðó-

ãèìè ñëîâàìè, ðåãóëÿðèçîâàííûå, ÏË áûëè âïåðâûå ïðåäëîæåíû â [2�4℄. Òàê êàê ïðè èõ �îðìó-

ëèðîâàíèè èñïîëüçóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ëèøü îáû÷íîé ðåãóëÿðíîé �óíêöèè Ëàãðàíæà, îíè ìî-

ãóò â ðàâíîé ñòåïåíè íàçûâàòüñÿ è óñòîé÷èâûìè ñåêâåíöèàëüíûìè òåîðåìàìè Êóíà�Òàêêåðà.

Ýòè òåîðåìû �îðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Èõ ìîæ-

íî òðàêòîâàòü êàê îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïðèáëèæåííî

èçâåñòíûìè èñõîäíûìè äàííûìè îäíîèìåííûõ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì, �îðìóëèðóåìûõ â òåðìè-

íàõ îïòèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ðåøåíèé äâîéñòâåííûõ ê èñõîäíûì çàäà÷.

Èõ �óíäàìåíòàëüíîå îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ òåîðåì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè óñòîé÷è-

âû ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ è, êàê ñëåäñòâèå, ìîãóò íåïîñðåäñòâåííî

èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ

ê çàäà÷àì âèäà (P 0
p,r). Çàìåòèì, ÷òî ïðèâîäèìûå íèæå ðåãóëÿðèçîâàííûé ÏË è ðåãóëÿðèçîâàí-

íûé ÏË â èòåðàöèîííîé �îðìå �îðìóëèðóþòñÿ â �îðìå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé

ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìèçèðóþùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â èñõîäíîé çàäà÷å (P 0
p,r). Ïðè ýòîì

�îðìàëüíî íå òðåáóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè åå ðåøåíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè çäåñü óìåñò-

íî îòìåòèòü, ÷òî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Êóíà�Òàêêåðà òàêæå ìîæíî ïðèäàòü âèä êðèòåðèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 5 (ðåãóëÿðèçîâàííûé ïðèíöèï Ëàãðàíæà). Ïóñòü δk, k = 1, 2, . . ., � ïðîèçâîëü-

íàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ òîãî ÷òîáû â çà-

äà÷å (P 0
p,r) ñóùåñòâîâàëî ìèíèìèçèðóþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñó-

ùåñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (λk, µk) ∈ H × R
m
+ , k = 1, 2, . . .,
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òàêàÿ, ÷òî δk‖(λk, µk)‖ → 0, k → ∞, è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

zδ
k

[λk, µk] ∈ Dδkǫk

p,r , ǫk → 0,
〈(
λk, µk

)
,
(
Aδkzδ

k

[λk, µk]− hδ
k

− p, gδ
k

(zδ
k

[λk, µk])− r
)〉

→ 0, k → ∞.
(3.1)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zδ
k

[λk, µk], k = 1, 2, . . ., â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ìèíèìèçèðóþ-

ùèì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì â çàäà÷å (P 0
p,r), à â ñëó÷àå ñóáäè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèîíà-

ëà f0 íà D èìååò ìåñòî è ñõîäèìîñòü zδ
k

[λk, µk] → z0p,r, k → ∞. Îäíîâðåìåííî âûïîëíÿåòñÿ

è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

V 0
p,r(λ

k, µk) → sup
(λ,µ)∈H×R

m
+

V 0
p,r(λ, µ). (3.2)

Â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè äâîéñòâåííîé ê (P 0
p,r) çàäà÷è (λk, µk) → (λ0p,r, µ

0
p,r), k → ∞, ãäå

(λ0p,r, µ
0
p,r) ∈ H × R

m
+ åñòü åå ðåøåíèå ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé.

Îáðàòíî, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìèçèðóþùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â çàäà÷å (P 0
p,r)

äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (λk, µk) ∈ H×
×R

m
+ , k = 1, 2, . . ., òàêîé, ÷òî δk‖(λk, µk)‖ → 0, k → ∞, âûïîëíÿþòñÿ ïðåäåëüíûå ñîîòíî-

øåíèÿ (3.1). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zδ
k

[λk, µk], k = 1, 2, . . ., â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì

ìèíèìèçèðóþùèì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì â çàäà÷å (P 0
p,r), à â ñëó÷àå ñóáäè��åðåíöèðóåìî-

ñòè �óíêöèîíàëà f0 íà D èìååò ìåñòî è ñõîäèìîñòü zδ
k

[λk, µk] → z0, k → ∞. Îäíîâðåìåííî

âûïîëíÿåòñÿ è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (3.2), à êàæäàÿ ñëàáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè (λk, µk) ∈ H×R
m
+ , k = 1, 2, . . ., ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà â äâîéñòâåííîé çàäà÷å

V 0
p,r(λ, µ) → max, (λ, µ) ∈ H × R

m
+ .

Â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (λk, µk) ∈ H × R
m
+ , k = 1, 2, . . ., ìîæåò áûòü âçÿòà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λ
δk ,α(δk)
p,r , µ

δk ,α(δk)
p,r ), k = 1, 2, . . ., ýëåìåíòîâ (λ

δ,α(δ)
p,r , µ

δ,α(δ)
p,r ) èç òåîðåìû 2,

âçÿòûõ ïðè δ = δk.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæåò áûòü íàéäåíî â [2℄. Îòìåòèì, ÷òî â [2℄ ýòà òåîðåìà íîñèò íà-

çâàíèå ðåãóëÿðèçîâàííîé òåîðåìû Êóíà�Òàêêåðà.

Çàìå÷àíèå 4. Âòîðîå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (3.1) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê îáîáùåíèå íà

ñëó÷àé ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êëàññè÷åñêîãî äëÿ òåîðèè îïòèìèçàöèè óñëîâèÿ

äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè.

Ïðèâîäèìûé íèæå â äàííîì ïàðàãðà�å óñòîé÷èâûé ñåêâåíöèàëüíûé ÏË â èòåðàöèîííîé

�îðìå íàöåëåí ïðåæäå âñåãî íà íåïîñðåäñòâåííîå ïðàêòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ âûïóêëîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ ñ ñèëüíî âûïóêëûìè öåëåâûìè �óíêöèîíàëàìè, â òîì ÷èñëå è íåóñòîé÷èâûõ

ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêàì èñõîäíûõ äàííûõ, è ðàçíîîáðàçíûõ ñâîäÿùèõñÿ ê íèì çàäà÷.

Òåîðåìà 6 (ðåãóëÿðèçîâàííûé ïðèíöèï Ëàãðàíæà â èòåðàöèîííîé �îðìå). Ïóñòü δk, k =
= 1, 2, . . ., � ïðîèçâîëüíàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Òîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû â çàäà÷å (P 0
p,r) ñóùåñòâîâàëî ìèíèìèçèðóþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå,

íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (λ
k
, µk) ∈ H × R

m
+ ,

k = 1, 2, . . ., ïîðîæäàåìîé èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì (2.2) ñ óñëîâèÿìè ñîãëàñîâàíèÿ (2.4),

âûïîëíÿëèñü ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

zδ
k

[λ
k
, µk] ∈ Dδkǫk

p,r , ǫk → 0,
〈(
λ
k
, µk

)
,
(
Aδkzδ

k

[λ
k
, µk]− hδ

k

− p, gδ
k

(zδ
k

[λ
k
, µk])− r

)〉
→ 0, k → ∞.

(3.3)

Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zδ
k

[λ
k
, µk], k = 1, 2, . . ., ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìîå ìèíè-

ìèçèðóþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â çàäà÷å (P 0
p,r), à â ñëó÷àå ñóáäè��åðåíöèðóåìîñòè �óíê-
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öèîíàëà f0 íà D èìååò ìåñòî è ñõîäèìîñòü zδ
k

[λ
k
, µk] → z0p,r, k → ∞. Îäíîâðåìåííî âûïîë-

íÿåòñÿ è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

V 0
p,r(λ

k
, µk) → sup

(λ,µ)∈H×Rm
+

V 0
p,r(λ, µ). (3.4)

Îáðàòíî, äëÿ òîãî ÷òîáû â çàäà÷å (P 0
p,r) ñóùåñòâîâàëî ìèíèìèçèðóþùåå ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (λ
k
, µk) ∈

∈ H × R
m
+ , k = 1, 2, . . ., ïîðîæäàåìîé èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì (2.2) ñ óñëîâèÿìè ñîãëàñî-

âàíèÿ (2.4), âûïîëíÿëèñü ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (3.3). Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

zδ
k

[λ
k
, µk], k = 1, 2, . . ., ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ìèíèìèçèðóþùèì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì â çà-

äà÷å (P 0
p,r), à â ñëó÷àå ñóáäè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèîíàëà f0 íà D èìååò ìåñòî è ñõîäè-

ìîñòü zδ
k

[λ
k
, µk] → z0p,r, k → ∞. Îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è ïðåäåëüíîå ñîîòíî-

øåíèå (3.4).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî

çàäà÷à (P 0
p,r) ðàçðåøèìà â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìèçèðóþùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

è óñëîâèé íà åå èñõîäíûå äàííûå. Ïîýòîìó ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (3.3), (3.4) äîêàçûâàåìîé

òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè òåîðåìû 3. Äàëåå, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè â ïåðâóþ

î÷åðåäü çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (P 0
p,r) ðàçðåøèìà áëàãîäàðÿ âêëþ÷åíèÿì zδ

k

[λ
k
, µk] ∈ Dδkǫk

p,r ,

k = 0, 1, . . ., îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zδ
k

[λ
k
, µk], k = 0, 1, . . ., è óñëîâèé íà åå èñõîä-

íûå äàííûå. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 2 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λ0,α
k

, µ0,α
k

) ≡ (λα
k

, µα
k

) ≡
≡ (λk, µk), k = 0, 1, . . ., ïîðîæäàåìàÿ àëãîðèòìîì äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè â ñëó÷àå òî÷-

íîãî çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ, è, êàê ñëåäñòâèå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λ
k
, µk), k = 0, 1, 2, . . .,

ïîðîæäàåìàÿ èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì (2.2) ñ óñëîâèÿìè ñîãëàñîâàíèÿ (2.4), óäîâëåòâîðÿåò

ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì (2.5), (2.6) è (3.4). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zδ
k

[λ
k
, µk],

k = 1, 2, . . ., ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ìèíèìèçèðóþùèì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì â çàäà÷å (P 0
p,r). �

Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ òåîðåìû 6 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà, êàê è òåîðåìà 3 ïðåäïîëàãàåò,

÷òî âåëè÷èíà δk, õàðàêòåðèçóþùàÿ îøèáêó èñõîäíûõ äàííûõ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞.

Òàê êàê ýòî óñëîâèå ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ïðè k → ∞ âåëè÷èíû δk ÿâëÿåòñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ

çàäà÷àõ î÷åíü îãðàíè÷èòåëüíûì, òî, êàê è òåîðåìà 3, òåîðåìà 6 ñíàáæàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì

ðåãóëÿðèçèðóþùèì ïðàâèëîì îñòàíîâà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ýòî ïðàâèëî îñòàíîâà ïðàê-

òè÷åñêè äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ ïðàâèëîì îñòàíîâà, ñ�îðìóëèðîâàííûì â ïàðàãðà�å 2 ïîñëå

òåîðåìû 3 (ñì. òåîðåìó 4), è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè íåóñòîé÷è-

âûõ çàäà÷ íà îñíîâå ðåãóëÿðèçîâàííîãî ÏË â èòåðàöèîííîé �îðìå òåîðåìû 6, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ

óñòîé÷èâûì àëãîðèòìîì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùèõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé â çàäà÷å (P 0
p,r).

� 4. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ

îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

�àññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêóþ âûïóêëóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ �èêñèðîâàí-

íûì âðåìåíåì, ñ íåïðåðûâíûì ñèëüíî âûïóêëûì �óíêöèîíàëîì êà÷åñòâà, ñ ïîòî÷å÷íûì �àçî-

âûì îãðàíè÷åíèåì òèïà ðàâåíñòâà, ïîíèìàåìûì êàê îãðàíè÷åíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

H ≡ L2(X), è êîíå÷íûì ÷èñëîì �óíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà:

(OCδ
p,r)

f δ(u) ≡

∫ T

0

〈
F δ(t)xδ[u](t), xδ [u](t)

〉
+

〈
Gδ(t)u(t), u(t)

〉
dt → min, u ∈ D ⊂ Ll

2(0, T ),

Iδ(u)(t) ≡ 〈Φδ
1(t), x

δ [u](t)〉 = Hδ
1(t) + p1(t) ïðè ï. â. t ∈ X,

gδ1,i(u) ≡ 〈ϕδ
1,i, x

δ [u](T )〉 = hδ1,i + p2,i, i = 1, . . . , k,

gδ2,i(u) ≡ ϕδ
2,i(x

δ[u](T )) 6 ri, i = 1, . . . ,m.
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Çäåñü p1 ∈ H, p2 ≡ (p2,1, . . . , p2,k) ∈ R
k
, p ≡ (p1, p2), r ≡ (r1, . . . , rm) ∈ R

m
� ïàðàìåòðû, f δ :

Ll
2(0, T ) → R

1
� íåïðåðûâíûé ñèëüíî âûïóêëûé �óíêöèîíàë, F δ : [0, T ] → R

n×n
, Gδ : [0, T ] →

→ R
l×l

� èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó îãðàíè÷åííûå íåîòðèöàòåëüíàÿ è ðàâíîìåðíî ïî t ïîëîæè-
òåëüíàÿ ìàòðèöû, Φδ

1, H
δ
1 ∈ L∞(X), ϕδ

1,i ∈ R
n
, i = 1, . . . , k, hδ1 ≡ (hδ1,1, . . . , h

δ
1,k) ∈ R

k
, ϕδ

2,i :

R
n → R

1
� âûïóêëûå íåïðåðûâíûå �óíêöèè, D ≡ {u ∈ Ll

2(0, T ) : u(t) ∈ U ïðè ï. â. t ∈ (0, T )},
U ⊂ R

l
� âûïóêëûé êîìïàêò, X ⊂ [0, T ], X = l X̊, � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî áåç èçîëèðîâàííûõ

òî÷åê ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ, xδ[u](t), t ∈ [0, T ], � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ẋ = Aδ(t)x+Bδ(t)u(t), t ∈ [0, T ], x(0) = x0 ∈ R
n, (4.1)

ñ èçìåðèìûìè ïî Ëåáåãó îãðàíè÷åííûìè ìàòðèöàìè Aδ : [0, T ] → R
n×n

, Bδ : [0, T ] → R
n×l

.

Âåðõíèé èíäåêñ δ â èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è (OCδ
p,r) îçíà÷àåò, ÷òî ýòè äàííûå ëèáî ñîîòâåò-

ñòâóþò ñèòóàöèè èõ òî÷íîãî çàäàíèÿ (δ = 0), ëèáî ÿâëÿþòñÿ âîçìóùåííûìè (δ > 0), òî åñòü

çàäàþòñÿ ñ îøèáêîé, δ ∈ [0, δ0], δ0 > 0 � íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u0p,r
îïòèìàëüíûé ýëåìåíò â çàäà÷å (OC0

p,r) (åäèíñòâåííûé) â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ îòêëîíåíèé âîçìóùåííûõ èñõîä-

íûõ äàííûõ çàäà÷è îò òî÷íûõ:

‖F δ − F 0‖∞,(0,T ) 6 Cδ, ‖Gδ −G0‖∞,(0,T ) 6 Cδ,

‖Φδ
1 − Φ0

1‖∞,X 6 Cδ, ‖Hδ
1 −H0

1‖∞,X 6 Cδ,

|ϕδ
1,i − ϕ0

1,i| 6 Cδ, i = 1, . . . , k, |ϕδ
2,i(x)− ϕ0

2,i(x)| 6 Cδ ∀x ∈ Sn
M , i = 1, . . . ,m,

‖Aδ −A0‖∞,(0,T ) 6 Cδ, ‖Bδ −B0‖∞,(0,T ) 6 Cδ,

(4.2)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò δ, Sn
M ≡ {x ∈ R

n : |x| < M}.
Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (OCδ

p,r) â áîëåå êîìïàêòíîé �îðìå:

(OCδ
p,r)

f δ(u) → min, u ∈ D,

g̃δ1(u) ≡ (Iδ(u), gδ1,1(u), . . . , g
δ
1,k(u)) = h

δ
+ p, gδ2(u) ≡ (gδ2,1(u), . . . , g

δ
2,m(u)) 6 r,

ãäå h
δ
≡ (Hδ

1 , h
δ
1,1, . . . , h

δ
1,k) ∈ L2(0, T ) × R

k
, p ≡ (p1, p2,1, . . . , p2,k) ∈ L2(0, T ) × R

k
.

Ïåðåïèøåì äàëåå çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (OCδ
p,r) â �îðìå çàäà÷è âûïóêëîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ (P δ
p,r) ïàðàãðà�à 1:

(P̃ δ
p,r) f δ(u) → min, u ∈ D, Aδu = hδ + p, gδ(u) 6 r,

ãäå Aδ : Ll
2(0, T ) → L2(X) × R

k ≡ H � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, çàäàâàåìûé ðàâåí-

ñòâîì Aδu ≡ (〈Φδ
1(·), x

δ
0[u](·)〉, 〈ϕ

δ
1,1 , x

δ
0[u](T )〉, . . . , 〈ϕ

δ
1,k, x

δ
0[u](T )〉), x

δ
0[u] � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ñ îäíîðîäíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ẋ = Aδ(t)x+Bδ(t)u(t), x(0) = 0 ∈ R
n, t ∈ [0, T ],

gδ(u) ≡ gδ2(u), h
δ ≡ h

δ
− h̃δ , h̃δ ∈ L2(X) × R

k
� ýëåìåíò, çàäàâàåìûé ðàâåíñòâîì

h̃δ ≡ −(〈Φδ
1(·), x

δ [0](·)〉, 〈ϕδ
1,1 , x

δ[0](T )〉, . . . , 〈ϕδ
1,k, x

δ[0](T )〉).

Ïðè ýòîì, êàê ìîæíî çàìåòèòü,

hδ ≡ (Hδ
1(·)− 〈Φδ

1(·), x
δ [0](·)〉, hδ1,1 − 〈ϕδ

1,1, x
δ[0](T )〉, . . . , hδ1,k − 〈ϕδ

1,k, x
δ[0](T )〉).

Çàïèøåì îöåíêè äëÿ îòêëîíåíèé èñõîäíûõ äàííûõ âîçìóùåííîé çàäà÷è (P̃ δ
p,r) (δ > 0) îò

ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäíûõ äàííûõ íåâîçìóùåííîé çàäà÷è (δ = 0). Ñ ïîìîùüþ õîðîøî èçâåñò-

íûõ ñòàíäàðòíûõ ñðåäñòâ ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖xδ[u]‖
(0)
[0,T ] 6 C1(1 + ‖u‖2,(0,T )), ‖xδ0[u]‖

(0)
[0,T ] 6 C2‖u‖2,(0,T ),

‖xδ[u]− x0[u]‖
(0)
[0,T ] 6 C3δ(1 + ‖u‖2,(0,T )), ‖xδ0[u]− x00[u]‖

(0)
[0,T ] 6 C4δ(1 + ‖u‖2,(0,T )),
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â êîòîðûõ ïîñòîÿííûå C1, C2, C3, C4 > 0 íå çàâèñÿò îò δ è u ∈ Ll
2(0, T ). Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè

îöåíêè â ñîâîêóïíîñòè ñ îöåíêàìè (4.2) îòêëîíåíèÿ âîçìóùåííûõ èñõîäíûõ äàííûõ îò òî÷-

íûõ äëÿ çàäà÷è (OCδ
p,r) áåç òðóäà ïðèâîäÿò ê èñêîìûì îöåíêàì îòêëîíåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ

âîçìóùåííîé çàäà÷è (P̃ δ
p,r) îò ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäíûõ äàííûõ íåâîçìóùåííîé çàäà÷è:

|f δ(u)− f0(u)| 6 C5δ, |gδ(u)− g0(u)| 6 C6δ ∀u ∈ D,

‖Aδu−A0u‖ 6 C7δ(1 + ‖u‖) ∀u ∈ Ll
2(0, T ), ‖hδ − h0‖ 6 C8δ,

ãäå ïîñòîÿííûå C5, C6, C7, C8 > 0 íå çàâèñÿò îò δ ∈ (0, δ0]. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âîñïîëü-

çîâàòüñÿ âñåìè ðåçóëüòàòàìè ïàðàãðà�à 3 è, êàê ñëåäñòâèå, ñ�îðìóëèðîâàòü ðåãóëÿðèçîâàííûå

ÏË äëÿ çàäà÷è (OC0
p,r), ÿâëÿþùèåñÿ ¾ñëåäàìè¿ ñîîòâåòñòâåííî òåîðåì 5, 6.

� 5. �åãóëÿðèçîâàííûé èòåðàöèîííûé ïðèíöèï Ëàãðàíæà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ñ�îðìóëèðóåì â äàííîì ïàðàãðà�å ðåãóëÿðèçîâàííûé ÏË â èòåðàöèîííîé �îðìå â çàäà÷å

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (OCδ
p,r), ÿâëÿþùèéñÿ ¾ñëåäîì¿ ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû 6. Îáî-

çíà÷èì ñ ýòîé öåëüþ ÷åðåç Λ ≡ (λ1, λ2) ∈ H ≡ H × R
k
, µ ∈ R

m
äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå

â èñõîäíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (OCδ
p,r) è çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ åå �óíêöèè

Ëàãðàíæà

Lδ
p,r(u,Λ, µ) ≡ Lδ

p,r(u, λ1, λ2, µ) ≡ f δ(u) + 〈Λ, Aδu− hδ − p〉+ 〈µ, gδ2(u)− r〉 =

= f δ(u) + 〈λ1, I
δ(u)−Hδ

1 − p1〉+ 〈λ2, g
δ
1(u)− hδ1 − p2〉+ 〈µ, gδ2(u)− r〉 =

=

∫ T

0

(
〈F δ(t)xδ[u](t), xδ [u](t)〉 + 〈Gδ(t)u(t), u(t)〉

)
dt+

+

∫ T

0
λ1(t)

(
〈Φδ

1(t), x
δ[u](t)〉 −Hδ

1(t)− p1(t)
)
dt+

+

k∑

i=1

λ2,i

(
〈ϕδ

1,i, x
δ[u](T )〉 − hδ1,i − p2,i

)
+

m∑

i=1

µi

(
ϕδ
2,i(x

δ[u](T )) − ri

)
,

(5.1)

ãäå λ2 ≡ (λ2,1, . . . , λ2,k), µ ≡ (µ1, . . . , µm), gδ1(u) ≡ (gδ1,1(u), . . . , g
δ
1,k(u)), g

δ
2(u) ≡ (gδ2,1(u), . . . ,

gδ2,m(u)). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Dδǫ
p,r ≡ {u ∈ D : ‖(Iδ(u) − Hδ

1 − p1, g
δ
1(u) − h1 − p2)‖ 6 ǫ,

gδ2,i(u) 6 ri + ǫ, i = 1, . . . ,m}, uδ[Λ, µ] = uδ[λ1, λ2, µ] = argmin
u∈D

Lδ
p,r(u, λ1, λ2, µ). Òîãäà ¾ðàñøè�-

ðîâêà¿ òåîðåìû 6 â òåðìèíàõ èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (OC0
p,r) ïðèâîäèò

ñîîòâåòñòâåííî ê ðåãóëÿðèçîâàííîìó ÏË â èòåðàöèîííîé �îðìå â ýòîé çàäà÷å. Çàìåòèì ïðè

ýòîì, ÷òî áëàãîäàðÿ ñïåöè�èêå çàäà÷è (OCδ
p,r) è öåëåâîãî �óíêöèîíàëà f δ (îí ÿâëÿåòñÿ âû-

ïóêëûì è êâàäðàòè÷íûì) ëåãêî ïîêàçàòü åãî äè��åðåíöèðóåìîñòü ïî Ôðåøå äëÿ ëþáîé òî÷êè

u ∈ Ll
2(0, T ). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáåñïå÷èâàåò ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü ëþáîãî ìèíèìèçèðóþùåãî

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (OC0
p,r) ê åå îïòèìàëüíîìó ýëåìåíòó u0p,r.

Òåîðåìà 7 (�åãóëÿðèçîâàííûé èòåðàöèîííûé ÏË â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ).

Ïóñòü δk, k = 1, 2, . . ., � ïðîèçâîëüíàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñåë. Äëÿ òîãî ÷òîáû â çàäà÷å (OC0
p,r) ñóùåñòâîâàëî ìèíèìèçèðóþùåå ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå (è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèëüíî ñõîäèëîñü ê u0p,r), íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (Λ
k
, µk) ≡ (λ

k
1, λ

k
2, µ

k) ∈ H × R
m
+ , k = 1, 2, . . ., ïîðîæäàåìîé

èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì

(Λ
k+1

, µk+1) = PrH×R
m
+

(
(Λ

k
, µk) + βk∂V δk

p,r(Λ
k
, µk)− 2βkαk(Λ

k
, µk)

)
, k = 0, 1, 2, . . . , (5.2)

ãäå (Λ
0
, µ0) ∈ H×R

m
+ , ∂V

δk

p,r(Λ
k
, µk) = (Aδkuδ

k

[Λ
k
, µk]−hδ

k

−p, gδ
k

(uδ
k

[Λ
k
, µk])− r), ñ óñëîâèÿìè

ñîãëàñîâàíèÿ (2.4), âûïîëíÿëèñü ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

uδ
k

[Λ
k
, µk] ∈ Dδkǫk

p,r , ǫk → 0,
〈(
λ
k
1, λ

k
2, µ

k
)
,
(
Iδ

k

(uδ
k

[λ
k
, µk])−Hδk

1 − p1,

gδ
k

1 (uδ
k

[λ
k
, µk])− hδ

k

1 − p2, g
δk

2 (uδ
k

[λ
k
, µk])− r

)〉
→ 0, k → ∞.

(5.3)
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Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uδ
k

[Λ
k
, µk] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìîå ìèíèìèçèðóþùåå

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â çàäà÷å (OC0
p,r), à òàêæå èìåþò ìåñòî ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

uδ
k

[Λ
k
, µk] → u0p,r, V 0

p,r(Λ
k
, µk) ≡ inf

u∈D
Lδ
p,r(u,Λ

k
, µk) → sup

(Λ,µ)∈H×Rm
+

V 0
p,r(Λ, µ), k → ∞. (5.4)

Îáðàòíî, äëÿ òîãî ÷òîáû â çàäà÷å (OC0
p,r) ñóùåñòâîâàëî ìèíèìèçèðóþùåå ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (Λ
k
, µk) ∈

∈ H × R
m
+ , k = 1, 2, . . ., ïîðîæäàåìîé èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì (5.2) ñ óñëîâèÿìè ñîãëàñî-

âàíèÿ (2.4), âûïîëíÿëèñü ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (5.3). Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

uδ
k

[Λ
k
, µk], k = 1, 2, . . ., ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ìèíèìèçèðóþùèì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì â çà-

äà÷å (OC0
p,r), è ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (5.4).

Êàê è â àáñòðàêòíîé çàäà÷å (P δ
p,r), â ñëó÷àå çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ ñ îøèáêîé �èêñèðî-

âàííîãî êîíå÷íîãî óðîâíÿ δ > 0 â çàäà÷å (OCδ
p,r) ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíî ðåãóëÿðèçèðó-

þùåå ïðàâèëî îñòàíîâà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

(Λ
k+1

, µk+1) = PrH×Rm
+

(
(Λ

k
, µk) + βk∂V δ

p,r(Λ
k
, µk)− 2βkαk(Λ

k
, µk)

)
, k = 0, 1, 2, . . . . (5.5)

À èìåííî, ïðè êàæäîì δ > 0, δ 6 δ1 èòåðàöèè ïðîäîëæàþòñÿ äî òàêîãî íàèáîëüøåãî íîìåðà

k = k(δ), ïðè êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà δk > δ, k = 1, 2, . . . , k(δ).
Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäñòâèåì òåîðåìû 4 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ïðàâèëî îñòàíîâà èòå-

ðàöèîííîãî ïðîöåññà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ïðèíöèïà Ëàãðàíæà â èòåðàöèîííîé �îðìå).

Òåîðåìà 8. Â ñëó÷àå çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ ñ îøèáêîé �èêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî óðîâ-

íÿ δ > 0 â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (OC0
p,r) ìîæåò áûòü âçÿò ýëåìåíò

uδ[Λ
k(δ)

, µk(δ)], ãäå (Λ
k(δ)

, µk(δ)) � ðåçóëüòàò k(δ) èòåðàöèé èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (5.5).

Â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

uδ[Λ
k(δ)

, µk(δ)] → u0p,r, V 0
p,r(Λ

k(δ)
, µk(δ)) → sup

(Λ,µ)∈H×R
m
+

V 0
p,r(Λ, µ), δ → 0.

� 6. �åãóëÿðèçîâàííûé èòåðàöèîííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â çàäà÷å

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

�àññìîòðèì ïðè êàæäîì Λ ∈ H, µ ∈ R
m
çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà Ëàãðàíæà (5.1):

Lδ
p,r(u,Λ, µ) ≡ Lδ

p,r(u, λ1, λ2, µ) → min, u ∈ D. (6.1)

Â äîïîëíåíèå ê ðàíåå ñ�îðìóëèðîâàííûì óñëîâèÿì íà èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è (OC0
p,r) ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî �óíêöèè ϕδ
2,i îáëàäàþò íåïðåðûâíûìè â R

n
ãðàäèåíòàìè ∇xϕ

δ
2,i, i = 1, . . . ,m.

Â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî íåêîòîðîå óïðàâëåíèå

u ∈ D äîñòàâëÿåò ìèíèìóì â çàäà÷å (6.1), ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîñòü íà ýòîì óïðàâëåíèè ÏÌÏ.

Äëÿ çàïèñè ÏÌÏ â çàäà÷å (6.1) ââåäåì ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå: Hδ(x, t, u, ψ, λ1) ≡ 〈ψ,Aδ(t)x+
+Bδ(t)u(t)〉−

( 〈
F δ(t)xδ [u](t), xδ [u](t)

〉
+
〈
Gδ(t)u(t), u(t)

〉
+λ1(t)

( 〈
Φδ
1(t), x

δ [u](t)
〉
−Hδ

1(t)−p1(t)
))
.

Ëåììà 2. Ïðè ñ�îðìóëèðîâàííîì âûøå äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè äè��åðåíöèðóåìîñòè ϕδ
2,i,

i = 1, . . . ,m, óïðàâëåíèå uδp,r[Λ, µ] ïðè ëþáîì (Λ, µ) ∈ H × R
m
+ óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàê-

ñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â çàäà÷å (6.1), ò. å. óäîâëåòâîðÿåò ïðè u = uδp,r[Λ, µ] ñîîòíîøåíèþ ìàê-

ñèìóìà

Hδ(xδ[u](t), u(t), t, ψδ(t), λ1(t)) = max
v∈U

Hδ(xδ [u](t), v, t, ψδ(t), λ1(t)) ïðè ï. â. t ∈ [0, T ], (6.2)

ãäå ψδ(t), t ∈ [0, T ], � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

ψ̇ = −∇xH
δ(xδ[u](t), u(t), t, ψ(t), λ1(t)), ψ(T ) = −

k∑

i=1

λ2,iϕ
δ
1,i −

m∑

i=1

µi
(
∇ϕδ

2,i(x
δ[u](T ))

)
. (6.3)
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Îáðàòíî, â ñèëó âûïóêëîñòè çàäà÷è (OC0
p,r) ëþáîé ýëåìåíò u ∈ D, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðè

(Λ, µ) ∈ H × R
m
+ ñîîòíîøåíèÿì (6.2), (6.3), äîñòàâëÿåò ìèíèìóì â çàäà÷å (6.1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U δ
max[Λ, µ] = U δ

max[λ1, λ2, µ] ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé èç D, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â çàäà÷å (6.1) ïðè ñ�îðìóëèðîâàííîì âûøå äîïîëíè-

òåëüíîì óñëîâèè íåïðåðûâíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèé ϕδ
2,i, i = 1, . . . ,m. Î÷åâèäíî,

â íàøåì ñëó÷àå, áëàãîäàðÿ ñèëüíîé âûïóêëîñòè f δ, ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà
U δ
max[Λ, µ] ≡ {uδmax[Λ, µ]}, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî uδmax[Λ, µ] = uδ[Λ, µ].
Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 7 è ëåììû 2 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûé ïðèíöèï

ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â èòåðàöèîííîé �îðìå äëÿ çàäà÷è (OCδ
p,r).

Òåîðåìà 9 (�åãóëÿðèçîâàííûé èòåðàöèîííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà). Ïóñòü δk,
k = 1, 2, . . ., � ïðîèçâîëüíàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Òîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû â çàäà÷å (OC0
p,r) ñóùåñòâîâàëî ìèíèìèçèðóþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøå-

íèå (è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèëüíî ñõîäèëîñü ê u0p,r), íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (Λ
k
, µk) ∈ H × R

m
+ , k = 1, 2, . . ., ïîðîæäàåìîé èòåðàöèîííûì ïðî-

öåññîì

(Λ
k+1

, µk+1) = PrH×R
m
+

(
(Λ

k
, µk) +

+ βk
(
Aδkuδ

k

max[Λ
k
, µk]− hδ

k

− p, gδ
k

(uδ
k

max[Λ
k
, µk])− r

)
+ 2βkαk(Λ

k
, µk)

)
, k = 0, 1, 2, . . . , (6.4)

ãäå (Λ
0
, µ0) ∈ H ×R

m
+ , ñ óñëîâèÿìè ñîãëàñîâàíèÿ (2.4), âûïîëíÿëèñü ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

uδ
k

max[Λ
k
, µk] ∈ Dδkǫk

p,r , ǫk → 0,
〈(
λ
k
1, λ

k
2, µ

k
)
,
(
Iδ

k

(uδ
k

max[λ
k
, µk])−Hδk

1 − p1,

gδ
k

1 (uδ
k

max[λ
k
, µk])− hδ

k

1 − p2, g
δk

2 (uδ
k

max[λ
k
, µk])− r

)〉
→ 0, k → ∞.

(6.5)

Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uδ
k

max[Λ
k
, µk], k = 1, 2, . . . , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìîå ìè-

íèìèçèðóþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â çàäà÷å (OC0
p,r), à òàêæå èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

uδ
k

max[Λ
k
, µk] → u0p,r, k → ∞. Îäíîâðåìåííî âûïîëíÿåòñÿ è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (5.4).

Îáðàòíî, äëÿ òîãî ÷òîáû â çàäà÷å (OC0
p,r) ñóùåñòâîâàëî ìèíèìèçèðóþùåå ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (Λ
k
, µk) ∈

∈ H × R
m
+ , k = 1, 2, . . ., ïîðîæäàåìîé èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì (6.4) ñ óñëîâèÿìè ñîãëàñî-

âàíèÿ (2.4), âûïîëíÿëèñü ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (6.5). Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

uδ
k

max[λ
k
, µk], k = 1, 2, . . ., ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ìèíèìèçèðóþùèì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì â çà-

äà÷å (OC0
p,r) è èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü uδ

k

max[Λ
k
, µk] → u0p,r, k → ∞. Îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ

ñïðàâåäëèâûì è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

V 0
p,r(Λ

k
, µk) ≡ inf

u∈D
Lδ
p,r(u,Λ

k
, µk) → sup

(Λ,µ)∈H×R
m
+

V 0
p,r(Λ, µ), k → ∞.

Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ðåãóëÿðèçîâàííîãî èòåðàöèîííîãî ÏÌÏ òåîðåìû 9, ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî îí, êàê è ðåãóëÿðèçîâàííûé ÏË òåîðåìû 7, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âåëè÷èíà δk, õàðàêòå-
ðèçóþùàÿ îøèáêó èñõîäíûõ äàííûõ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞. Îäíàêî, êàê è òåîðåìà 7,

òåîðåìà 9 ñíàáæàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ðåãóëÿðèçèðóþùèì ïðàâèëîì îñòàíîâà èòåðàöèîííîãî

ïðîöåññà, ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ñîâïàäàþùèì ñ ïðàâèëîì îñòàíîâà, ñ�îðìóëèðîâàííûì ïîñëå

òåîðåìû 7 (ñì. òåîðåìó 8, â êîòîðîé uδ[Λ
k(δ)

, µk(δ)] ñëåäóåò çàìåíèòü íà uδmax[Λ
k(δ)

, µk(δ)]). Îíî
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷ íà îñíîâå óñòîé÷è-

âîãî èòåðàöèîííîãî ÏÌÏ òåîðåìû 9, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì àëãîðèòìîì ïîñòðîåíèÿ

ìèíèìèçèðóþùèõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé â çàäà÷å (OC0
p,r).
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The stable sequential Pontryagin maximum priniple or, in other words, the regularized Pontryagin maximum

priniple in iterative form is formulated for the optimal ontrol problem of a system of ordinary di�erential

equations with pointwise phase equality onstraint and a �nite number of funtional equality and inequality

onstraints. The main di�erene between it and the lassial Pontryagin maximum priniple is that, �rstly,

it is formulated in terms of minimizing sequenes, seondly, the iterative proess ours in dual spae and,

thirdly, it is resistant to errors of raw data and gives a minimizing approximate solution in the sense of

J. Warga. So it is a regularizing algorithm. The proof of the regularized Pontryagin maximum priniple in

iterative form is based on the methods of dual regularization and iterative dual regularization.
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