
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀ. ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ. ÌÅÕÀÍÈÊÀ. ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2016. Ò. 26. Âûï. 4

ÓÄÊ 517.935, 517.938


© ß.Þ. Ëàðèíà, Ë.È. �îäèíà

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÓÏ�ÀÂËßÅÌÛÕ

ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÈÌÏÓËÜÑÍÛÌ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅÌ

1

Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è ñëàáîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè çàäàííîãî ìíîæåñòâà M
.
=

{
(t, x) ∈ [t0,+∞) × R

n : x ∈ M(t)
}
îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî �óíêöèÿ t 7→M(t) íåïðåðûâíà â ìåòðèêå Õàóñäîð-
�à è äëÿ êàæäîãî t ∈ [t0,+∞) ìíîæåñòâî M(t) íåïóñòî è çàìêíóòî. Òàêæå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè

êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t, x0) óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, âûõîäÿùåãî èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñò-
íîñòè ìíîæåñòâà M(t0), íàéäåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè t

∗
òàêîé, ÷òî òî÷êà (t, x(t, x0)) ïðèíàäëåæèò M ïðè

âñåõ t ∈ [t∗,+∞). Íåêîòîðûå èç ïðåäñòàâëåííûõ çäåñü óòâåðæäåíèé ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ðåçóëüòàòîâ

Å.À. Ïàíàñåíêî è Å.Ë. Òîíêîâà äëÿ ñèñòåì ñ èìïóëüñàìè, â äðóãèõ óòâåðæäåíèÿõ ñóùåñòâåííî èñïîëü-

çóåòñÿ ñïåöè�èêà èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ. �åçóëüòàòû ðàáîòû ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå ìîäå-

ëè ¾âðåäèòåëü�áèîàãåíò¿ ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âáðîñû áèîàãåíòîâ (ïðè-

ðîäíûõ âðàãîâ äàííûõ âðåäèòåëåé) ïðîèñõîäÿò â �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè è êîëè÷åñòâî âðåäè-

òåëåé, ïîòðåáëÿåìûõ â ñðåäíåì îäíèì áèîàãåíòîì çà åäèíèöó âðåìåíè, çàäàåòñÿ òðî�è÷åñêîé �óíêöèåé

Õîëëèíãà. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà M =
{
(t, x) ∈ R

3
+ : x1 6 C1

}
,

ãäå x1 = y1/K, y1 � ðàçìåð ïîïóëÿöèè âðåäèòåëåé, K � åìêîñòü ñðåäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì, �óíêöèè Ëÿïóíîâà, àñèìïòîòè÷å-

ñêè óñòîé÷èâûå ìíîæåñòâà.

DOI: 10.20537/vm160404

Ââåäåíèå

Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì îïèñûâàþò ïîâåäåíèå èçìåíÿþ-

ùèõñÿ âî âðåìåíè ïðîöåññîâ ðàçëè÷íîãî õàðàêòåðà, êîòîðûå ìîãóò ïî÷òè ìãíîâåííî ïåðåõîäèòü

â äðóãîå ñîñòîÿíèå. Ê îäíîìó èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè îòíî-

ñèòñÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè, â êîòîðîé ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ý��åêòèâíûì

ñðåäñòâîì èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé [1�7℄.

Çäåñü ïðåäñòàâëåíî ïðîäîëæåíèå ðàáîò [8,9℄, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ ïîëîæè-

òåëüíîé èíâàðèàíòíîñòè, óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè çàäàí-

íîãî ìíîæåñòâà M
.
=

{
(t, x) ∈ [t0,+∞) × R

n : x ∈ M(t)
}
îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

ñ èìïóëüñàìè. Ïîëó÷åíû íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è ñëà-

áîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ñ�îðìóëèðîâàííûå â òåðìèíàõ �óíêöèé À.Ì. Ëÿïóíîâà

è ïðîèçâîäíîé Ô. Êëàðêà è äîïîëíÿþùèå ðåçóëüòàòû ðàáîò [8, 9℄. Òàêæå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t, x0) óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, âûõîäÿùåãî èç äîñòàòî÷íî

ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà M(t0), íàéäåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè t∗ òàêîé, ÷òî òî÷êà (t, x(t, x0))
ïðèíàäëåæèò M ïðè âñåõ t ∈ [t∗,+∞). Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç ïðåäñòàâëåííûõ çäåñü

óòâåðæäåíèé ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ðåçóëüòàòîâ Å.À. Ïàíàñåíêî è Å.Ë. Òîíêîâà [10,11℄ äëÿ ñè-

ñòåì ñ èìïóëüñàìè, â äðóãèõ óòâåðæäåíèÿõ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ñïåöè�èêà èìïóëüñíîãî

âîçäåéñòâèÿ.

�åçóëüòàòû ðàáîòû ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå ìîäåëè áèîëîãè÷åñêîãî êîíòðîëÿ ïî-

ïóëÿöèè ÷èñëåííîñòè âðåäèòåëåé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âáðîñû áèîàãåíòîâ (ïðèðîäíûõ âðàãîâ

äàííûõ âðåäèòåëåé) ïðîèñõîäÿò â �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè è êîëè÷åñòâî âðåäèòåëåé,

ïîòðåáëÿåìûõ â ñðåäíåì îäíèì áèîàãåíòîì çà åäèíèöó âðåìåíè, çàäàåòñÿ òðî�è÷åñêîé �óíê-

öèåé Õîëëèíãà òèïà II [12℄.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 16�01�00346-à) è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâà-

íèÿ è íàóêè �Ô â ðàìêàõ áàçîâîé ÷àñòè (ïðîåêò 2003).

http://dx.doi.org/10.20537/vm160404
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� 1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

�àññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

ẋ = f(t, x, u), t 6= τi,

∆x|t=τi = g(x,wi), (t, x, u,wi) ∈ [t0,+∞)× R
n × R

m × R
p.

(1.1)

Çäåñü R
n
� n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖x‖ =

√
〈x, x〉, âåêòîðû wi, i = 1, 2, . . . ,

ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè âîçäåéñòâèÿìè, âëèÿþùèìè íà ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ìîìåíòû âðåìå-

íè t = τi, è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â çàäàííîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå W ⊂ R
p
. Ïðåäïîëàãàåì,

÷òî �óíêöèè f(t, x, u) è g(x,w) íåïðåðûâíû äëÿ âñåõ (t, x, u) ∈ [t0,+∞) × R
n × R

m
è âñåõ

(x,w) ∈ R
n × R

p
ñîîòâåòñòâåííî, ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) íåïðåðûâíû ñïðàâà. Îòíîñèòåëüíî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τi}∞i=0 ïîëàãàåì, ÷òî t0 = τ0 < τ1 < τ2 < . . . è lim
i→∞

τi = +∞.

Îïðåäåëåíèå 1. Äîïóñòèìûì ïðîöåññîì óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1) íàçîâåì �óíêöèþ

t 7→ (u(t), w(t), x(t)) ∈ R
m × R

p × R
n,

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) óïðàâëåíèå u(t) îïðåäåëåíî íà I = (t0, τ1)∪(τ1, τ2)∪. . ., îãðàíè÷åíî è èçìåðèìî ïî Ëåáåãó;
2) �óíêöèÿ w(t) = 0 ïðè t ∈ I è w(τi) = wi, wi ∈W,

∆x|t=τi = x(τi)− x(τi − 0) = g(x,wi); i = 1, 2, . . . ;

3) ðåøåíèå x(t) â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(t, x, u(t))

îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ t ∈ (τi−1, τi) è x(τi) = x(τi − 0) + g(x(τi − 0), wi) i = 1, 2, . . . ;
4) èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå u(t) ∈ U(t, x(t)), ãäå U(t, x) ⊂ R

m
� êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî

è �óíêöèÿ (t, x) 7→ U(t, x) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó â ìåòðèêå Õàóñäîð�à ïðè âñåõ (t, x) ∈
∈ [t0,+∞)× R

n.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî M
.
=

{
(t, x) ∈ [t0,+∞) × R

n : x ∈ M(t)
}
, çàäàííîå

�óíêöèåé t 7→M(t), íåïðåðûâíîé â ìåòðèêå Õàóñäîð�à; ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R

ìíîæåñòâî M(t) íåïóñòî è çàìêíóòî. ÏóñòüM r(t) � çàìêíóòàÿ r-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M(t),
òî åñòü ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê x ∈ R

n, ÷òî ̺(x,M(t)) 6 r, N r(t) = M r(t)\M(t) � âíåøíÿÿ

r-îêðåñòíîñòü ãðàíèöû ìíîæåñòâà M(t) (çäåñü ̺(x,M) = inf
y∈M

‖x − y‖ � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè

x ∈ R
n
äî ìíîæåñòâà M ⊂ R

n
). Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà

M
r .
=

{
(t, x) ∈ [t0,+∞)×R

n : x ∈M r(t)
}
, N

r .
=

{
(t, x) ∈ [t0,+∞)× R

n : x ∈ N r(t)
}
.

Îïðåäåëåíèå 2 (ñì. [10℄). Ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ V (t, x) ïåðåìåííûõ (t, x) ∈ R×R
n
íàçûâà-

åòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøè-

öà ïî ïåðåìåííûì (t, x) è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) V (t, x) = 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ M;

2) V (t, x) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N
r
.

Ôóíêöèÿ V (t, x) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíîé îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M, åñëè
äëÿ êàæäîãî ε ∈ (0, r) íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî V (t, x) > δ äëÿ âñåõ (t, x) ∈ M

r \Mε
.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìå ẋ = f(t, x, u) äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ F (t, x), (1.2)
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ãäå äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè (t, x) ∈ [t0,+∞)×R
n
ìíîæåñòâî F (t, x) ñîñòîèò èç âñåõ

ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé �óíêöèè f(ti, xi, U(ti, xi)) ïðè (ti, xi) → (t, x). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

F (t, x) íåïóñòî, îãðàíè÷åííî, çàìêíóòî è âûïóêëî. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ U(t, x) ïîëóíåïðåðûâ-
íà ñâåðõó ïî (t, x), òî �óíêöèÿ F (t, x) òàêæå ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó, ïîýòîìó äëÿ êàæäîé

íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ R
n
ëîêàëüíîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (1.2) ñóùåñòâóåò (ñì. [13, 
. 60℄).

Óñëîâèå 1. Äëÿ ëþáîãî x0 ∈M r(t0) êàæäîå ðåøåíèå ϕ(t, x0) äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷å-
íèÿ (1.2), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(t0, x0) = x0, îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > t0.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ëþáîå ðåøåíèå ϕ(t, x0) âêëþ÷åíèÿ (1.2) îïðåäåëåíî ïðè
âñåõ t > t0, ñ�îðìóëèðîâàíû â òåîðåìå 10.2 ðàáîòû [14℄.

Îïðåäåëåíèå 3 (ñì. [15, ñ. 17℄). Äëÿ ëèïøèöåâîé �óíêöèè V (t, x) îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé
â òî÷êå (t, x) ∈ [t0,+∞)×R

n
ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà q = (1, p), p ∈ R

n
(ïðîèçâîäíîé Ô. Êëàð-

êà) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé âåðõíèé ïðåäåë:

V o(t, x; p)
.
= lim sup

(ε,y)→(0+0,x)

V (t+ ε, y + εp)− V (t, y)

ε
,

à âûðàæåíèÿ V o
min(t, x)

.
= inf

p∈F (t,x)
V o(t, x; p) è V o

max(t, x)
.
= sup

p∈F (t,x)
V o(t, x; p) íàçûâàþòñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè V â ñèëó äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷å-

íèÿ (1.2).

� 2. Ìíîæåñòâà, ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíûå è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå

îòíîñèòåëüíî ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

Îïðåäåëåíèå 4 (ñì. [11℄). Ìíîæåñòâî M
.
=

{
(t, x) ∈ [t0,+∞) × R

n : x ∈ M(t)
}
íàçûâàåò-

ñÿ ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1), åñëè äëÿ ëþáîãî

x0 ∈M(t0) êàæäîå ðåøåíèå x(t, x0) ñèñòåìû (1.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0, x0) = x0 óäîâëå-
òâîðÿåò âêëþ÷åíèþ (t, x(t, x0)) ∈ M ïðè âñåõ t ∈ [t0,+∞).

Îïðåäåëåíèå 5 (ñì. [11℄). Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó îòíîñè-

òåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t, x0) ñèñòåìû (1.1) èç óñëîâèÿ x0 ∈ N δ(t0) ñëåäóåò, ÷òî (t, x(t, x0)) ∈ M

ε
ïðè

âñåõ t ∈ [t0,+∞).
ÌíîæåñòâîM àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.1), åñëè îíî óñòîé÷èâî

ïî Ëÿïóíîâó è ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî r > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t, x0) ñèñòåìû (1.1),

óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ x0 ∈ N r(t0), èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî lim
t→∞

̺
(
x(t, x0),M(t)

)
= 0.

Ëåììà 1 (ñì. [8℄). Åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îòíîñèòåëüíî ìíîæå-

ñòâà M òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî V o
max(t, x) 6 0 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N

r
è

max
w∈W

V (τi, x+ g(x,w)) 6 V (τi, x) äëÿ âñåõ x ∈M r(τi), i = 1, 2, . . . ,

òî ìíîæåñòâî M ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1).

Åñëè, êðîìå òîãî, �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ, òî ìíîæå-

ñòâî M óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.1).

Òåîðåìà 1 (ñì. [8℄). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ V (t, x) � îïðåäåëåííî ïî-

ëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî

V o
max(t, x) 6 0 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N

r
è

max
w∈W

V (τi, x+ g(x,w)) − V (τi, x) 6 −ψ
(
V (τi, x)

)
äëÿ âñåõ x ∈ N r(τi), i = 1, 2, . . . , (2.1)
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ãäå ψ(s) � íåïðåðûâíàÿ ïðè s > 0 �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ψ(0) = 0 è ψ(s) > 0 ïðè s > 0.
Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî åñëè x ∈ M(τi), òî x + g(x,w) ∈ M(τi) äëÿ ëþáîãî w ∈ W. Òîãäà
ìíîæåñòâî M àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïîëó÷åíû äðóãèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè ìíîæåñòâà M. Çäåñü ïðåäïîëàãàþòñÿ áîëåå ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âåðõíþþ ïðîèçâîäíóþ

â ñèëó äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ V o
max(t, x), íî îñëàáëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.1). Îòìåòèì,

÷òî ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñèñòåì áåç èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ äîêàçàíî â ðàáîòå [11℄.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñóùåñòâóþò �óíêöèè V (t, x) è g(t, z) òàêèå, ÷òî:
1) V (t, x) � îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâàM;
2) �óíêöèÿ g(t, z) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî z, g(t, 0) ≡ 0 è òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ż = g(t, z) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî (â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå);
3) íåðàâåíñòâî V o

max(t, x) 6 g
(
t, V (t, x)

)
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N

r;
4) max

w∈W
V (τi, x+ g(x,w)) 6 V (τi, x) äëÿ âñåõ x ∈M r(τi), i = 1, 2, . . . .

Òîãäà ìíîæåñòâî M àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x(t, x0)� ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëü-

íîìó óñëîâèþ x0 ∈ N r(t0). �àññìîòðèì �óíêöèþ v(t) = V (t, x(t, x0)). Ôóíêöèÿ v(t) ÿâëÿåòñÿ
ëèïøèöåâîé íà êàæäîì èíòåðâàëå (τi−1, τi), i = 1, 2, . . ., â ñèëó ëåììû 3 ðàáîòû [10℄; òîãäà,

ïî òåîðåìå �àäåìàõåðà (ñì. [16, ñ. 234℄), îíà äè��åðåíöèðóåìà ïðè ïî÷òè âñåõ t. Â òî÷êàõ

äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè v(t) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî (ñì. [10℄):

v̇(t) 6 V o
max

(
t, x(t, x0)

)
;

ïîýòîìó èç V o
max(t, x) 6 g

(
t, V (t, x)

)
ïîëó÷àåì, ÷òî v̇(t) 6 g(t, v(t)) íà êàæäîì èíòåðâàëå

(τi−1, τi), i = 1, 2, . . . .
Ïóñòü z(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ż = g(t, z), óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

z(t0) = v(t0), òîãäà v(t) 6 z(t) äëÿ âñåõ t ∈ [τ0, τ1) ïî òåîðåìå Ñ.À. ×àïëûãèíà [17℄. Â ñèëó

óñëîâèÿ 4 äàííîé òåîðåìû äëÿ ëþáîãî w ∈W âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

v(τi) = V
(
τi, x(τi, x0)

)
= V

(
τi, x(τi − 0, x0) + g(x(τi − 0, x0), w)

)
6

6 V
(
τi, x(τi − 0, x0)

)
= V

(
τi − 0, x(τi − 0, x0)

)
= v(τi − 0), i = 1, 2, . . . ,

ïîýòîìó v(τ1) 6 v(τ1 − 0) 6 z(τ1 − 0) = z(τ1). Ïðèìåíÿÿ äàëåå òåîðåìó ×àïëûãèíà íà êàæäîì

èç îòðåçêîâ [τi−1, τi], i = 2, 3, . . . , ïîëó÷àåì, ÷òî v(t) 6 z(t) äëÿ âñåõ t ∈ [t0,+∞).
Äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ìíîæåñòâà M àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû 2 ðàáîòû [11℄. Äîêàæåì, ÷òî M àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ïóñòü z(t) → 0 ïðè t → ∞,
òîãäà èç íåðàâåíñòâà 0 6 v(t) 6 z(t), t ∈ [t0,+∞), ñëåäóåò, ÷òî v(t) → 0 ïðè t → ∞. Ïîêàæåì,
÷òî lim

t→∞
̺
(
x(t, x0),M(t)

)
= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííàÿ

ε ∈ (0, r) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti}∞i=1 òàêèå, ÷òî ti → +∞ è ̺
(
x(ti, x0),M(ti)

)
> ε. Ñëåäîâà-

òåëüíî, (ti, x(ti, x0)) 6∈ M
ε, è, òàê êàê �óíêöèÿ V îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ, íàéäåòñÿ òàêîå

δ > 0, ÷òî V (ti, x(ti, x0)) > δ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî lim
t→∞

V (t, x(t, x0)) = lim
t→∞

v(t) = 0. �

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò α < 0 è �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îòíî-

ñèòåëüíî ìíîæåñòâà M òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî V o
max(t, x) 6 α < 0 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ

(t, x) ∈ N
r
è

max
w∈W

V (τi, x+ g(x,w)) 6 V (τi, x) äëÿ âñåõ x ∈M r(τi), i = 1, 2, . . . . (2.2)

Òîãäà äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t, x0) ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

x0 ∈ N r(t0), ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè t∗ = t∗(x(t, x0)) > t0 òàêîé, ÷òî òî÷êà (t, x(t, x0))
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M ïðè âñåõ t ∈ [t∗,+∞).

Åñëè, êðîìå òîãî, �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ, òî ìíîæå-

ñòâî M àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x(t, x0) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà-

÷àëüíîìó óñëîâèþ x0 ∈ N r(t0). �àññìîòðèì �óíêöèþ v(t) = V (t, x(t, x0)) è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ

êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ N r(t0) ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè t∗ = t∗(x(t, x0)) > t0,
÷òî v(t) = 0 ïðè âñåõ t > t∗. Òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, èç íåðàâåíñòâà

V o
max(t, x) 6 α < 0 ïîëó÷àåì, ÷òî v̇(t) 6 α < 0 íà êàæäîì èíòåðâàëå (τi−1, τi), i = 1, 2, . . . (äî
ìîìåíòà, ïðè êîòîðîì òî÷êà (t, x(t, x0)) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M).

Â ñèëó (2.2) äëÿ ëþáîãî w ∈W âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

v(τi) = V
(
τi, x(τi, x0)

)
= V

(
τi, x(τi − 0, x0) + g(x(τi − 0, x0), w)

)
6

6 V
(
τi, x(τi − 0, x0)

)
= V

(
τi − 0, x(τi − 0, x0)

)
= v(τi − 0), i = 1, 2, . . . .

Òàê êàê x0 ∈ N r(t0), òî, ïî îïðåäåëåíèþ �óíêöèè Ëÿïóíîâà, v(t0) = V (t0, x0) > 0. Èç íåðàâåí-
ñòâà v̇(t) 6 α < 0 ñëåäóåò, ÷òî v(t) 6 α(t− t0) + v(t0) äëÿ âñåõ t ∈ [t0, τ1). Äàëåå,

v(τ1) 6 v(τ1 − 0) 6 α(τ1 − t0) + v(t0),

v(t) 6 α(t− τ1) + v(τ1) äëÿ âñåõ t ∈ [τ1, τ2); ïîýòîìó v(t) 6 α(t− t0) + v(t0) äëÿ âñåõ t ∈ [t0, τ2).
Àíàëîãè÷íî: v(t) 6 α(t − t0) + v(t0) äëÿ âñåõ t > t0, äëÿ êîòîðûõ v(t) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
t∗ 6 t0 − α−1v(t0) è v(t) = 0 ïðè âñåõ t > t∗. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà (t, x(t, x0)) ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó M ïðè âñåõ t > t∗.

Åñëè �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ, òî â ñèëó ëåììû 1 ìíîæå-

ñòâî M óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1). Îòñþäà, ñ ó÷åòîì

äîêàçàííîãî âûøå, ñëåäóåò, ÷òîM àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó îòíîñèòåëüíî óïðàâ-

ëÿåìîé ñèñòåìû (1.1). �

� 3. Óñëîâèÿ ñëàáîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî ñèñòåì

ñ èìïóëüñàìè

Îïðåäåëåíèå 6 (ñì. [11℄). Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ñëàáî ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíûì

îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1), åñëè äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ M(t0) ñó-
ùåñòâóåò ðåøåíèå x(t, x0) ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0, x0) = x0
è âêëþ÷åíèþ (t, x(t, x0)) ∈ M ïðè âñåõ t ∈ [t0,+∞).

Îïðåäåëåíèå 7 (ñì. [11℄). Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ñëàáî óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó îò-

íîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ = δ(ε) > 0,
÷òî äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ N δ(t0) íàéäåòñÿ ðåøåíèå x(t, x0) ñèñòåìû (1.1), óäîâëå-

òâîðÿþùåå âêëþ÷åíèþ (t, x(t, x0)) ∈ M
ε
ïðè âñåõ t ∈ [t0,+∞).

Ìíîæåñòâî M ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.1), åñëè îíî ñëà-

áî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ N r(t0)
íàéäåòñÿ òàêîå ðåøåíèå x(t, x0) ñèñòåìû (1.1), ÷òî lim

t→∞
̺
(
x(t, x0),M(t)

)
= 0.

Ëåììà 2 (ñì. [9℄). Åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îòíîñèòåëüíî ìíîæå-

ñòâà M òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N
r
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî V o

min(t, x) 6 0 è íàéäóòñÿ

òàêèå ŵi ∈ W, ÷òî V (τi, x + g(x, ŵi)) 6 V (τi, x) äëÿ âñåõ x ∈ M r(τi), i = 1, 2, . . . , òî ìíîæå-

ñòâî M ñëàáî ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.1).

Åñëè, êðîìå òîãî, �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ, òî ìíîæå-

ñòâî M ñëàáî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.1).

Òåîðåìà 4 (ñì. [9℄). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ V (t, x) � îïðåäåëåííî ïîëî-

æèòåëüíàÿ �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N
r

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî V o
min(t, x) 6 0 è íàéäóòñÿ òàêèå ŵi ∈W, ÷òî

V (τi, x+ g(x, ŵi))− V (τi, x) 6 −ψ
(
V (τi, x)

)
äëÿ âñåõ x ∈ N r(τi), i = 1, 2, . . . , (3.1)
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ãäå ψ(s) � íåïðåðûâíàÿ ïðè s > 0 �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ψ(0) = 0 è ψ(s) > 0 ïðè s > 0.
Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè x ∈ M(τi), òî x + g(x, ŵi) ∈ M(τi), i = 1, 2, . . . . Òîãäà
ìíîæåñòâî M ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1).

Äàëåå ñ�îðìóëèðîâàíû äðóãèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

ìíîæåñòâà M. Çäåñü ïðåäïîëàãàþòñÿ áîëåå ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà íèæíþþ ïðîèçâîäíóþ

â ñèëó äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, íî îñëàáëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.1).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ñóùåñòâóþò �óíêöèè V (t, x) è g(t, z) òàêèå, ÷òî:
1) V (t, x) � îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâàM;
2) �óíêöèÿ g(t, z) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî z, g(t, 0) ≡ 0 è òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ż = g(t, z) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî (â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå);
3) íåðàâåíñòâî V o

min(t, x) 6 g
(
t, V (t, x)

)
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N

r;
4) íàéäóòñÿ òàêèå ŵi ∈W, ÷òî V (τi, x+g(x, ŵi)) 6 V (τi, x) äëÿ âñåõ x ∈M r(τi), i = 1, 2, . . . .

Òîãäà ìíîæåñòâî M ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êàæäîãî (t, x) ∈ M
r
îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Û(t, x)
.
=

{
u ∈ U(t, x) : V o(t, x; f(t, x, u)) 6 g

(
t, V (t, x)

)
, åñëè (t, x) ∈ N

r,

U(t, x), åñëè (t, x) ∈ M.

Ìíîæåñòâî Û(t, x) íåïóñòî â ñèëó óñëîâèÿ 3 òåîðåìû è îãðàíè÷åíî, òàê êàê Û(t, x) ⊆ U(t, x) ïðè
âñåõ (t, x) ∈ M

r. Çàìêíóòîñòü Û(t, x) äîêàçàíà â ëåììå 1 ðàáîòû [9℄. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

ìíîæåñòâó Û(t, x) äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ F̂ (t, x), F̂ (t, x) = co Ĥ(t, x), (3.2)

ãäå Ĥ(t, x) ñîñòîèò èç âñåõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé �óíêöèè f(ti, xi, Û (ti, xi)) ïðè (ti, xi) → (t, x),
co Ĥ(t, x) � çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà Ĥ(t, x), òî åñòü íàèìåíüøåå âûïóêëîå

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå Ĥ(t, x). Ôóíêöèè (t, x) 7→ Ĥ(t, x) è (t, x) 7→ F̂ (t, x) ïîëó-
íåïðåðûâíû ñâåðõó ïî ëåììå 10.1 ðàáîòû [14℄. Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû 2 ðàáîòû [18, 
. 213℄,

ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ ϕ̂i(t, xi) äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (3.2), óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëü-
íîìó óñëîâèþ ϕ̂i(τi, xi) = xi, i = 0, 1, 2, . . . .

Ïîñêîëüêó Û(t, x) ⊆ U(t, x) äëÿ âñåõ (t, x) ∈ M
r
, òî F̂ (t, x) ⊆ F (t, x) òàêæå äëÿ âñåõ

(t, x) ∈ M
r. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ̂i(t, xi) � ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (3.2) ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.2), è êàæäîå èç íèõ, â ñèëó óñëîâèÿ 1

î íåëîêàëüíîé ïðîäîëæàåìîñòè âñåõ ðåøåíèé âïðàâî, îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t ∈ [t0,+∞). Ïóñòü
ŵi, i = 1, 2, . . . , óäîâëåòâîðÿþò ÷åòâåðòîìó óñëîâèþ òåîðåìû. Îïðåäåëèì ðåøåíèå x(t, x0) ñè-
ñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0, x0) = x0 ∈ N r(t0), êîòîðîå íà [t0, τ1)
ñîâïàäàåò ñ ϕ̂0(t, x0) è íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ [τi, τi+1) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ϕ̂i(t, xi), ãäå

xi = ϕ̂i−1(τi, xi−1) + g
(
ϕ̂i−1(τi, xi−1), ŵi

)
, i = 1, 2, . . . .

Äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ïîñòðîèì �óíêöèþ v(t) = V (t, x(t, x0)). Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëî-

ãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2. �

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ êîìáèíèðóåò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3 è 5.

Òåîðåìà 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò α < 0 è �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îòíî-

ñèòåëüíî ìíîæåñòâà M òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî V o
min(t, x) 6 α < 0 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ

(t, x) ∈ N
r
è íàéäóòñÿ òàêèå ŵi ∈W, ÷òî

V (τi, x+ g(x, ŵi)) 6 V (τi, x) äëÿ âñåõ x ∈M r(τi), i = 1, 2, . . . .

Òîãäà äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ N r(t0) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x(t, x0) ñèñòåìû (1.1),

äëÿ êîòîðîãî íàéäåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè t∗ = t∗(x(t, x0)) > t0 òàêîé, ÷òî òî÷êà (t, x(t, x0))
ïðèíàäëåæèò M ïðè âñåõ t ∈ [t∗,+∞).

Åñëè, êðîìå òîãî, �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ, òî ìíîæå-

ñòâî M ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1).
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� 4. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ìíîæåñòâà â ìîäåëè áèîëîãè÷åñêîãî êîíòðîëÿ

ïîïóëÿöèè ÷èñëåííîñòè âðåäèòåëåé

4.1. Îïèñàíèå ìîäåëè áèîëîãè÷åñêîãî êîíòðîëÿ ïîïóëÿöèè

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î äèíàìèêå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè âðåäèòåëåé ïðè íàëè÷èè áèîëî-

ãè÷åñêîãî êîíòðîëÿ [19, ñ. 157℄. Ïóñòü y1(s) õàðàêòåðèçóåò ðàçìåð ïîïóëÿöèè âðåäèòåëåé â ìî-

ìåíò âðåìåíè s, y2(s) � ÷èñëåííîñòü áèîàãåíòîâ (ïðèðîäíûõ âðàãîâ ðàññìàòðèâàåìûõ âðåäèòå-

ëåé) â ìîìåíò s. Ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ áèîàãåíòîâ íà ïîïóëÿöèþ âðåäèòåëåé, äèíàìèêà ïîïóëÿöèè

âðåäèòåëåé è áèîàãåíòîâ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:




ẏ1 = ℓy1

(
1− y1

K

)
− L(y1)y2,

ẏ2 = kL(y1)y2 − µy2,

ãäå ℓ � åñòåñòâåííûé òåìï ïðèðîñòà ïîïóëÿöèè âðåäèòåëåé ïðè îòñóòñòâèè âíóòðèâèäîâîé êîí-

êóðåíöèè, K � åìêîñòü ñðåäû, òî åñòü íåêîòîðîå ñòàáèëüíîå çíà÷åíèå ÷èñëà îñîáåé, ñïîñîáíûõ

îáèòàòü íà îäíîé åäèíèöå òåððèòîðèè, L(y1) � òðî�è÷åñêàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò

êîëè÷åñòâî âðåäèòåëåé, ïîòðåáëÿåìûõ â ñðåäíåì îäíèì áèîàãåíòîì çà åäèíèöó âðåìåíè, ïðè÷åì

k-ÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé ñ ýòîé áèîìàññîé ýíåðãèè ðàñõîäóåòñÿ íà âîñïðîèçâîäñòâî, à îñòàëüíàÿ

ýíåðãèÿ òðàòèòñÿ íà ïîääåðæàíèå îñíîâíîãî îáìåíà, µ � êîý��èöèåíò åñòåñòâåííîé ñìåðòíî-

ñòè áèîàãåíòîâ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèÿ L(y1) ÿâëÿåòñÿ òðî�è÷åñêîé �óíêöèåé Õîëëèíãà

òèïà II [12℄, òî åñòü

L(y1) =
cy1

1 + cdy1
,

ãäå c � êîý��èöèåíò ý��åêòèâíîñòè ïîèñêà âðåäèòåëåé áèîàãåíòîì, êîëè÷åñòâåííî õàðàêòå-

ðèçóþùèé èíòåíñèâíîñòü åãî àòàê, d � âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ìàêñèìàëüíîìó èíäèâèäóàëüíîìó

ðàöèîíó. Âñå óêàçàííûå âûøå êîý��èöèåíòû ïîëîæèòåëüíûå.

Èíîãäà äëÿ äîñòèæåíèÿ ðåçóëüòàòà áèîêîíòðîëÿ òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå âáðîñû áèî-

àãåíòîâ â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè si = ip, p > 0, i = 1, 2, . . . . Â ýòîì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ ìîäåëü äîïîëíèòñÿ ñîîòíîøåíèåì, îòðàæàþùèì ñêà÷êîîáðàçíîå óâåëè÷åíèå ÷èñëåííîñòè

áèîàãåíòîâ:

y2(si) = y2(si−) + γi, i = 1, 2, . . . ,

ãäå êîý��èöèåíò óïðàâëåíèÿ γi ðàâåí êîëè÷åñòâó áèîàãåíòîâ, ðàñïðîñòðàíÿåìûõ â ìîìåíò si.
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî s0 = 0, y2(0) > γ− è γi ∈ [γ−, γ+], ãäå 0 < γ− < γ+, i = 1, 2, . . . .

Èçáàâèìñÿ îò íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè è ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

t = ℓs, x1 =
y1
K
, x2 =

y2
kK

, a =
ckK

ℓ
, b =

ℓd

k
, m =

µ

ℓ
.

Ïîëó÷àåì íîâóþ ñèñòåìó:





ẋ1 = x1(1− x1)−
ax1x2

1 + abx1
,

ẋ2 =
ax1x2

1 + abx1
−mx2, t 6= τi,

(4.1)

x2(τi) = x2(τi−) + wi, i = 1, 2, . . . . (4.2)

Çäåñü τi = ih, h = ℓp, wi =
γi
kK

� ïîêàçàòåëè óïðàâëåíèÿ, wi ∈ W = [w−, w+], ãäå w− =
γ−
kK

,

w+ =
γ+
kK

, 0 < w− < w+, i = 1, 2, . . . . Îòìåòèì, ÷òî x2(τ0) =
y2(s0)

kK
> w−, ãäå τ0 = s0 = 0.



Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì 497

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2016. Ò. 26. Âûï. 4

4.2. Ñâîéñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (4.1), (4.2)

Ëåììà 3. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.1), (4.2) íåîòðèöàòåëüíû ïðè ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ, è åñëè x2(0) > w−, òî x2(t) > w−e
−mh

äëÿ âñåõ t > 0;
2) ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.1), (4.2) îïðåäåëåíû ïðè âñåõ t > 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû (4.1) (áåç èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ) áûëè íåîòðèöàòåëüíûìè ïðè ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ

íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �óíêöèè

f1(t, x1, x2) = x1(1− x1)−
ax1x2

1 + abx1
, f2(t, x1, x2) =

ax1x2
1 + abx1

−mx2

óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè (ñì. [20, ñ. 34℄): f1(t, 0, x2) > 0 äëÿ âñåõ x2 > 0
è f2(t, x1, 0) > 0 äëÿ âñåõ x1 > 0. Òàê êàê f1(t, 0, x2) ≡ 0, f2(t, x1, 0) ≡ 0, óñëîâèå êâàçèïîëîæè-
òåëüíîñòè âûïîëíåíî. Ïîýòîìó xi(t) > 0 ïðè âñåõ t ∈ [0, h) äëÿ ëþáûõ xi(0) > 0, i = 1, 2. Äàëåå,
x1(h) = x1(h − 0), x2(h) = x2(h − 0) + w1, w1 > 0, ïîýòîìó xi(h) > 0, i = 1, 2. Äëÿ ñëåäóþùèõ

ïðîìåæóòêîâ [ih, (i + 1)h), i = 1, 2, . . ., ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Ïóñòü x2(0) > w−. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.1) ïîëó÷àåì, ÷òî ẋ2 > −mx2 äëÿ âñåõ

t > 0, t 6= τi. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû ×àïëûãèíà î äè��åðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ [17℄

x2(t) > w−e
−mt

äëÿ âñåõ t ∈ [τ0, τ1) = [0, h); òîãäà x2(h) > w−e
−mh + w− > w−. Ïðèìåíÿÿ

òåîðåìó ×àïëûãèíà íà êàæäîì ïðîìåæóòêå [τi, τi+1) = [ih, (i + 1)h), i = 1, 2, . . ., è ó÷èòûâàÿ,

÷òî x2(τi) = x2(τi − 0) + w− > w−, ïîëó÷àåì, ÷òî x2(t) > w−e
−mh

äëÿ âñåõ t > 0.
Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.1) îïðåäåëåíû ïðè âñåõ t > 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü [14, ñ. 62℄, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèè V (x) è β(z) òàêèå, ÷òî:
1) V (x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ìíî-

æåñòâà M0 =
{
(t, x) ∈ [0,+∞) ×M

}
, ãäå M ⊂ R

2
� íåïóñòî è êîìïàêòíî;

2) �óíêöèÿ β(z) íåïðåðûâíà è lim
|z|→∞

|β(z)|
|z| <∞;

3) íåðàâåíñòâî V o
max(t, x) 6 β(V (x)) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ R

2, äëÿ êîòîðûõ ‖x‖ > ̺ > 0.
Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, åñëè lim

‖x‖→∞
V (x)=+∞.

Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.1) íåîòðèöàòåëüíû ïðè ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ, íåðàâåíñòâî V o
max(t, x) 6 β(V (x)) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ âñåõ

x ∈ R
2
+
.
= {x ∈ R

2 : x1 > 0, x2 > 0},

äëÿ êîòîðûõ ‖x‖ > ̺ > 0. Ôóíêöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè âñåì ïåðå÷èñëåííûì âûøå óñëîâè-

ÿì, ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, �óíêöèè V (x) = x1 + x2, x ∈ R
2
+ è β(z) = z, òàê êàê íåðàâåíñòâî

V o
max(t, x) = V o(x1, x2) = x1 − x21 −mx2 6 x1 + x2 = β(V (x))

ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x ∈ R
2
+ è �óíêöèÿ V (x) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíî-

æåñòâà M0 =
{
(t, x) ∈ [0,+∞) × {(0, 0)}

}
. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.1) îïðåäåëåíû

ïðè âñåõ t > 0, ïîýòîìó ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.1), (4.2) òàêæå îïðåäåëåíû ïðè âñåõ t > 0. �

4.3. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ìíîæåñòâà â ìîäåëè (4.1), (4.2)

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî M =
{
(t, x) ∈ R

3
+ : x1 6 C1

}
, ãäå C1 > 0. Ôóíêöèÿ

V (t, x1, x2) = V (x1) =

{
0, åñëè x1 6 C1,

x1 − C1, åñëè x1 > C1,

ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî äàííîãî ìíîæåñòâà. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýòîé �óíê-

öèè äëÿ âñåõ x ∈ R
2
è âñåõ w ∈W ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

V (τi, x+ g(x,w)) = V (τi, x1, x2 + wi) = V (τi, x1, x2) = V (τi, x), i = 1, 2, . . . ,
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ïîýòîìó óñëîâèå (2.2) âûïîëíåíî.

Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè V â ñèëó ñèñòåìû (4.1) ïðè x1 > C1 ðàâíà

V o(x1, x2) = x1(1− x1)−
ax1x2

1 + abx1
=
x1(g(x1)− ax2)

1 + abx1
,

ãäå g(x1) = −abx21 + abx1 − x1 + 1. Ïîñêîëüêó x2(t) > C2 = w−e
−mh

äëÿ âñåõ t > 0, äîñòàòî÷íî
îöåíèòü V o(x1, x2) ïðè x1 > C1, x2 > C2.

�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ, â ïåðâîì èç êîòîðûõ ïðåäïîëîæèì, ÷òî ab 6 1. Îòìåòèì, ÷òî

�óíêöèÿ g(x1) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ïðè x∗1 =
ab− 1

2ab
6 0 è óáûâàåò ïðè x1 > x∗1.

Ïîýòîìó åñëè C2 > a−1, òî

g(x1)− ax2 < g(C1)− aC2 < g(C1)− 1 < g(0) − 1 = 0

ïðè x1 > C1, x2 > C2. Äàëåå, �óíêöèÿ
x1

1 + abx1
âîçðàñòàåò ïðè x1 > C1, ïîýòîìó

V o
max(t, x) = V o(x1, x2) =

x1(g(x1)− ax2)

1 + abx1
<
C1

(
g(C1)− 1

)

1 + abC1
< 0

äëÿ âñåõ t > 0, x1 > C1, x2 > C2.

Ïóñòü C2 6 a−1. Òîãäà óðàâíåíèå g(x1) = aC2 èìååò ðåøåíèÿ

x−1 =
ab− 1−

√
D

2ab
, x+1 =

ab− 1 +
√
D

2ab
, ãäå D = (ab+ 1)2 − 4a2bC2, C2 = w−e

−mh, (4.3)

ïðè÷åì x−1 6 0, x+1 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè C1 > x+1 , òî g(C1)− aC2 < 0; ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ
íåðàâåíñòâî g(x1)− ax2 < g(C1)− aC2, ïîëó÷àåì

V o
max(t, x) =

x1(g(x1)− ax2)

1 + abx1
<
C1

(
g(C1)− aC2

)

1 + abC1
< 0 (4.4)

äëÿ âñåõ t > 0, x1 > C1, x2 > C2, ãäå C1 > x+1 .

�àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà ab > 1. Ôóíêöèÿ g(x1) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ

(ab+ 1)2

4ab
ïðè x∗1 =

ab− 1

2ab
> 0. Ïóñòü C2 >

(1 + ab)2

4a2b
, òîãäà

V o
max(t, x) <

C1

1 + abC1

((ab+ 1)2

4ab
− aC2

)
< 0

äëÿ âñåõ t > 0, x1 > C1, x2 > C2.

Åñëè C2 ∈
(1
a
,
(1 + ab)2

4a2b

]
, òî 0 < x−1 < x+1 . Âîçüìåì C1 < x−1 ; òîãäà äëÿ âñåõ t > 0,

x1 ∈
(
C1,

x−1 + C1

2

)
, x2 > C2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

V o
max(t, x) <

C1

1 + abC1

(
g
(x−1 + C1

2

)
− aC2

)
<
C1(g(x

−
1 )− aC2)

1 + abC1
= 0.

Åñëè C1 > x+1 , òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà (4.4). Äàëåå, åñëè C2 6 a−1, çäåñü òàêæå ïîëó÷àåì

îöåíêó (4.4), êîòîðàÿ âåðíà äëÿ âñåõ t > 0, x1 > C1, x2 > C2, ãäå C1 > x+1 .

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ V (x1) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 3.

Èòîãîì ïðîäåëàííûõ âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îá àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà M =
{
(t, x) ∈ R

3
+ : x1 6 C1

}
, ãäå C1 > 0. Çäåñü x−1 , x

+
1 çàäàþòñÿ

ðàâåíñòâîì (4.3).
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Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

1) ab 6 1 è w− > a−1emh;

2) ab > 1 è w− >
(1 + ab)2emh

4a2b
;

3) ab > 1, w− ∈
(
a−1emh,

(1 + ab)2emh

4a2b

]
, (C1 < x−1 è x1(0) < x−1 ) èëè C1 > x+1 ;

4) w− 6 a−1emh, C1 > x+1 .
Òîãäà äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t, x0) ñèñòåìû (4.1), (4.2), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëî-

âèþ x0 = (x1(0), x2(0)) ∈ N r(0) =
{
x ∈ R

2
+ : x1 ∈ (C1, C1 + r]

}
, ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè

t∗ = t∗(x(t, x0)) > 0 òàêîé, ÷òî òî÷êà (t, x(t, x0)) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M ïðè âñåõ

t > t∗. Ìíîæåñòâî M àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî äàííîé ñèñòåìû.

Êàê ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 1, ïðè óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà w− è C1 äîëÿ âðåäèòåëåé

x1 áóäåò óìåíüøåíà äî âåëè÷èíû C1 è íàéäåòñÿ òàêîé ìîìåíò âðåìåíè t
∗ = t∗(x(t, x0)) > 0, ÷òî

íåðàâåíñòâî x1(t) 6 C1 âûïîëíåíî ïðè âñåõ t > t∗.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè w− > a−1emh, òî ìíîæåñòâà

M1 =
{
(t, x) ∈ R

3
+ : x1 = 0

}
è M2 =

{
(t, x) ∈ R

3
+ : x1 6 x+1

}

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (4.1), (4.2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâàM1 ÿâëÿåòñÿ �óíê-

öèÿ V (t, x) = V (x1) = x1. Åñëè w− > a−1emh, òî åñòü C2 > a−1, òî g(0) − aC2 = 1 − aC2 < 0,
ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òàêèå r > 0 è α < 0, ÷òî g(x1) − aC2 < α < 0 äëÿ âñåõ x1 ∈ [0, r].
Ñëåäîâàòåëüíî,

g(x1)− ax2 6 g(x1)− aC2 < α < 0,

V o
max(t, x) =

x1(g(x1)− ax2)

1 + abx1
6
x1(g(x1)− ax2

)

1 + abr
6

αx1
1 + abr

=
α

1 + abr
V (t, x)

äëÿ âñåõ x1 ∈ [0, r], x2 > C2. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ �óíêöèé V (t, x) è g(t, z) =
α

1 + abr
z

âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2, ïîýòîìó ìíîæåñòâî M1 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà M2 ðàññìîòðèì �óíêöèþ

Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ýòîãî ìíîæåñòâà:

V (t, x1, x2) = V (x1) =

{
0, åñëè x1 6 x+1 ,

x1 − x+1 , åñëè x1 > x+1 .

Åñëè w− > a−1emh, òî x+1 > 0. Îöåíèì âåðõíþþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè V ïðè x1 > x+1 ,
x2 > w−e

−mh :

V o
max(t, x) =

x1(g(x1)− ax2)

1 + abx1
6
x+1 (g(x1)− aw−e

−mh
)

1 + abx+1
=

= − abx+1
1 + abx+1

(x1 − x+1 )(x1 − x−1 ) < − x+1
√
D

1 + abx+1
V (x1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî M2 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â ñèëó òåîðåìû 2. �

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Îëüãå Íèêîëàåâíå Ñàìñîíþê çà îáñóæäåíèå ðàáîòû íà

Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ïî äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì

â ã. Ñóçäàëå.
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We get su�
ient 
onditions for asymptoti
 stability and weak asymptoti
 stability of a given set M
.
={

(t, x) ∈ [t0,+∞) × R
n : x ∈ M(t)

}
with respe
t to the 
ontrol system with impulse a
tions. We assume

that the fun
tion t 7→ M(t) is 
ontinuous in the Hausdor� metri
 and for ea
h t ∈ [t0,+∞) the set M(t)
is nonempty and 
losed. Also, we obtain 
onditions under whi
h for every solution x(t, x0) of the 
ontrol

system that leaves a su�
iently small neighborhood of the set M(t0) there exists an instant t∗ su
h that

point (t, x(t, x0)) belongs to M for all t ∈ [t∗,+∞). Some of the statements presented here are analogues of

the results obtained by E.A. Panasenko and E.L.Tonkov for systems with impulses, and in other statements

the spe
i�
ity of impulse a
tions is essentially used. The results of this paper are illustrated by the �pest�

bioagents� model with impulse 
ontrol and we assume that the addition of bioagents (natural enemies of the

given pests) o

ur at �xed instants of time and the number of pests 
onsumed on average by one biologi
al

agent per unit time is given by the trophi
 Holling fun
tion. We obtain 
onditions for asymptoti
 stability

of the set M =
{
(t, x) ∈ R

3
+ : x1 6 C1

}
, where x1 = y1/K, y1 is the size of the population of pests and K is

the 
apa
ity of environment.
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