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�àññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íà êî-

íå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ñáëèæåíèè ñèñòåìû ñ çàäàííûì êîìïàêòîì â êî-

íå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñáëèæåíèè. Èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, îñíîâó êîòîðîãî ñîñòàâëÿþò êîí-

ñòðóêöèè, áàçèðóþùèåñÿ íà ïîíÿòèè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è î ñáëèæåíèè. Ââîäèòñÿ ïîíÿ-

òèå óïðàâëåíèÿ-êîìïåíñàòîðà êàê ñ äîïîëíèòåëüíûìè óïðàâëÿþùèìè âîçäåéñòâèÿìè, òàê è áåç íèõ.

Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ñõåìà ïðèáëèæåííîãî ïîïÿòíîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè, à òàêæå

ñõåìà êîíñòðóèðîâàíèÿ ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ, ðàçðåøàþùåãî ïðèáëèæåííî çàäà÷ó î ñáëèæåíèè.

Â íåé óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ðàçáèâàåòñÿ íà ¾îñíîâíîå¿ è ¾êîìïåíñèðóþùåå¿. Ïîñòðîåíà îöåíêà

îòêëîíåíèÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îò öåëåâîãî ìíîæåñòâà â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè è òåì ñàìûì

ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî óïðàâëåíèÿ-êîìïåíñàòîðà ìîæåò

ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü ðåçóëüòàò óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à óïðàâëåíèÿ, çàäà÷à î ñáëèæåíèè, óïðàâëåíèå-êîìïåíñàòîð, óïðàâëÿåìàÿ ñè-

ñòåìà, èíòåãðàëüíàÿ âîðîíêà, ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè.

DOI: 10.20537/vm160409

Ââåäåíèå

�àññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óïðàâëåíèÿ, âîçäåéñòâóþùèå íà

ñèñòåìó, ñòåñíåíû ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè. Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ñáëèæåíèè óïðàâëÿå-

ìîé ñèñòåìû ñ çàäàííûì êîìïàêòîì â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû â êîíå÷íûé ìîìåíò âðå-

ìåíè. Îñíîâó ïðåäñòàâëåííîãî â ðàáîòå ïîäõîäà ñîñòàâëÿåò ïîñòðîåíèå ðåøåíèé çàäà÷è, áàçè-

ðóþùååñÿ íà èñïîëüçîâàíèè òàê íàçûâàåìûõ ìíîæåñòâ ðàçðåøèìîñòè W [1�4℄. Ýòè ìíîæåñòâà,

åñëè èõ ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ýâîëþöèè â òàê íàçûâàåìîì ¾îáðàòíîì¿ âðåìåíè,

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëüíûå âîðîíêè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, çàïèñàííîé â ¾îáðàòíîì¿

âðåìåíè. Ïîýòîìó ïðèáëèæåííîå ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W ìîæíî ðàçâîðà÷è-

âàòü â ¾îáðàòíîì¿ âðåìåíè êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîøàãîâîå ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâ äîñòèæè-

ìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, çàïèñàííîé â ¾îáðàòíîì¿ âðåìåíè. Ìû âåäåì çäåñü ðå÷ü î ïðè-

áëèæåííîì ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñáëèæåíèè, ïîñêîëüêó òî÷íîå ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ

çàäà÷è âîçìîæíî ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèáëèæåííîå ïîñòðîåíèå ìíî-

æåñòâà W ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Ŵa
â ïðîñòðàíñòâå

ïîçèöèé (t, x) óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Â ðàáîòå ïðèâåäåíî îïèñàíèå ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ íà

çàäàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ, ðàçðåøàþùåãî ïðèáëèæåííî çàäà÷ó

î ñáëèæåíèè ñèñòåìû èç íà÷àëüíîé ïîçèöèè (t0, x
(0)), ñîäåðæàùåéñÿ â Ŵa

. Îïèñàííàÿ â ðà-

áîòå ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ðàçðåøàþùåãî óïðàâëåíèÿ äîïîëíÿåò õîðîøî èçâåñòíûå â òåîðèè

óïðàâëåíèÿ ñïîñîáû óïðàâëåíèÿ, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò ïðèíöèï ýêñòðåìàëüíîãî ïðèöåëèâà-

íèÿ Í.Í. Êðàñîâñêîãî [1℄. Â ðàáîòå ðàçâèâàþòñÿ êîíñòðóêöèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

î ñáëèæåíèè, èçëîæåííûå ðàíåå â [1�4℄. Îñîáåííîñòüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà ïðåäïî-

ëàãàåò íàëè÷èå áîëåå ñëàáûõ óñëîâèé íà óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó. Òà ÷àñòü ðàáîòû, â êîòîðîé

îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìàòèêà, ñâÿçàííàÿ ñ êîíñòðóèðîâàíèåì èíòåãðàëüíûõ âîðîíîê è ìíîæåñòâ

ðàçðåøèìîñòè, áëèçêà ê ðàáîòàì [2, 4�7℄.

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ñðåäñòâ ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà (ïðîåêò � 15�11�10018).
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� 1. Çàäà÷à î ñáëèæåíèè

Íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t0, θ], t0 < θ < ∞, çàäàíà íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà

dx

dt
= f(t, x, u); (1.1)

çäåñü t � âðåìÿ, x ∈ R
n
� �àçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, u � âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé,

óäîâëåòâîðÿþùèé âêëþ÷åíèþ

u ∈ P,

ãäå P ∈ comp (Rp), comp (Rp) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ õàóñäîð�îâîé ìåòðèêîé, â êîòîðîì

ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòû â R
p
, R

p
� p-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå A. Âåêòîð-�óíêöèÿ f(t, x, u) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà [t0, θ] × R
n × P , è äëÿ

ëþáîé îãðàíè÷åííîé è çàìêíóòîé îáëàñòè D ⊂ [t0, θ]×R
n
íàéäåòñÿ êîíñòàíòà L = L(D) ∈ (0,∞)

òàêàÿ, ÷òî

||f(t, x(1), u)− f(t, x(2), u)|| 6 L||x(1) − x(2)||, (t, x(i), u) ∈ D × P, i = 1, 2; (1.2)

çäåñü ||f || � íîðìà âåêòîðà f â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Óñëîâèå B. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà γ ∈ (0,∞), ÷òî

||f(t, x, u)|| 6 γ(1 + ||x||), (t, x, u) ∈ [t0, θ]× R
n × P. (1.3)

Çàìå÷àíèå 1. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå A, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé îáëàñòè D èç ýòîãî óñëîâèÿ

�óíêöèÿ

ω∗(δ) = max{||f(t∗, x, u)−f(t∗, x, u)|| : |t∗ − t∗| 6 δ, (t∗, x, u) è (t∗, x, u) èç D × P}, δ > 0, (1.4)

òàêîâà, ÷òî ω∗(δ) ↓ 0 ïðè δ ↓ 0 è ïðè ýòîì

d(F (t∗, x∗), F (t∗, x∗)) 6 ω∗(δ) + L||x∗ − x∗||, (t∗, x∗) è (t∗, x∗) èç D, |t∗ − t∗| 6 δ;

çäåñü d(F∗, F
∗) � õàóñäîð�îâî ðàññòîÿíèå ìåæäó F∗ è F ∗

èç comp (Rn).

Çàìå÷àíèå 2. Â ýòîé ðàáîòå ìû íå ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ.

Óñëîâèå C. Ìíîæåñòâî F(t, x) = f(t, x, P ) = {f(t, x, u) : u ∈ P} ⊂ R
n
âûïóêëî ïðè ëþáûõ

(t, x) ∈ [t0, θ]× R
n
.

Óñëîâèå C, êîòîðîå íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè A, B èñïîëüçîâàëîñü â ðàáîòàõ [4,6,7℄, ñóùåñòâåííî

îãðàíè÷èâàåò êëàññ èññëåäóåìûõ çàäà÷ î ñáëèæåíèè.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîä äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì u(t), t ∈ [t0, θ], â ñèñòåìå (1.1) ïîíèìàåì èç-

ìåðèìóþ ïî Ëåáåãó íà [t0, θ] âåêòîð-�óíêöèþ u(t) ∈ P , t ∈ [t0, θ]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(t∗, t∗, x∗)
(x∗ ∈ R

n
, t0 6 t∗ < t∗ 6 θ) ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè â R

n
ñèñòåìû (1.1), îòâå÷àþùåå ìîìåíòó

t∗ è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t∗) = x∗;

X(t∗, x∗) =
⋃

t∗∈ [t∗, θ]

(t∗,X(t∗, t∗, x∗)) ((t∗, x∗) ∈ [t0, θ]× R
n)

� èíòåãðàëüíàÿ âîðîíêà ñèñòåìû (1.1) ñ íà÷àëüíîé ïîçèöèåé (t∗, x∗);

X(t∗,X∗) =
⋃

x∗∈X∗

X(t∗, x∗),
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ãäå (t∗,X∗) = {(t∗, x∗) : x∗ ∈ X∗}, X∗ ⊂ R
n
.

Ïðè óñëîâèÿõ A è B ìíîæåñòâî clX(t∗, t∗, x∗) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè

Y (t∗, t∗, x∗) äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (ä. â.)

dx

dt
∈ F (t, x) = coF(t, x), x(t∗) = x∗, (1.5)

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ Y (t∗, t∗, x∗) ∈ comp (Rn). Ïîëàãàåì, ÷òî íàðÿäó ñ ñèñòåìîé

(1.1) çàäàíî ìíîæåñòâî M ∈ comp (Rn) � öåëåâîå ìíîæåñòâî äëÿ (1.1) â çàäà÷å î ñáëèæåíèè.

Ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùèå çàäà÷è, îòíîñÿùèåñÿ ê ñáëèæåíèþ ñèñòåìû (1.1) ñ M â ìîìåíò θ.
Çàäà÷à 1. Òðåáóåòñÿ âûäåëèòü â [t0, θ] × R

n
ìíîæåñòâî W âñåõ òåõ èñõîäíûõ ïîçèöèé

(t∗, x∗) ñèñòåìû (1.1), äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t), t ∈ [t0, θ],
ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (1.1) â ìîìåíò θ íà M (òî åñòü x(θ) ∈ M).

Ìíîæåñòâî W , ñëåäóÿ ðàáîòàì [1, 2, 4℄, áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è

î ñáëèæåíèè.

Çàäà÷à 2.Ïóñòü (t0, x
(0)) ∈ W . Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u∗(t), t ∈ [t0, θ],

ïîðîæäàþùåå äâèæåíèå x∗(t), x∗(t0) = x(0), ñèñòåìû (1.1), äëÿ êîòîðîãî x∗(θ) ∈ M .

Òàê êàê â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå çàäà÷ î ñáëèæåíèè ìû íå â ñîñòîÿíèè âûäåëèòü òî÷íî

ìíîæåñòâî W , òî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çäåñü âîïðîñ î åãî ïðèáëèæåííîì êîíñòðóèðîâàíèè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäåì ðàññìàòðèâàòü è âîïðîñ î ïðèáëèæåííîì êîíñòðóèðîâàíèè óïðàâëåíèÿ

u∗(t), t ∈ [t0, θ], êàê óïðàâëåíèÿ, ïðèâîäÿùåãî äâèæåíèå x∗(t), t ∈ [t0, θ], ñèñòåìû (1.1) â íåêî-

òîðóþ äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M .

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 ðàññìîòðèì íàðÿäó ñ ¾ïðÿìûì¿ âðåìåíåì t ∈ [t0, θ] òàê íàçûâàåìîå

¾îáðàòíîå¿ âðåìÿ τ = t0 + θ − t ∈ [t0, θ] è ñîïîñòàâèì ñèñòåìå (1.1) óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó,

îòâå÷àþùóþ ¾îáðàòíîìó¿ âðåìåíè τ :

dz

dτ
= h(τ, z, v), τ ∈ [t0, θ], (1.6)

à äè��åðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ (1.5) � äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

dz

dτ
∈ H(τ, z) = coH (τ, z), z(τ∗) = z∗; (1.7)

çäåñü h(τ, z, v) = −f(t0 + θ − τ, z, v), H (τ, z) = {h(τ, z, v) : v ∈ P}, (τ, z, v) ∈ [t0, θ]× R
n × P .

Ñèìâîëàìè Z(t0, z
(0)) ⊂ [t0, θ] × R

n
è Ẑ(t0, z

(0)) ⊂ [t0, θ] × R
n
îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî

èíòåãðàëüíûå âîðîíêè ñèñòåìû (1.6) è äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.7) ñ èñõîäíîé ïî-

çèöèåé (t0, z
(0)), à ñèìâîëàìè Z = Z(t0,M) è Ẑ = Ẑ(t0,M) � ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëü-

íûå âîðîíêè ñèñòåìû (1.6) è äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.7) ñ èñõîäíûì ìíîæåñòâîì

(t0,M) = {(t0, z(0)) : z(0) ∈ M}.
Òàêèì îáðàçîì, Z(t0,M) =

⋃
z(0)∈M

Z(t0, z
(0)) è Ẑ(t0,M) =

⋃
z(0)∈M

Ẑ(t0, z
(0)). Ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà Ẑ(t0, z
(0)) = clZ(t0, z

(0)), (t0, z
(0)) ∈ [t0, θ]× R

n
è Ẑ(t0,M) = clZ(t0,M).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà W ⊂ [t0, θ]×R
n
è Ŵ ⊂ [t0, θ]×R

n
, çàäàâ ñå÷åíèÿ W (t) =

= {w ∈ R
n : (t, w) ∈ W} è Ŵ (t) = {w ∈ R

n : (t, w) ∈ Ŵ}, t ∈ [t0, θ], ýòèõ ìíîæåñòâ ðàâåíñòâàìè

W (t) = Z(τ) = {z ∈ R
n : (τ, z) ∈ Z}

è

Ŵ (t) = Ẑ(τ) = {z ∈ R
n : (τ, z) ∈ Ẑ},

t = t0 + θ − τ , τ ∈ [t0, θ].
Ïðè t = t0 + θ − τ , τ ∈ [t0, θ] ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Ŵ (t) = clW (t), Ẑ(τ) = clZ(τ).

Èç òîãî, ÷òî Ẑ � êîìïàêò â [t0, θ]× R
n
, ñëåäóåò, ÷òî Ŵ � êîìïàêò â [t0, θ]× R

n
.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà W ñëåäóåò, ÷òî W åñòü ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè â çàäà÷å 1,

ò. å. W åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òåõ èñõîäíûõ ïîçèöèé (t∗, x∗) ∈ [t0, θ]×R
n
, èç êîòîðûõ ðàçðåøèìà

çàäà÷à î ñáëèæåíèè ñèñòåìû (1.1) ñ M â ìîìåíò θ.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèÿ A, B, íàëîæåííûå íà ñèñòåìó (1.1), è êîìïàêòíîñòü öåëåâîãî

ìíîæåñòâà M , ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà Z è W , Ẑ è Ŵ , à òàêæå àïïðîêñèìèðóþùèå èõ

ìíîæåñòâà, êîòîðûå âîçíèêíóò â ïðîöåññå ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèé, ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîé

äîñòàòî÷íî áîëüøîé îãðàíè÷åííîé è çàìêíóòîé öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè

D = {(τ, z) : (τ, z) ∈ [t0, θ]×D∗} = {(t, x) : (t, x) ∈ [t0, θ]×D∗}, D∗ ∈ comp (Rn).

Çàìåòèì, ÷òî âûáîð îáëàñòèD, èìåþùåé öèëèíäðè÷åñêóþ �îðìó, îáóñëîâëåí ïîòðåáíîñòüþ

ðàáîòàòü ñ îáëàñòüþ, èìåþùåé �îðìó, íå çàâèñÿùóþ îò íàïðàâëåíèÿ âðåìåíè. Èìåííî ýòó

îáëàñòü è ñâÿçàííûå ñ íåé âåëè÷èíû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ è

ðàññóæäåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, áóäåì èñïîëüçîâàòü êîíñòàíòó

K = max{||f(t, x, u)|| : (t, x, u) ∈ D × P} < +∞.

Ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 âîçüìåì çà îðèåíòèð äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ ìíîæåñòâî Ŵ , áëèçêîå ê W (â òîì ñìûñëå, ÷òî Ŵ = clW ). Ïðè ýòîì ìû áóäåì êîíñòðó-

èðîâàòü ïðèáëèæåííî ìíîæåñòâî Ẑ = clZ è, ñòàëî áûòü, ìíîæåñòâî Z.
Èòàê, ââåäåì íà îñè ¾îáðàòíîãî¿ âðåìåíè τ êîíå÷íîå ðàçáèåíèå Γ = {τ0 = t0, τ1, . . . , τN = θ}

îòðåçêà [t0, θ] ñ îäèíàêîâûìè øàãàìè ∆i = τi+1−τi = ∆ > 0, i = 0, N − 1, ãäå äèàìåòð ∆ = ∆(Γ)
ðàçáèåíèÿ Γ ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì.

Ñå÷åíèÿ Ẑ(τi) ⊂ R
n
, i = 0, N − 1, èíòåãðàëüíîé âîðîíêè Ẑ = Ẑ(t0,M) äè��åðåíöèàëüíîãî

âêëþ÷åíèÿ (1.7) óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

Ẑ(τi+1) = Ẑ(τi+1, τi, Ẑ(τi)), i = 0, N − 1, (1.8)

ãäå Ẑ(τ∗, τ∗, Z∗) � ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ä. â. (1.7) â ìîìåíò τ∗ ∈ [t0, θ] ñ èñõîäíûì ìíîæå-

ñòâîì (τ∗, Z∗), Z∗ ⊂ R
n
, îòâå÷àþùèì ìîìåíòó τ∗ ∈ [t0, τ

∗].
Â èäåàëå íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîå âû÷èñëåíèå ïðè ìàëûõ ∆ > 0 ìíîæåñòâ Ẑ(τi+1, τi,

Ẑ(τi)), i = 0, N − 1. Îäíàêî òàêîå âû÷èñëåíèå óäàåòñÿ ðåàëèçîâàòü ëèøü â îòíîñèòåëüíî ðåäêèõ
ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó ìû âûíóæäåíû ïðèáåãíóòü ê ïðèáëèæåííîìó âû÷èñëåíèþ ýòèõ ìíîæåñòâ.

Â êîíå÷íîì èòîãå âìåñòî ìíîæåñòâ Z(τi+1), i = 0, N − 1, â ðåçóëüòàòå ïðèáëèæåííîãî âû-

÷èñëåíèÿ ìû ïîëó÷èì èõ íåêîòîðûå àïïðîêñèìàöèè Ẑ a(τi+1), i = 0, N − 1, ïðåäñòàâëÿþùèå
ñîáîé êîíå÷íûå ìíîæåñòâà â R

n
.

Îïèñàíèå ñõåìû ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ Ẑ a(τi+1) íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ñõåìû ïîñòðîåíèÿ ìíî-

æåñòâ Ẑa(τi+1), i = 0, N − 1, êîòîðûå çàòåì ñóçèì äî ìíîæåñòâ Ẑ a(τi+1) â ñëó÷àå íåîáõîäèìî-
ñòè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì çàäàäèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (τ∗, τ∗, Z∗) 7→ Z(δ)(τ∗, τ∗, Z∗) ⊂ R
n
ðà-

âåíñòâîì

Z(δ)(τ∗, τ∗, Z∗) =
⋃

z∗∈Z∗

Z(δ)(τ∗, τ∗, z∗),

t0 6 τ∗ < τ∗ 6 θ, Z∗ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â R
n
, δ = τ∗ − τ∗.

Çäåñü Z(δ)(τ∗, τ∗, z∗) = z∗+ δH(δ)(τ∗, z∗), ãäå îòîáðàæåíèå (τ∗, z∗) 7→ H(δ)(τ∗, z∗) � íåêîòîðàÿ

êîíå÷íîçíà÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îòîáðàæåíèÿ (τ∗, z∗) 7→ H(τ∗, z∗), (τ∗, z∗) ∈ D, óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ íåðàâåíñòâó

sup
(τ∗,z∗)∈D

d(H(τ∗, z∗),H
(δ)(τ∗, z∗)) 6 ζ∗(δ), δ ∈ (0,∞),

ãäå �óíêöèÿ ζ∗(δ) âûáðàíà óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ζ∗(δ) ↓ 0 ïðè δ ↓ 0.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (τ∗, τ∗, Z∗) 7→ Z(δ)(τ∗, τ∗, Z∗) åñòü êîíå÷íîçíà÷-

íîå îòîáðàæåíèå.
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Îòîáðàæåíèå (τ∗, z∗) 7→ H(δ)(τ∗, z∗), (τ∗, z∗) ∈ D, è �óíêöèþ ζ∗(δ), δ ∈ (0,∞), ìîæíî çàäà-

âàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Óòî÷íèì ñïîñîá èõ çàäàíèÿ â ýòîé ðàáîòå.

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ââåäåì îòîáðàæåíèå

(τ∗, z∗) 7→ Hδ(τ∗, z∗) = coHδ(τ∗, z∗), (τ∗, z∗) ∈ D, δ > 0,

ãäå Hδ(τ∗, z∗) = h(τ∗, z∗, P
(δ)), P (δ)

� êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â P òàêîå, ÷òî d(P,P (δ)) 6 δ
(d(P,P (δ)) � õàóñäîð�îâî ðàññòîÿíèå ìåæäó P è P (δ)

).

Ââåäåì �óíêöèþ íà (0,∞):

ξ∇(δ) = max{||h(τ∗, z∗, v(1))−h(τ∗, z∗, v
(2))|| : (τ∗, z∗, v(1)) è (τ∗, z∗, v

(2)) èç D×P, ||v(1)−v(2)|| 6 δ}.

Ïîëàãàÿ ζ∗(δ) = 2ζ∇(δ), ïîëó÷àåì ζ∗(δ) ↓ 0 ïðè δ ↓ 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà h∗ =
n+1∑
k=1

αkh(τ∗, z∗, vk) ∈ H(τ∗, z∗), (τ∗, z∗) ∈ D,

n+1∑
k=1

αk = 1, αk > 0

è vk ∈ P , k = 1, n+ 1, íàéäåòñÿ íàáîð òî÷åê v
(δ)
k ∈ P (δ)

, k = 1, n + 1, òàêîé, ÷òî ||v(δ)k − vk|| 6 δ,
k = 1, n + 1, è ïðè ýòîì

∥∥∥h∗ −
n+1∑
k=1

αkh(τ∗, z∗, v
(δ)
k )

∥∥∥ 6
n+1∑
k=1

αk||h(τ∗, z∗, vk)− h(τ∗, z∗, v
(δ)
k )|| 6 ζ∇(δ). (1.9)

Ââåäåì òàêæå â ðàññìîòðåíèå n-ìåðíûé ñèìïëåêñ sn = {α = (α1, α2, . . . , αn+1) ∈ R
n+1 :

n+1∑
k=1

αk = 1 è αk > 0, k = 1, n + 1}.

Â ñèìïëåêñå sn âûäåëèì íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî s
(δ)
n òî÷åê α(δ) = (α

(δ)
1 , α

(δ)
2 , . . . , α

(δ)
n+1)

òàêîå, ÷òî

d∗(s(δ)n , sn) 6
ζ∗(δ)

2(n + 1)K
, δ > 0; (1.10)

çäåñü d∗(s
(δ)
n , sn) � ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè s

(δ)
n è sn, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

d∗(s(δ)n , sn) = max(max
α∈sn

min
α(δ)∈s

(δ)
n

||α − α(δ)||∗, max
α(δ)∈s

(δ)
n

min
α∈sn

||α− α(δ)||∗),

ãäå ||α− α(δ)||∗ = max
k=1,n+1

|αk − α
(δ)
k |.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà hδ =
n+1∑
k=1

αkh(τ∗, z∗, v
(δ)
k ) ∈ Hδ(τ∗, z∗), (τ∗, z∗) ∈ D (

n+1∑
k=1

αk = 1,

αk > 0 è v
(δ)
k ∈ P (δ)

, k = 1, n + 1), íàéäåòñÿ α(δ) = (α
(δ)
1 , α

(δ)
2 , . . . , α

(δ)
n+1) ∈ s

(δ)
n , ïðè êîòîðîì

||hδ−
n+1∑
k=1

α
(δ)
k h(τ∗, z∗, v

(δ)
k )|| 6

n+1∑
k=1

|αk−α
(δ)
k |·||h(τ∗, z∗, v(δ)k )|| 6 (n+1)

ζ∗(δ)

2(n + 1)K
K 6 ζ∇(δ). (1.11)

Ó÷èòûâàÿ (1.9) è (1.11), ïîëó÷èì: äëÿ ëþáîãî h∗ =
n+1∑
k=1

αkh(τ∗, z∗, vk) ∈ H(τ∗, z∗), (τ∗, z∗) ∈

∈ D,

n+1∑
k=1

αk = 1, αk > 0 è vk ∈ P , k = 1, n+ 1, íàéäåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð v
(δ)
k ∈ P (δ)

, k = 1, n+ 1

è α(δ) = (α
(δ)
1 , α

(δ)
2 , . . . , α

(δ)
n+1) ∈ s

(δ)
n òàêèå, ÷òî

∥∥∥
n+1∑
k=1

αkh(τ∗, z∗, vk)−
n+1∑
k=1

α
(δ)
k h(τ∗, z∗, v

(δ)
k )

∥∥∥ 6 ζ∇(δ) + ζ∇(δ) = ζ∗(δ), δ > 0.

Îòîáðàæåíèå (τ∗, z∗) 7→ H(δ)(τ∗, z∗), (τ∗, z∗) ∈ D, çàäàäèì ðàâåíñòâîì

H(δ)(τ∗, z∗) = {h(δ) =
n+1∑
k=1

α
(δ)
k h(τ∗, z∗, v

(δ)
k ) : α(δ) ∈ s(δ)n , v

(δ)
k ∈ P (δ), k = 1, n + 1}.
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Çàìå÷àíèå 3. Ñ÷èòàåì, ÷òî âûáîð òîãî èëè èíîãî âåêòîðà h(δ) ∈ H(δ)(τ∗, z∗) â ïðîöåññå

êîíñòðóèðîâàíèÿ ðàçðåøàþùåãî óïðàâëåíèÿ u∗(t), t ∈ [t0, θ], â çàäà÷å î ñáëèæåíèè ñ M èç

íà÷àëüíîé ïîçèöèè (t0, x
(0)) ñèñòåìû (1.1) îçíà÷àåò, ÷òî ìû âìåñòå ñ òåì çíàåì è çàïîìèíàåì

α(δ) ∈ s
(δ)
n è v

(δ)
k ∈ P (δ)

, k = 1, n + 1, ïîðîæäàþùèå ýòîò âåêòîð h(δ).

Çàìå÷àíèå 4. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî s
(δ)
n , óäîâëåòâîðÿþùåå (1.10), ìîæíî âûäåëèòü èç ñèì-

ïëåêñà sn ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîëàãàåì N =

[
2(n+ 1)K

√
n

ζ∗(δ)

]
+ 1, ãäå ñ ïîìîùüþ êâàäðàòíûõ ñêîáîê [. . .] îáîçíà÷åíà

îïåðàöèÿ âçÿòèÿ öåëîé ÷àñòè ÷èñëà.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (n = 1) ìîæíî çàäàòü (N + 1)-òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî

s
(δ)
1 =

{
0,

1

N
,
2

N
, . . . ,

N − 1

N
, 1

}
.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå (n = 2) ìîæíî âûáðàòü
(N + 1)(N + 2)

2
-òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî

s
(δ)
2 =

{
(0, 0),

(
0,

1

N

)
, . . . ,

(
0,

N − 1

N

)
, (0, 1),

( 1

N
, 0
)
,
( 1

N
,
1

N

)
,
( 1

N
,
2

N

)
, . . . ,

( 1

N
,
N − 1

N

)
,
( 2

N
, 0
)
, . . .

}
.

Ïðè ýòîì s
(δ)
2 = {(xk, yk)}(N+1)(N+2)/2

k=1 , ãäå

yk =
1

N

[
N −

√
2k +

1

4
+

3

2

]
, xk =

1

N

(
k − 1− 1

2
(N − yk)(N + 1− yk)

)
.

Â ñëó÷àå n = 3 ïîñòðîåííîå ïîäîáíûì îáðàçîì ìíîæåñòâî s
(δ)
3 =

{
(0, 0, 0),

(
0, 0,

1

N

)
, . . .

}

áóäåò ñîñòîÿòü èç

N3 + 6N2 + 11N + 6

6
òî÷åê. ßâíàÿ �îðìóëà äëÿ k-ãî ýëåìåíòà áûñòðî óñëîæ-

íÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè, ïîýòîìó â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè óäîáíî ïîñòðîèòü

s
(δ)
n ñëåäóþùèì îáðàçîì: âíà÷àëå âçÿòü êîíå÷íîå ïðèáëèæåíèå

K
(δ)
n =

{( i1
N

,
i2
N

, . . . ,
in
N

)}N

i1,i2,...,in=0

n-ìåðíîãî êóáà, à çàòåì âûáðàòü òîëüêî òå òî÷êè, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ñèìïëåêñó sn, òî åñòü
i1
N

+
i2
N

+ . . . +
in
N

6 1.

Èòàê, âåðíåìñÿ ê îïèñàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ẑa(τi+1)}.
Îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ẑa(τi+1)} íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ñòàðòîâîãî ìíîæåñòâà

Ẑa(τ0) äëÿ íåå. Ïîëàãàåì Ẑa(τ0) ⊂ R
n
ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê è óäîâëåòâîðÿþùèì

íåðàâåíñòâó

d(Ẑa(τ0), Ẑ(τ0)) = d(Ẑa(τ0),M) 6 σ∗(∆),

ãäå σ∗(δ) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî σ∗(δ) ↓ 0 ïðè δ ↓ 0.
Ìíîæåñòâà Ẑa(τi+1), i = 0, N − 1, çàäàåì ðåêóððåíòíî:

Ẑa(τi+1) = Z(∆)(τi+1, τi, Ẑ
a(τi)).

Ïðè óñëîâèÿõ A, B, êîòîðûìè ñòåñíåíà ñèñòåìà (1.1), à ñëåäîâàòåëüíî, è ñèñòåìà (1.6),

à òàêæå òåõ óñëîâèÿõ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ìíîæåñòâà Ẑa(τi+1), i = 0, N − 1, âêóïå ñ âû-
áðàííîé íàìè öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòüþ D ⊂ [t0, θ] × R

n
(Ẑa(τi+1) ⊂ D∗, i = 0, N − 1) èìååò

ìåñòî îöåíêà, èäåíòè÷íàÿ îöåíêå èç [6℄:

d(Ẑa(τi), Ẑ(τi)) 6 eL(τi−τ0)
(
σ∗(∆) + (τi − τ0)(ζ

∗(∆) + ω∗(∆) + LK∆)
)
. (1.12)
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Èç îöåíêè (1.12) è îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé ω∗(δ), ζ∗(δ), σ∗(δ) âûòåêàåò ïðåäåëüíîå ñîîòíîøå-
íèå

max
τi∈Γ

d(Ẑa(τi), Ẑ(τi)) → 0 ïðè ∆ = ∆(Γ) ↓ 0.

Îòìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ âåëè÷èíû max
τi∈Γ

d(Ẑa(τi), Ẑ(τi)) ïðè ∆ = ∆(Γ) ↓ 0

äèêòóåòñÿ ïîðÿäêîì ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (1.12).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà Ẑa(τi), i = 0, N , ñóòü êîíå÷íûå àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ Ẑ(τi),
i = 0, N , à âìåñòå ñ íèìè è ìíîæåñòâ Z(τi), i = 0, N , � ñå÷åíèé èíòåãðàëüíîé âîðîíêè Z =
= Z(t0,M) ñèñòåìû (1.12), îòâå÷àþùèõ ìîìåíòàì τi ∈ Γ.

Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ Ẑa(τi), i = 0, N , ìîæåò îêàçàòüñÿ,

÷òî êîëè÷åñòâî m(Ẑa(τi)) ýëåìåíòîâ ýòèõ ìíîæåñòâ âîçðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà i íàñòîëü-
êî, ÷òî áóäåò çàòðóäíèòåëüíî ïðîâåäåíèå ý��åêòèâíûõ âû÷èñëåíèé ïîñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ

Ẑa(τi).
Â òàêîì ñëó÷àå, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà τi, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïðîðåæèâàíèè

ìíîæåñòâ Ẑa(τi), Ïðè ýòîì ïðîðåæèâàíèå íå äîëæíî áûòü ÷ðåçìåðíûì, òî åñòü â ðåçóëüòà-

òå ïðîðåæèâàíèÿ ìû äîëæíû ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî, íå ñèëüíî îòëè÷àþùååñÿ â õàóñäîð�îâîé

ìåòðèêå îò ìíîæåñòâà Ẑa(τi).
Äëÿ ýòîãî âûáåðåì íåêîòîðóþ �óíêöèþ χ(δ), δ ∈ (0,∞), òàêóþ, ÷òî χ∗(δ) = δ−1χ(δ) ↓ 0 ïðè

δ ↓ 0, è �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî R
n
ñèñòåìû (1.6), èëè, ÷òî îäíî è òî æå, äè��åðåíöèàëüíîãî

âêëþ÷åíèÿ (1.7), ðàçîáüåì íà çàìêíóòûå êóáû Uα, α ∈ N, ñ ðåáðàìè äëèíû n−1/2χ(δ); çäåñü
N � íàòóðàëüíûé ðÿä.

Êàæäîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó Φ ⊂ R
n
ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî Ω(∆)(Φ) ⊂ R

n
ñîãëàñíî

ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.

Â êàæäîì êóáå Uα, óäîâëåòâîðÿþùåì Uα ∩ Φ 6= ∅, âûäåëèì ïî òî÷êå zα èç Φ è ïðè ýòîì

êàæäóþ òàêóþ òî÷êó ìíîæåñòâà Φ áóäåì âêëþ÷àòü òîëüêî â îäèí êóá Uα. Ïðè òàêîì îïðåäå-

ëåíèè ìíîæåñòâà Ω(∆)(Φ) áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî m(Ω(∆)(Φ)) 6 m(Φ), à â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ áóäåò âûïîëíåíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ω(∆)(Φ) âûòåêàåò òàêæå îöåíêà

d(Ω(∆)(Φ),Φ) 6 χ(∆).

Îïðåäåëèâ òàêóþ ïðîöåäóðó ïðîðåæèâàíèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ â R
n
, çàäàäèì ìíîæåñòâà

Ẑ a(τi), i = 0, N , â R
n
ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

Ẑ
a(τ0) = Ω(∆)(Ẑa(τ0)), Ẑ

a(τi+1) = Ω(∆)(Z(∆)(τi+1, τi, Ẑ
a(τi))), i = 0, N − 1.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëó÷åííûå òàêèì ïóòåì ìíîæåñòâà Ẑ a(τi), i = 0, N , îêàçàëèñü ïðèåì-

ëåìû äëÿ âû÷èñëåíèé.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà (ñì., íàïðèìåð, [6℄):

d(Ẑ a(τi), Ẑ
a(τi)) 6

e(i+1)L∆ − 1

eL∆ − 1
χ(∆), i = 0, N.

Äîïóñòèì, ÷òî äèàìåòð ∆ = ∆(Γ) ðàçáèåíèÿ Γ íàñòîëüêî ìàë, ÷òî 0 < ∆ 6 L−1 ln 2. Òîãäà

e(i+1)L∆ − 1

eL∆ − 1
6 2L−1 e

L(τi−t0)

∆
, i = 1, N,

è, çíà÷èò,

d(Ẑ a(τi), Ẑ
a(τi)) 6 2L−1eL(τi−t0)χ∗(∆), i = 1, N. (1.13)

Ïîëàãàÿ Ŵ a(tj) = Ẑa(τi) è Ŵa(tj) = Ẑ a(τi) äëÿ àïïðîêñèìàöèé ñå÷åíèé Ŵ (tj) = Ẑ(τi),

tj + τi = t0 + θ, ìíîæåñòâà Ŵ è ó÷èòûâàÿ îöåíêè (1.12), (1.13), ïîëó÷àåì

d( Ŵa(tj), Ŵ (tj)) 6 d( Ŵa(tj), Ŵ
a(tj)) + d(Ŵ a(tj), Ŵ (tj)) 6

6 eL(θ−t0)
(
σ∗(∆) + 2L−1χ∗(∆) + (θ − t0)(ζ

∗(∆) + ω∗(∆) + LK∆)
)
, j = 0, N,

(1.14)
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ïðè ∆ ∈ (0, L−1 ln 2).
Èç (1.14) ñëåäóåò, ÷òî

max
tj∈Γ

d( Ŵa(tj), Ŵ (tj)) → 0 ïðè ∆ = ∆(Γ) ↓ 0.

Ýòî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå è ðàâåíñòâî Ŵ = clW îçíà÷àþò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ŵa(tj), tj ∈ Γ, ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìèðóþùåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè W (tj), tj ∈ Γ.

� 2. Êîíñòðóèðîâàíèå ðàçðåøàþùåãî óïðàâëåíèÿ â çàäà÷å 2 î ñáëèæåíèè

Ýòîò ïàðàãðà� ïîñâÿùåí êîíñòðóèðîâàíèþ óïðàâëåíèÿ u∗(t), t ∈ [t0, θ], ðåøàþùåãî çàäà÷ó 2

èç íà÷àëüíûõ òî÷åê x(0) ∈ Ŵa(t0) ïðèáëèæåíèÿ.

Èñõîäèì èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâà Ŵa(tj) = Ẑ a(τi), i+ j = N , i = 0, N , óæå âû÷èñëåíû.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x(0) ∈ Wa(t0). Íàéäåòñÿ òàêàÿ ëîìàíàÿ z̄(τ), τ ∈ [t0, θ], äè�-
�åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

dz

dτ
∈ H(τ, z) = coH (τ, z), (2.1)

äëÿ êîòîðîé z(τN ) = x(0) è óçëîâûå òî÷êè z(i) = z(τi), i = 0, N , êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò âêëþ-

÷åíèÿì z(i) ∈ Ẑ a(τi), i = 0, N .

Óçëîâûå òî÷êè z(i), i = 0, N , ëîìàíîé Ýéëåðà z(τ) ñòåñíåíû ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

z(i+1) = z(i) +∆ · h(i), i = 0, N − 1, (2.2)

ãäå h(i) ∈ H(δ)(τi, z
(i)), è, çíà÷èò, ñ ó÷åòîì âêëþ÷åíèÿ z(i) ∈ Ẑ a(τi) è çàìå÷àíèÿ 3, ïîëó÷àåì

h(i) =
n+1∑
k=1

α
(i)
k h(τi, z

(i), v
(i)
k ), v

(i)
k ∈ P (∆), k = 1, n+ 1.

Çàïèøåì ëîìàíóþ z(τ), τ ∈ [t0, θ], òàêæå â ¾ïðÿìîì¿ âðåìåíè t â âèäå x(t) = z(τ), t+ τ =
= t0 + θ, à åå óçëîâûå òî÷êè z(i) = z(τi) çàïèøåì â âèäå x(j) = x(tj), tj + τi = t0 + θ, i = 0, N .

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå f (j−1) = −h(i), i+ j = N , i = 0, N − 1, çàïèøåì ñîîòíîøåíèå (2.2) â âèäå

x(j−1) = x(j) −∆ f (j−1). (2.3)

Âåêòîð f (j−1)
â (2.3) ïðåäñòàâèì â âèäå

f (j−1) = −
n+1∑
k=1

α
(i)
k h(τi, z

(i), v
(i)
k ) =

n+1∑
k=1

α
(i)
k f(t0 + θ − τi, z

(i), v
(i)
k ).

Ïîëàãàÿ β
(j−1)
k = α

(i)
k , u

(j−1)
k = v

(i)
k , i+ j = N , k = 1, n+ 1, ïîëó÷àåì

f (j−1) =
n+1∑
k=1

β
(j−1)
k f(tj, x

(j), u
(j−1)
k ),

ãäå

n+1∑
k=1

β
(j−1)
k = 1, β

(j−1)
k > 0 è u

(j−1)
k ∈ P (∆)

, k = 1, n+ 1.

Ïðè ýòîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 3 (ñì. ñ. 548), ñ÷èòàåì, ÷òî âû÷èñëåíèþ òî÷åê

x(j−1)
ñîïóòñòâóåò ñîõðàíåíèå â ïàìÿòè ïàðû x(j), f (j−1)

è, êðîìå òîãî, íàáîðîâ β
(j−1)
k , u

(j−1)
k ,

k = 1, n + 1.
Èòàê, ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ òî÷êó z(N) = x(0) ëîìàíîé Ýéëåðà z(δ) äè��åðåíöèàëüíîãî

âêëþ÷åíèÿ (2.1). Ïðèíÿâ òî÷êó x(0) çà íà÷àëüíóþ, ïîñòðîèì ëîìàíóþ Ýéëåðà x̃(t), t ∈ [t0, θ],
äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

dx

dt
∈ F (t, x), t ∈ [t0, θ], (2.4)
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ïîëàãàÿ

x̃(t) = x̃(j−1) + (t− tj−1)g
(j−1), t ∈ [tj−1, tj ], j = 1, n. (2.5)

Ïðè ýòîì âåêòîð g(j−1)
â (2.5) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

g(j−1) =
n+1∑
k=1

β
(j−1)
k f(tj−1, x̃

(j−1), u
(j−1)
k );

çäåñü x̃(j−1) = x̃(tj−1), j = 1, N + 1.
Èç ðàâåíñòâ (2.3), (2.5) ïîëó÷àåì

x(j) = x(j−1) +∆ f (j−1), x̃(j) = x̃(j−1) +∆g(j−1), j = 1, N.

Äàëåå ñðàâíèâàåì ëîìàíûå x̃(t) è x(t) â ìîìåíò tj ∈ Γ, j ∈ 0, N ; òî÷íåå, ñðàâíèâàåì óçëîâûå

òî÷êè x̃(j) è x(j) ýòèõ ëîìàíûõ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âåëè÷èíó ρ(j) = ||x̃(j) − x(j)||, j = 0, N .

Ïðè j = 1, N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ(j) 6 ρ(j−1) +∆||g(j−1) − f (j−1)|| =

= ρ(j−1) +∆
∥∥∥
n+1∑
k=1

β
(j−1)
k (f(tj−1, x̃

(j−1), u
(j−1)
k )− f(tj, x

(j), u
(j−1)
k ))

∥∥∥ 6

6 ρ(j−1) +∆
n+1∑
k=1

β
(j−1)
k ||f(tj−1, x̃

(j−1), u
(j−1)
k )− f(tj, x

(j), u
(j−1)
k )|| 6

6 ρ(j−1) +∆
n+1∑
k=1

β
(j−1)
k ||f(tj−1, x̃

(j−1), u
(j−1)
k )− f(tj−1, x

(j), u
(j−1)
k )||+

+∆
n+1∑
k=1

β
(j−1)
k ||f(tj−1, x

(j), u
(j−1)
k )− f(tj, x

(j), u
(j−1)
k )||.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ âûâîäèì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

ρ(j) 6 ρ(j−1) +∆
n+1∑
k=1

β
(j−1)
k L||x̃(j−1) − x(j)||+∆ω∗(∆) 6

6 ρ(j−1) +∆L
n+1∑
k=1

β
(j−1)
k (||x̃(j−1) − x(j−1)||+ ||x(j−1) − x(j)||) + ∆ω∗(∆) 6

6 ρ(j−1) +∆L
n+1∑
k=1

β
(j−1)
k ρ(j−1) +∆L

n+1∑
k=1

β
(j−1)
k ||∆f (j−1)||+∆ω∗(∆).

(2.6)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ||f (j−1)|| = ||h(i)|| 6
n+1∑
k=1

α
(i)
k ||h(τi, z(i), v(i)k )|| 6

n+1∑
k=1

α
(i)
k K = K, èç (2.6) ïîëó÷à-

åì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

ρ(j) 6 eL∆ρ(j−1) +∆2LK +∆ω∗(∆). (2.7)

Ââåäÿ �óíêöèè ω(δ) = LKδ + ω∗(δ), ω̃(δ) = δω(δ), δ > 0, ïîëó÷àåì èç (2.7)

ρ(j) 6 eL∆ρ(j−1) + ω̃(∆), j = 1, N. (2.8)

Ëîìàíûå x̃(t) è x(t) íà [t0, θ] èìåþò îäíó è òó æå íà÷àëüíóþ òî÷êó x(0) ∈ Ŵa(t0), è, çíà÷èò,
ρ(0) = 0. Ó÷èòûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî è îöåíêó (2.8), ïîëó÷àåì

ρ(1) 6 ω̃(∆), ρ(2) 6 (1 + eL∆)ω̃(∆), ρ(3) 6 (1 + eL∆ + e2L∆)ω̃(∆), . . .

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè j = 1, N îöåíêè ñâåðõó âåëè÷èíû ρ(j) èìåþò âèä

ρ(j) 6
eLj∆ − 1

eL∆ − 1
ω̃(∆) < eL(tj−t0)(K∆+ L−1ω∗(∆)).
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Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρ(N) = ||x̃(N) − x(N)|| < eL(θ−t0)(K∆+ L−1ω∗(∆)).

Òàê êàê x(N) = x(0) ∈ Ẑ a(t0) ⊂ Ẑa(t0)χ(∆) ⊂ Z(t0)σ∗(∆)+χ(∆) è Z(t0) = M , òî

ρ(x̃(N),M) 6 ||x̃(N) − x(N)||+ ρ(x(N),M) < eL(θ−t0)(K∆+ L−1ω∗(∆)) + σ∗(∆) + χ(∆). (2.9)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê êîíñòðóèðîâàíèþ óïðàâëåíèÿ u∗(t), t ∈ [t0, θ], ðàçðåøàþùåãî (ñ îïðå-

äåëåííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè) çàäà÷ó 2 î ñáëèæåíèè ñèñòåìû (1.1) ñ M äëÿ íà÷àëüíîé òî÷êè

x(0) ∈ Ŵa(t0). À èìåííî, óêàæåì, êàê �îðìèðóåòñÿ óïðàâëåíèå u∗(t) íà êàæäîì ïðîìåæóòêå

[tj, tj+1] ðàçáèåíèÿ Γ ïðîìåæóòêà [t0, θ].
Èòàê, ïóñòü [tj , tj+1], j = 0, N − 1, � ïðîìåæóòîê ðàçáèåíèÿ Γ. �àññìîòðèì îòâå÷àþùåå

ýòîìó ïðîìåæóòêó çâåíî ëîìàíîé Ýéëåðà x̃(t):

x̃(t) = x̃(j) + (t− tj)g
(j), t ∈ [tj, tj+1],

ãäå g(j) =
n+1∑
k=1

β
(j)
k f(tj, x̃

(j), u
(j)
k ).

Íå óñëîæíÿÿ ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå β
(j)
k > 0. Ââåäåì â ðàññóæäåíèå ÷èñëà

∆
(j)
k = β

(j)
k ∆, k = 1, n+ 1, è ðàçáèåíèå Γ(j) = {t(j)1 = tj , t

(j)
2 , . . . , t

(j)
n+1, t

(j)
n+2 = tj+1} ïðîìåæóòêà

[tj, tj+1], ãäå t
(j)
k+1 = t

(j)
k +∆

(j)
k , k = 1, n+ 1.

Óïðàâëåíèå u∗(t) íà ïîëóèíòåðâàëå [tj , tj+1) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

u∗(t) = u
(j)
k ïðè t ∈ [t

(j)
k , t

(j)
k+1), k = 1, n+ 1. (2.10)

Âìåñòå ñ òåì ìû çàäàëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå u∗(t) íà [t0, θ], ñòðóêòóðà êîòî-

ðîãî íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå [tj, tj+1) ðàçáèåíèÿ Γ äåòåðìèíèðîâàíà íàáîðàìè β
(j)
k , u

(j)
k ,

k = 1, n + 1.
Â ñëó÷àå êîãäà ñèñòåìà (1.1), â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì A, B, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C

(ñì. ñ. 544), êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå [tj , tj+1) óïðàâëåíèå u∗(t) âûðîæ-
äàåòñÿ â ïîñòîÿííîå íà [tj, tj+1) óïðàâëåíèå: u

∗(t) = u(j), t ∈ [tj , tj+1). Òàêèì îáðàçîì, âûïîë-

íåíèå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ C íà ñèñòåìó (1.1) âëå÷åò ñóùåñòâåííîå óïðîùåíèå àëãîðèòìà

ïîñòðîåíèÿ ðàçðåøàþùåãî óïðàâëåíèÿ u∗(t) íà [t0, θ].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç x∗(t), x∗(t0) = x(0), äâèæåíèå ñèñòåìû (1.1), ïîðîæäåííîå óïðàâëåíèåì

u∗(t), t ∈ [t0, θ]. Ïðè êàæäîì j = 0, N − 1 äâèæåíèå x∗(t) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

x∗(tj+1) = x∗(tj) +

∫ tj+1

tj

f(t, x∗(t), u∗(t)) dt.

Îöåíèì ñâåðõó ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x∗(tj+1) è x̃(tj+1). Äëÿ ýòîãî âûïèøåì ðàçíîñòü

x∗(tj+1)− x̃(tj+1) = (x∗(tj)− x̃(tj)) +
(∫ tj+1

tj

f(t, x∗(t), u∗(t)) dt −∆g(j)
)
. (2.11)

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë, âõîäÿùèé â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.11):

∫ tj+1

tj

f(t, x∗(t), u∗(t))dt =

∫ tj+1

tj

f(tj, x
∗(tj), u

∗(t)) dt + J (j)(∆) =

=

n+1∑

k=1

∫ t
(j)
k+1

t
(j)
k

f(tj, x
∗(tj), u

(j)
k ) dt+ J (j)(∆),

(2.12)

ãäå J (j)(∆) =

∫ tj+1

tj

(
f(t, x∗(t), u∗(t))− f(tj, x

∗(tj), u
∗(t))

)
dt.
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.12) è ðàâåíñòâî

∆g(j) = ∆
n+1∑
k=1

β(j)f(tj, x̃
(j), u

(j)
k ) =

n+1∑
k=1

∆
(j)
k f(tj, x̃

(j), u
(j)
k ),

çàïèøåì ðàçíîñòü x∗(tj+1)− x̃(j+1)
â âèäå

x∗(tj+1)− x̃(j+1) = (x∗(tj)− x̃(j)) +
n+1∑
k=1

(
f(tj, x

∗(tj), u
(j)
k )− f(tj, x̃

(j), u
(j)
k )

)
∆

(j)
k + J (j)(∆).

Ïîëàãàåì σ(j) = ||x∗(tj)− x̃(j)||, j = 0, N . Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

σ(j+1)
6 σ(j) +

n+1∑
k=1

||f(tj , x∗(tj), u(j)k )− f(tj, x̃
(j), u

(j)
k )||∆(j)

k +

+

∫ tj+1

tj

||f(t, x∗(t), u∗(t))− f(tj, x
∗(tj), u

∗(t))|| dt.
(2.13)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêè

||f(tj, x∗(tj), u(j)k )− f(tj, x̃
(j), u

(j)
k )|| 6 L||x∗(tj)− x̃(j)|| = Lσ(j),

||f(t, x∗(t), u∗(t))− f(tj, x
∗(tj), u

∗(t))|| 6 ω∗(∆) + LK∆ = ω(∆), t ∈ [tj, tj+1],

ïîëó÷àåì èç (2.13)

σ(j+1)
6 eL∆σ(j) + ω̃(∆), j = 0, N − 1. (2.14)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (2.14), ïîëó÷àåì

σ(j+1)
6

eL(j+1)∆ − 1

eL∆ − 1
< eL(tj+1−t0)(K∆+ L−1ω∗(∆)), j = 0, N − 1.

Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

σ(N) = ||x∗(tN )− x̃(N)|| < eL(θ−t0)(K∆+ L−1ω∗(∆)). (2.15)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.9) è (2.15), ïîëó÷àåì

ρ(x∗(tN ),M) 6 ||x∗(tN )− x̃(N)||+ ρ(x̃(N),M) 6

6 2eL(θ−t0)(K∆+ L−1ω∗(∆)) + σ∗(∆) + χ(∆).
(2.16)

Äàëåå, çàäàäèì íåêîòîðîå ε > 0 è âûáåðåì ïî íåìó ðàçáèåíèå Γ ïðîìåæóòêà [t0, θ] ñ äèà-
ìåòðîì ∆ = ∆(Γ) > 0, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâàì

∆ 6 L−1 ln 2, 2eL(θ−t0)(K∆+ L−1ω∗(∆)) + σ∗(∆) + χ(∆) 6 ε. (2.17)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ε > 0 è ðàçáèåíèå Γ = {t0, t1, . . . , tN = θ} ïðîìåæóòêà [t0, θ] óäîâëåòâî-

ðÿåò (2.17). Òîãäà äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè x(0) ∈ Ŵ a(t0) êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå
x∗(t), x∗(t0) = x(0), óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1) óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ x∗(θ) ∈ Mε.
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� 3. Óïðàâëåíèÿ-êîìïåíñàòîðû â çàäà÷å î ñáëèæåíèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1)

ñ ìíîæåñòâîì M

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å ìû ñêîíñòðóèðîâàëè ðàçðåøàþùåå óïðàâëåíèå u∗(t) íà [t0, θ]
â çàäà÷å î ñáëèæåíèè ñèñòåìû (1.1) ñ M â ìîìåíò θ êàê êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå íà

[t0, θ].

Íàïîìíèì, ÷òî óïðàâëåíèå u∗(t), t ∈ [t0, θ], îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (2.10), ðåøàåò çàäà÷ó

î ñáëèæåíèè ñèñòåìû (1.1) ñM èç íà÷àëüíîé òî÷êè x(0) ∈ Ŵ a(t0) ïðèáëèæåííî, ñ îïðåäåëåííîé
ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, è ýòà ðàçíîñòü óëó÷øàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì äèàìåòðà ∆ = ∆(Γ) ðàçáèåíèÿ Γ.

Â ïðîöåññå îáîñíîâàíèÿ ýòîãî ïîëîæåíèÿ ìû ñîïîñòàâèëè óïðàâëåíèþ u∗(t), t ∈ [t0, θ], ëî-
ìàíóþ Ýéëåðà x̃(t), t ∈ [t0, θ], äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (2.4) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x̃(t0) = x(0). Ìû ïîêàçàëè, â ÷àñòíîñòè, ÷òî êîíå÷íàÿ òî÷êà x̃(θ) = x̃(tN ) ýòîé ëîìàíîé îò-

ñòîèò îò êîíå÷íîé òî÷êè x(θ) = x(tN ) ∈ Mσ∗(∆)+χ(∆) ëîìàíîé x(t), t ∈ [t0, θ], íà÷èíàþùåéñÿ

â òî÷êå x(0), íà âåëè÷èíó ρ(N) = ||x̃(tN )− x(tN )|| < eL(θ−t0)(K∆+ L−1ω∗(∆)).

ßñíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ L, K, (θ − t0) ïðàâàÿ ÷àñòü óêàçàííîé îöåíêè ìîæåò áûòü âåëèêà

äàæå ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ∆ = ∆(Γ) > 0. Òîãäà íå èñêëþ÷åíî, ÷òî è ðàññîãëàñîâàíèå ρ(N)

ìåæäó òî÷êàìè x̃(tN ) è x(tN ) îêàæåòñÿ áîëüøèì. Òàêîå ðàññîãëàñîâàíèå ρ(N)
, â ñâîþ î÷åðåäü,

íåãàòèâíî îòðàçèòñÿ è íà îòêëîíåíèè êîíå÷íîé òî÷êè x∗(tN ) äâèæåíèÿ x∗(t), x∗(t0) = x(0),
ñèñòåìû (1.1) îò öåëåâîãî ìíîæåñòâà M . À èìåííî, ðàññîãëàñîâàíèå ρ(N)

âíåñåò ñâîé âêëàä

â îòêëîíåíèå ρ(x∗(tN ),M), äåëàÿ åãî çíà÷èòåëüíûì.

Â ñâÿçè ñ ýòèì íåáëàãîïðèÿòíûì îáñòîÿòåëüñòâîì âîçíèêàåò æåëàíèå ïîäïðàâèòü íåêî-

òîðûì îáðàçîì óïðàâëåíèå u∗(t) íà [t0, θ] � ñêîððåêòèðîâàòü åãî òàê, ÷òîáû ïîäïðàâëåííîå

óïðàâëåíèå íåéòðàëèçîâàëî õîòÿ áû ðàññîãëàñîâàíèå ρ(N)
ìåæäó òî÷êàìè x̃(tN ) è x(tN ).

Â ýòîì ïàðàãðà�å äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1.1), îòíîñèòåëüíî êîòîðîé áó-

äåì ïðåäïîëàãàòü ïîìèìî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé A, B (ñì. ñ. 544) åùå è óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ

ðàâåíñòâà F (t, x) = F(t, x), (t, x) ∈ [t0, θ]× R
n
.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ, êàê èçâåñòíî (ñì. [4, ñ. 281℄), ðàçðåøàþùåå óïðàâëåíèå u∗(t),

t ∈ [t0, θ], äëÿ çàäà÷è î ñáëèæåíèè ñ M èç íà÷àëüíîé òî÷êè x(0) ∈ Ŵ(t0) = W(t0) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå (u∗(t) = u(j), t ∈ [tj , tj+1), j = 0, N − 1) íà ïðîìåæóòêàõ
[tj, tj+1) ðàçáèåíèÿ Γ îòðåçêà [t0, θ].

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðåäëîæèì è ïðîàíàëèçèðóåì äâà âàðèàíòà êîððåêöèè óïðàâëåíèÿ

u∗(t), t ∈ [t0, θ], âåäóùèõ ê íåéòðàëèçàöèè ðàññîãëàñîâàíèÿ ρ(N)
, òî åñòü ê îáíóëåíèþ âåëè÷èíû

ρ(N)
. Â êàæäîì èç íèõ íàëàãàþòñÿ ñâîè, äîïîëíèòåëüíûå ê óæå ñóùåñòâóþùèì, óñëîâèÿ íà

ñèñòåìó (1.1) è íà ðåæèì óïðàâëåíèÿ ýòîé ñèñòåìîé.

Âàðèàíò I. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì âîçìîæíîñòü âëèÿòü íà äèíàìèêó ñèñòåìû (1.1)

ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî óïðàâëåíèÿ w, �àêòè÷åñêè òðàíñ�îðìèðóÿ ñèñòåìó (1.1) â óïðàâ-
ëÿåìóþ ñèñòåìó

dx

dt
= f(t, x, u) + w, (3.1)

ãäå t ∈ [t0, θ], x ∈ R
n
, u ∈ P , w ∈ B

n(0; ρ).

Çäåñü w � âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé íà ñèñòåìó (1.1), B
n(0; ρ) �

çàìêíóòûé øàð â R
n
ñ öåíòðîì â 0 ∈ R

n
ðàäèóñà ρ > 0.

Ñ÷èòàåì ïðè ýòîì, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ w íåçíà÷èòåëüíû, òî

åñòü ρ ìàëî.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ íà÷àëüíîé òî÷êè x(0) ∈ Ŵ a(t0) = W a(t0), à òàêæå ëî-

ìàíîé x(t), t ∈ [t0, θ], íà÷èíàþùåéñÿ â x(0) (òî åñòü x(t0) = x(0)) è çàêàí÷èâàþùåéñÿ â òî÷êå

x(θ) = x(tN ) ∈ Mσ∗(∆)+χ(∆).

Â äîïîëíåíèå ê óïðàâëåíèþ u∗(t), t ∈ [t0, θ], îïðåäåëåííîìó ïî �îðìóëå (2.10) ðàâåíñòâàìè
u∗(t) = u(j), t ∈ [tj , tj+1), j = 0, N − 1, ñêîíñòðóèðóåì êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå w∗(t),
t ∈ [t0, θ), ñ ïðîìåæóòêàìè ïîñòîÿíñòâà [tj, tj+1), j = 0, N − 1, óäîâëåòâîðÿþùåå âêëþ÷åíèþ

w∗(t) ∈ B
n(0; ρ), t ∈ [t0, θ]. Ïðè ýòîì îíî áóäåò ñêîíñòðóèðîâàíî òàê, ÷òî ïàðå óïðàâëåíèé
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(u∗(t), w∗(t)) íà [t0, θ] áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ëîìàíàÿ Ýéëåðà

˜̃x(t), ˜̃x(t0) = x(0), óðàâíåíèÿ

dx

dt
= f(t, x, u∗(t)) + w∗(t),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì

˜̃x(tj) = x(tj), j = 1, N. (3.2)

Òàê ñêîíñòðóèðîâàííîå äîïîëíèòåëüíîå óïðàâëåíèå w∗(t), t ∈ [t0, θ], ïîìîæåò íàì êîì-

ïåíñèðîâàòü ðàññîãëàñîâàíèÿ ρ(j) = ‖x̃(tj) − x(tj)‖, j = 1, N , âîçíèêàþùèå â ñëó÷àå, êîãäà

óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà èìååò âèä (1.1). Ïðèìåíåíèå ýòîãî óïðàâëåíèÿ w∗(t), t ∈ [t0, θ], â òðàíñ-
�îðìèðîâàííîé ñèñòåìå (3.1) âêóïå ñ u∗(t), t ∈ [t0, θ], îáåñïå÷èò íàì, ñîãëàñíî (3.2), âûïîëíåíèå
ðàâåíñòâ ||˜̃x(tj)−x(tj)|| = 0. Â òîì ñëó÷àå áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ||˜̃x(tN )−x(tN )|| = 0, îçíà-
÷àþùåå ñîâïàäåíèå êîíå÷íûõ òî÷åê

˜̃x(tN ) è x(tN ) ∈ Mσ∗(∆)+χ(∆) ëîìàíûõ
˜̃x(t) è x(t) íà [t0, θ].

Ëîìàíàÿ Ýéëåðà

˜̃x(t) îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

˜̃x(t) = ˜̃x(j) + (t− tj)(f(tj , ˜̃x(j), u(j)) + w(j)),

˜̃x(t0) = x(0), t ∈ [tj , tj+1), j = 0, N.

Äîãîâîðèìñÿ, ÷òî ðàçìåð ∆ = ∆(Γ) ðàçáèåíèÿ Γ è ÷èñëî ρ > 0, îïðåäåëÿþùåå îãðàíè÷åíèå
B
n(0; ρ) íà óïðàâëåíèå w, â òîì ÷èñëå íà óïðàâëåíèÿ w(j)

, j = 0, N , óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ω(∆) = LK∆+ ω∗(∆) 6 ρ.

Îïèøåì, êàê ïîñëåäîâàòåëüíî ïî øàãàì [tj, tj+1] ðàçáèåíèÿ Γ�îðìèðóåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå

óïðàâëåíèå-êîìïåíñàòîð w∗(t) = w(j)
, t ∈ [tj , tj+1), j = 0, N − 1.

�àññìîòðèì íà÷àëüíûé ïðîìåæóòîê [t0, t1] ðàçáèåíèÿ Γ è êîíå÷íûå òî÷êè

˜̃x(1) = x(0) +∆(f(t0, x
(0), u(0)) + w(0)),

x(1) = x(0) +∆f(t1, x
(1), u(0))

ëîìàíûõ

˜̃x(t) è x(t) íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3 íà ñ. 548, ê ìîìåíòó t0 íàì èçâåñòíà ïàðà x(1), u(0), è ïîýòîìó â ìî-

ìåíò t0 ìû ìîæåì ñ�îðìèðîâàòü âåêòîð

w(0) = f(t1, x
(1), u(0))− f(t0, x

(0), u(0)).

Ïðè òàêîì âûáîðå âåêòîðà w(0)
âûïîëíÿåòñÿ

˜̃x(1) = x̃(1), à òàêæå ||w(0)|| = ||f(t1, x(1), u(0))−
−f(t0, x

(0), u(0))|| 6 ω(∆) 6 ρ, òî åñòü w(0) ∈ B
n(0; ρ).

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèé ïðîìåæóòîê [t1, t2] ðàçáèåíèÿ Γ è êîíå÷íûå òî÷êè

˜̃x(2) = ˜̃x(1) +∆(f(t1, ˜̃x(1), u(1)) + w(1)),

x(2) = x(1) +∆f(t2, x
(2), u(1))

ëîìàíûõ

˜̃x(t) è x(t) íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3 íà ñ. 548, ê ìîìåíòó t1 íàì èçâåñòíà ïàðà x(2), u(1). Ñëåäîâàòåëüíî,
â ìîìåíò t1 ìû â ñîñòîÿíèè âû÷èñëèòü âåêòîð f(t2, x

(2), u(1))−f(t1, ˜̃x(1), u(1)) = f(t2, x
(2), u(1))−

−f(t1, x
(1), u(1)). Ïîëàãàåì

w(1) = f(t2, x
(2), u(1))− f(t1, x

(1), u(1)).

Ïðè òàêîì âûáîðå âåêòîðà w(1)
âûïîëíÿåòñÿ

˜̃x(2) = x(2), à òàêæå ||w(1)|| 6 ω(∆) 6 ρ, òî åñòü
w(1) ∈ B

n(0; ρ).
Ïðîäîëæàåì äàëåå íà ïîñëåäóþùèõ ïðîìåæóòêàõ [tj , tj+1], j = 2, N − 1, êîíñòðóèðîâàòü

âåêòîðû óïðàâëåíèÿ w(j) ∈ B
n(0; ρ) ïî �îðìóëå

w(j) = f(tj+1, x
(j+1), u(j))− f(tj, x

(j), u(j)).
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Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê ñèñòåìå (3.1) òàêîãî óïðàâëåíèÿ-êîìïåíñàòîðà w∗(t) = w(j)
,

t ∈ [tj , tj+1), j = 0, N − 1, ïîëó÷èì ëîìàíóþ Ýéëåðà

˜̃x(t), t ∈ [t0, θ], ˜̃x(t0) = x(0), ñèñòåìû (3.1),

ñîâïàäàþùóþ ñ ëîìàíîé x(t), t ∈ [t0, θ], è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ

˜̃x(tN ) = x(tN ) ∈ Mσ∗(∆)+χ(∆).

Â ñâÿçè ñ çàìåíîé ëîìàíîé x̃(t), x̃(t0) = x(0), íà ëîìàíóþ

˜̃x(t), ˜̃x(t0) = x(0), íà ïðîìåæóò-

êå [t0, θ] âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ äâèæåíèå x∗(t), x∗(t0) = x(0),
ñèñòåìû (1.1), ïîðîæäåííîå ïàðîé óïðàâëåíèé u∗(t), w∗(t), t ∈ [t0, θ], îò ëîìàíîé Ýéëåðà

˜̃x(t),
˜̃x(t0) = x(0), ñèñòåìû (3.1), ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðå u∗(t), w∗(t), t ∈ [t0, θ]. Äëÿ îòâåòà íà ýòîò

âîïðîñ ïðîâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ðàññîãëàñîâàíèÿ ìåæäó x∗(t) è ˜̃x(t) íà [t0, θ].
Äâèæåíèå x∗(t), t ∈ [t0, θ], óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

x∗(t) = x(0) +

∫ t

t0

f(ζ, x∗(ζ), u∗(ζ)) dζ +

∫ t

t0

w∗(ζ) dζ.

�àññìîòðèì äâèæåíèå x∗(t) ïîñëåäîâàòåëüíî ïî øàãàì [tj, tj+1], j = 0, N − 1, è ñðàâíèì åãî

ñ ëîìàíîé Ýéëåðà

˜̃x(t) ñèñòåìû (3.1) â ìîìåíò tj ∈ Γ.
Íà ïåðâîì øàãå [t0, t1] ðàçáèåíèÿ Γ èìååì

x∗(t1) = x(0) +

∫ t1

t0

f(t, x∗(t), u(0)) dt+∆w(0),

˜̃x(t1) = x(0) +

∫ t1

t0

f(t, x(0), u(0)) dt+∆w(0),

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

x∗(t1)− ˜̃x(t1) =
∫ t1

t0

(f(t, x∗(t), u(0))− f(t0, x
(0), u(0))) dt.

Â ñèëó âûáîðà îáëàñòè D ⊂ [t0, θ]× R
n
(ñ. 546) âñå ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ïîçèöèè ñîäåð-

æàòñÿ â D è, â ÷àñòíîñòè, (t0, x
(0)) ∈ D è (t, x∗(t)) ∈ D ïðè t ∈ [t0, t1].

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ïðè t ∈ [t0, t1]:

||f(t, x∗(t), u(0))− f(t0, x
(0), u(0))|| 6 ω∗(t− t0) + L||x∗(t)− x(0)|| 6 ω∗(∆) + LKρ∆; (3.3)

çäåñü îáîçíà÷åíî Kρ = K + ρ.
Èç îöåíêè (3.3) ïîëó÷àåì

||x∗(t1)− ˜̃x(t1)|| 6
∫ t1

t0

||f(t, x∗(t), u(0))− f(t0, x
(0), u(0))|| dt 6 ˜̃ω(∆), (3.4)

ãäå îáîçíà÷åíî

˜̃ω(δ) = δω∗(δ) + LKρδ2, δ > 0.
Íà âòîðîì øàãå [t1, t2] ðàçáèåíèÿ Γ èìååì

x∗(t2) = x∗(t1) +

∫ t2

t1

f(t, x∗(t), u(1)) dt+∆w(1),

˜̃x(t2) = ˜̃x(t1) +
∫ t2

t1

f(t1, ˜̃x(t1), u(1)) dt+∆w(1).

Îòñþäà ïîëó÷àåì

x∗(t2)− ˜̃x(t2) = (x∗(t1)− ˜̃x(t1)) +
∫ t2

t1

(f(t, x∗(t), u(1))− f(t1, ˜̃x(t1), u(1))) dt.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âêëþ÷åíèÿ (t1, ˜̃x(t1)) ∈ D è (t, x∗(t)) ∈ D ïðè t ∈ [t1, t2], îöåíèì
âåëè÷èíó

||f(t, x∗(t), u(1))− f(t1, ˜̃x(t1), u(1))||, t ∈ [t1, t2).
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Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

||f(t, x∗(t), u(1))− f(t1, ˜̃x(t1), u(1))|| 6 ||f(t, x∗(t), u(1))− f(t1, x
∗(t1), u

(1))|| +

+ ||f(t1, x∗(t1), u(1))− f(t1, ˜̃x(t1), u(1))|| 6 ω∗(∆) + LKρ∆+ L||x∗(t1)− ˜̃x(t1)||.
Ó÷èòûâàÿ ýòî íåðàâåíñòâî è (3.4), ïîëó÷àåì

||f(t, x∗(t), u(1))− f(t1, ˜̃x(t1), u(1))|| 6 ω∗(∆) + LKρ∆+ L˜̃ω(∆).

Çíà÷èò, èìååò ìåñòî îöåíêà

||x∗(t2)− ˜̃x(t2)|| 6 ||x∗(t1)− ˜̃x(t1)||+

+

∫ t2

t1

||f(t, x∗(t), u(1))− f(t1, ˜̃x(t1), u(1))|| dt 6 ˜̃ω(∆) + (1 + L∆)˜̃ω(∆).

Îòñþäà ñëåäóåò

||x∗(t2)− ˜̃x(t2)|| 6 ˜̃ω(∆) + eL∆ ˜̃ω(∆).

Äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà [t2, t3] ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

x∗(t3) = x∗(t2) +

∫ t3

t2

f(t, x∗(t), u(2)) dt,

˜̃x(t3) = ˜̃x(t2) +
∫ t3

t2

f(t2, ˜̃x(t2), u(2)) dt,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò

x∗(t3)− ˜̃x(t3) = (x∗(t2)− ˜̃x(t2)) +
∫ t3

t2

(f(t, x∗(t), u(2))− f(t2, ˜̃x(t2), u(2))) dt.

Ó÷èòûâàÿ âêëþ÷åíèÿ (t2, ˜̃x(t2)) ∈ D è (t, x∗(t)) ∈ D ïðè t ∈ [t2, t3], èìååì ñëåäóþùóþ

îöåíêó:

||f(t, x∗(t), u(2))− f(t2, ˜̃x(2), u(2))|| 6 (ω∗(∆) + LKρ∆) + L(˜̃ω(∆) + eL∆ ˜̃ω(∆)), t ∈ [t2, t3).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||x∗(t3)− ˜̃x(t3)|| 6 ||x∗(t2)− ˜̃x(t2)||+
∫ t3

t2

||f(t, x∗(t), u(2))− f(t2, ˜̃x(t2), u(2))|| dt 6

6 (˜̃ω(∆) + eL∆ ˜̃ω(∆)) + ˜̃ω(∆) + L∆(˜̃ω(∆) + eL∆ ˜̃ω(∆)),

èç êîòîðîé ñëåäóåò

||x∗(t3)− ˜̃x(t3)|| 6
2∑

k=0

eLk∆ ˜̃ω(∆).

Ïðîäîëæàÿ ñðàâíèâàòü òî÷êè x∗(tj) è ˜̃x(tj) äâèæåíèÿ x∗(t) è ëîìàíîé Ýéëåðà

˜̃x(t) íà ïî-

ñëåäóþùèõ ïðîìåæóòêàõ [tj, tj+1] ðàçáèåíèÿ Γ, ïîëó÷àåì îöåíêó

||x∗(tj)− ˜̃x(tj)|| 6
j−1∑
k=0

eLk∆ ˜̃ω(∆), j = 3, N.

Ïðè ýòîì äëÿ ïîñëåäíåé ïàðû òî÷åê âûïîëíÿåòñÿ

||x∗(tN )− ˜̃x(tN )|| 6
N−1∑
k=0

eLk∆ ˜̃ω(∆) <

< (eL(θ−t0) − 1)(Kρ∆+ L−1ω∗(∆)) < eL(θ−t0)(Kρ∆+ L−1ω∗(∆)).

(3.5)
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Àíàëèçèðóÿ îöåíêó (3.5), âèäèì, ÷òî îöåíêà ñâåðõó äëÿ èíòåðïðåòèðóþùåãî íàñ îòêëîíåíèÿ

||x∗(tN )− ˜̃x(tN )|| óâåëè÷èëàñü ïî îòíîøåíèþ ê îöåíêå (2.15) íåçíà÷èòåëüíî. À èìåííî, âìåñòî

âõîäÿùåãî â (2.15) ÷ëåíà K â îöåíêó (3.5) âõîäèò ÷èñëî Kρ
, áëèçêîå ê K ïðè ìàëûõ ρ > 0.

Èç âêëþ÷åíèÿ

˜̃x(tN ) = x(tN ) ∈ Mσ∗(∆)+χ(∆) è îöåíêè (3.5) âûòåêàåò îöåíêà

ρ(x∗(tN ),M) < eL(θ−t0)(Kρ∆+ L−1ω∗(∆)) + σ∗(∆) + χ(∆). (3.6)

Îöåíêà (3.6) åñòü àíàëîã îöåíêè (2.16). Îöåíêà (3.6) ïîëó÷åíà äëÿ äâèæåíèÿ x∗(t), t ∈ [t0, θ],
ñèñòåìû (3.1), ïîðîæäåííîãî ïàðîé óïðàâëåíèé u∗(t), w∗(t) íà [t0, θ]. Ïðè ìàëûõ ρ > 0
îíà ëó÷øå, ÷åì îöåíêà (2.16), ïîñêîëüêó â íåé îòñóòñòâóåò êîý��èöèåíò 2 ïåðåä ñëàãàåìûì

eL(θ−t0)(Kρ∆ + L−1ω∗(∆)), áëèçêèì ê ÷èñëó eL(θ−t0)(K∆ + L−1ω∗(∆)). Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíè-

ìàíèå, ìîæåì íàäåÿòüñÿ íà òî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî óïðàâëåíèÿ-êîìïåíñàòîðà

w∗(t), t ∈ [t0, θ], ñóùåñòâåííî óëó÷øèò ðåçóëüòàò óïðàâëåíèÿ � âåëè÷èíó ρ(x∗(tN ),M).

Âàðèàíò II. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàõîäèìñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà íå èìååì âîçìîæíîñòè èçìå-

íèòü äèíàìèêó ñèñòåìû (1.1). Òî åñòü ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìû íå ìîæåì èëè íå â ïðàâå òðàíñ�îð-

ìèðîâàòü ñèñòåìó (1.1) â óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó (3.1) ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî îñóùåñòâëåíî

â âàðèàíòå I.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè ñèñòåìà (1.1) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.

Óñëîâèå E.

(a) Íàéäåòñÿ òàêîå δ∗ ∈ (0,∞), ÷òî îòîáðàæåíèå f : D × P 7→ R
n
ìîæíî ïðîäîëæèòü íà

D × B
r(P ; δ∗) ñ ñîõðàíåíèåì íåïðåðûâíîñòè.

(b) Ñóùåñòâóåò ñòðîãî ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ δ(ρ) íà [0,∞) (δ(ρ) ↓ 0, ρ ↓ 0 è δ(0) = 0) òàêàÿ,
÷òî

f(t, x,Br(u; δ(ρ))) ⊃ B
n(f(t, x, u); ρ), (t, x, u) ∈ D × P, ρ ∈ [0,∞) è δ(ρ) 6 δ∗; (3.7)

çäåñü B
r(u; δ) � çàìêíóòàÿ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè u â R

r
, B

r(P ; δ∗) � çàìêíóòàÿ δ∗-îêðåñòíîñòü
ìíîæåñòâà P â R

r
, B

n(f ; ρ) � çàìêíóòàÿ ρ-îêðåñòíîñòü òî÷êè f â R
n
.

Óñëîâèå E ìû òðàêòóåì êàê óñëîâèå, ïîäìåíÿþùåå â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè óñëîâèå

â âàðèàíòå I, îáåñïå÷èâàþùåå âîçìîæíîñòü òðàíñ�îðìàöèè ñèñòåìû (1.1) â ñèñòåìó (3.1). Ïðè

ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî èìååì âîçìîæíîñòü âûáèðàòü, íàðÿäó ñ óïðàâëåíèåì u ∈ P , óïðàâëåíèå v ∈
∈ B

r(0; δ(ρ)) è ïðèìåíÿòü åãî äëÿ óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé (1.1). Èíûìè ñëîâàìè, â ïðåäïîëîæåíèè
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ E, ìû èìååì âîçìîæíîñòü óïðàâëÿòü ñèñòåìîé

dx

dt
= f(t, x, u+ v),

ãäå (t, x) ∈ D, u ∈ P , v ∈ B
r(0; δ(ρ)), ρ > 0 íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî δ(ρ) 6 δ∗.

Óñëîâèå E íå ÿâëÿåòñÿ êàêèì-ëèáî ýêçîòè÷åñêèì óñëîâèåì â ìàòåìàòèêå. Óñëîâèÿ, ïîäîáíûå

åìó, ïðèñóòñòâóþò â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ ïî ìíîãîçíà÷íîìó àíàëèçó è òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Òàê,

íàïðèìåð, â � 2.9 èç [8℄, ïîñâÿùåííîì âîïðîñàì ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è òî÷åê

ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé, �îðìóëèðóåòñÿ è ïðèìåíÿåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåêîòîðûõ òåîðåì

âàæíîå, íà íàø âçãëÿä, ïîíÿòèå α-íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ [9, 10℄.

Âîñïðîèçâåäåì çäåñü îïðåäåëåíèå α-íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ èç [8, ñ. 160℄.

Ïóñòü (X, ρX ), (Y, ρY ) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è X∗ ⊂ X, Y∗ ⊂ Y , ε > 0. Ïîëàãàåì
B
X(X∗; ε) = {x ∈ X : ρX(x,X∗) 6 ε}, BY (Y∗; ε) = {y ∈ Y : ρY (y, Y∗) 6 ε}.
Çäåñü ρX(x,X∗) = inf

x∗∈X∗

ρX(x, x∗), ρY (y, Y∗) = inf
y∗∈Y∗

ρ(y, y∗).

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü çàäàíî α > 0. Îòîáðàæåíèå Ψ : X 7→ Y íàçûâàåòñÿ α-íàêðûâàþùèì,
åñëè

Ψ(BX(x; r)) ⊃ B
Y (Ψ(x);αr) ∀ r > 0, ∀x ∈ X.
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Àíàëîãèÿ ìåæäó îòîáðàæåíèåì f = f(t, x, u) : D×P 7→ R
n
èç óñëîâèÿ E è α-íàêðûâàþùèì

îòîáðàæåíèåì Ψ : X 7→ Y î÷åâèäíà. Òàê, åñëè â ïóíêòå (b) óñëîâèÿ E �óíêöèÿ

ee = δ(ρ)
îêàçàëàñü âèäà

ee = δ(ρ) = ρ/α, ãäå α � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî ρ = δ−1( ee) = α ee,
ee > 0, è òîãäà âêëþ÷åíèå (3.7) ïðèíèìàåò âèä

f(t, x,Br(u; ee)) ⊃ B
n(f(t, x, u);α ee), (t, x, u) ∈ D × P, ee ∈ [0,∞).

Â [7℄ îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ íàêðûâàþùèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ α-íàêðûâàþùèì äëÿ íåêî-

òîðîãî α > 0. Â [7℄ ïðèâåäåíû òàêèå ïðèìåðû íàêðûâàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Â òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð ïîíÿòèå íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ïðèìåíÿëîñü ïðè

èçó÷åíèè ñâîéñòâà ñòàáèëüíîñòè, îñíîâíîãî â ïîçèöèîííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ èãðàõ [11℄. Ïî-

íÿòèå íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ áûëî èñïîëüçîâàíî ïðè îáîñíîâàíèè êîððåêòíîñòè àïïðîê-

ñèìèðóþùèõ ñõåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ u-ñòàáèëüíûõ ìîñòîâ â çàäà÷àõ î ñáëèæåíèè.
Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî â ñòàòüå [11℄ òåðìèí ¾íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå¿ íå èñïîëüçîâàëñÿ,

ïîñêîëüêó áûë íåèçâåñòåí àâòîðàì ýòîé ñòàòüè.

Èòàê, êàê è â âàðèàíòå I, îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ íà÷àëüíîé òî÷êè x(0) ∈ W a(t0),
à òàêæå ëîìàíîé x(t), t ∈ [t0, θ], íà÷èíàþùåéñÿ â x(0) (òî åñòü x(t0) = x(0)) è çàêàí÷èâàþùåéñÿ

â òî÷êå x(θ) = x(tN ) ∈ Mσ∗(∆)+χ(∆).

Â äîïîëíåíèå ê óïðàâëåíèþ u∗(t), t ∈ [t0, θ], ñ�îðìèðóåì ïî øàãàì [tj , tj+1] ðàçáèåíèÿ Γ
êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå v∗(t) ∈ B

r(0; δ(ρ)), t ∈ [t0, θ], òàê, ÷òîáû óïðàâëåíèþ u∗(t) +
+ v∗(t), t ∈ [t0, θ], ñîîòâåòñòâîâàëà ëîìàíàÿ Ýéëåðà

˜̃x(t), ˜̃x(t0) = x(0), óðàâíåíèÿ

dx

dt
= f(t, x, u∗(t) + v∗(t)),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì

˜̃x(tj) = x(tj), j = 1, N.

Òàê ñ�îðìèðîâàííîå ïîøàãîâîå äîïîëíèòåëüíîå óïðàâëåíèå v∗(t), t ∈ [t0, θ], âêóïå ñ óïðàâ-
ëåíèåì u∗(t) ïîçâîëÿþò íàì îáíóëèòü ðàññîãëàñîâàíèÿ ρ(j) = ||x̃(tj) − x(tj)||, j = 1, N , ÿâëÿ-

þùèåñÿ çíà÷èòåëüíûìè â ñëó÷àå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (3.1). Â èòîãå â ðåçóëüòàòå âîâëå÷åíèÿ

v∗(t), t ∈ [t0, θ], â ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ñîâïàäóò êîíå÷íûå òî÷êè

˜̃x(tN ) è x(tN ) ∈ Mσ∗(∆)+χ(∆)

ëîìàíûõ

˜̃x(t) è x(t), t ∈ [t0, θ].
Ëîìàíàÿ Ýéëåðà

˜̃x(t), t ∈ [t0, θ], èìååò âèä

˜̃x(t) = ˜̃x(j) + (t− tj)f(tj , ˜̃x(j), u(j) + v(j)), ˜̃x(t0) = x(0), t ∈ [tj , tj+1), j = 0, N ;

çäåñü îáîçíà÷åíî

˜̃x(j) = ˜̃x(tj), j = 0, N .

Ìû ñ÷èòàåì ÷èñëî ρ > 0 íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî δ(ρ) 6 δ∗, à äèàìåòð ∆ = ∆(Γ) ðàçáèåíèÿ Γ
íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî

ω(∆) = LK∆+ ω∗(∆) 6 ρ.

Îïèøåì, êàê ïîñëåäîâàòåëüíî ïî øàãàì [tj , tj+1] ðàçáèåíèÿ Γ �îðìèðóåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòî-

ÿííîå óïðàâëåíèå v∗(t) = v(j), t ∈ [tj, tj+1), j = 0, N − 1.
�àññìîòðèì íà÷àëüíûé ïðîìåæóòîê [t0, t1] ðàçáèåíèÿ Γ è êîíå÷íûå òî÷êè

˜̃x(1) = x(0) +∆f(t0, x
(0), u(0) + v(0)),

x(1) = x(0) +∆f(t1, x
(1), u(0))

ëîìàíûõ

˜̃x(t) è x(t) íà ïðîìåæóòêå [t0, t1].

Âåêòîð u(0) íàì èçâåñòåí ê ìîìåíòó t0, à âåêòîð v(0) ìû �îðìèðóåì â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0
ïðîìåæóòêà [t0, t1].

Â ìîìåíò t0 íàì èçâåñòíà ïàðà x(1), u(0), ïîýòîìó â ìîìåíò t0 èçâåñòåí âåêòîð

w(0) = f(t1, x
(1), u(0))− f(t0, x

(0), u(0)).



560 Â.Í. Óøàêîâ, À.À. Åðøîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2016. Ò. 26. Âûï. 4

Âåêòîð w(0)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

||w(0)|| = ||f(t1, x(1), u(0))− f(t0, x
(0), u(0))|| 6 ω(∆) 6 ρ,

òî åñòü w(0) ∈ B
n(0; ρ).

�àññìîòðèì íåëèíåéíîå âåêòîðíîå óïðàâëåíèå îòíîñèòåëüíî v(0) ∈ B
r(0; δ(ρ))

f(t0, x
(0), u(0) + v(0)) = f(t1, x

(1), u(0)),

òî åñòü

f(t0, x
(0), u(0) + v(0)) = f(t0, x

(0), u(0)) + w(0). (3.8)

Ñîãëàñíî ïóíêòó (b) óñëîâèÿ E ðåøåíèå v(0) ∈ B
r(0; δ(ρ)) ñóùåñòâóåò.

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ äî-

ñòàòî÷íî ðàçâèòû. Â òîì ÷èñëå ðàçâèòû èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé (ñì.,

íàïðèìåð, [12℄). Ìû íå áóäåì çäåñü óãëóáëÿòüñÿ â ýòó òåìàòèêó.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû ìîæåì îïåðàòèâíî çà íåîáõîäèìîå âðåìÿ ðåøèòü óðàâíåíèå (3.8).

Âû÷èñëèâ ðåøåíèå v(0) ∈ B
r(0; δ(ρ)) óðàâíåíèÿ (3.8), ïîëàãàåì v∗(t) = v(0), t ∈ [t0, t1).

Ïðè òàêîì âûáîðå v(0) ïîëó÷àåì çâåíî ëîìàíîé Ýéëåðà

˜̃x(t) = x(0) + (t− t0)f(t0, x
(0), u(0) + v(0))

ñ êîíå÷íîé òî÷êîé

˜̃x(t1) = x(t1).
Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèå v(0) äåéñòâèòåëüíî èãðàåò ðîëü óïðàâëåíèÿ-êîìïåíñàòîðà, ñ ïî-

ìîùüþ êîòîðîãî îáíóëÿåòñÿ ðàññîãëàñîâàíèå ìåæäó êîíå÷íûìè òî÷êàìè

˜̃x(t1) è x(t1) ëîìàíûõ
˜̃x(t) è x(t) íà [t0, t1].

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèé ïðîìåæóòîê [t1, t2] ðàçáèåíèÿ Γ. Íàñ èíòåðåñóþò êîíå÷-

íûå òî÷êè

˜̃x(2) è x(2),
˜̃x(2) = ˜̃x(1) +∆f(t1, ˜̃x(1), u(1) + v(1)),

x(2) = x(1) +∆f(t2, x
(2), u(1))

ëîìàíûõ

˜̃x(2)(t) è x(t) íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Ïîñòàðàåìñÿ ñ�îðìèðîâàòü âåêòîð v(1) ∈ B
r(0; δ(ρ)) òàê, ÷òîáû ˜̃x(2) = x(2). Ïðè ýòîì ñ÷è-

òàåì, ÷òî íà ìîìåíò t1 �îðìèðîâàíèÿ âåêòîðà v(1) íàì èçâåñòíà, ïîìèìî

˜̃x(1) = x(1), åùå è

òî÷êà x(2). Ó÷èòûâàÿ ýòî, âû÷èñëÿåì âåêòîð

w(1) = f(t2, x
(2), u(1))− f(t1, ˜̃x(1), u(1)) = f(t2, x

(2), u(1))− f(t1, x
(1), u(1)).

Âåêòîð w(1)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

||w(1)|| = ||f(t1, x(2), u(1))− f(t1, x
(1), u(1))|| 6 ω(∆) 6 ρ,

òî åñòü w(1) ∈ B
n(0; ρ).

�àññìîòðèì íåëèíåéíîå âåêòîðíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî v(1) ∈ B
r(0; δ(ρ))

f(t1, ˜̃x(1), u(1) + v(1)) = f(t2, x
(2), u(1)),

òî åñòü

f(t1, x
(1), u(1) + v(1)) = f(t1, x

(1), u(1)) + w(1). (3.9)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïóíêò (b) óñëîâèÿ E, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåøåíèå v(1) ∈ B
r(0; δ(ρ))

óðàâíåíèÿ (3.9) ñóùåñòâóåò. Âû÷èñëèâ îïåðàòèâíî ýòî ðåøåíèå v(1), ïîëàãàåì v∗(t) = v(1),
t ∈ [t1, t2).

Ïðè òàêîì âûáîðå v(1) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå çâåíî ëîìàíîé Ýéëåðà

˜̃x(t), t ∈ [t1, t2]:

˜̃x(t) = ˜̃x(1) + (t− t1)f(t1, ˜̃x(1), u(1) + v(1))



K ðåøåíèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñ �èêñèðîâàííûì ìîìåíòîì îêîí÷àíèÿ 561

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2016. Ò. 26. Âûï. 4

ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé

˜̃x(t2) = x(t2).
Òàêèì îáðàçîì, äîïîëíèâ óïðàâëåíèå u(1) óïðàâëåíèåì v(1), ìû îáíóëèëè ðàññîãëàñîâàíèå

ìåæäó êîíå÷íûìè òî÷êàìè

˜̃x(t2) è x(t2) ëîìàíûõ ˜̃x(t) è x(t) íà [t1, t2].
Ïðîäîëæàåì íà ïîñëåäóþùèõ ïðîìåæóòêàõ [tj , tj+1], j = 2, N − 1, êîíñòðóèðîâàòü âåêòîðû

v(j) ∈ B
r(0; δ(ρ)) êàê ðåøåíèÿ âåêòîðíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

f(tj, x
(j), u(j) + v(j)) = f(tj, x

(j), u(j)) + w(j),

ãäå

w(j) = f(tj+1, x
(j+1), u(j))− f(tj, x

(j), u(j)).

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê ñèñòåìå (3.1) òàêîãî óïðàâëåíèÿ-êîìïåíñàòîðà v∗(t) = v(j), t ∈
∈ [tj , tj+1), j = 0, N − 1, ïîëó÷èì ëîìàíóþ Ýéëåðà

˜̃x(t), t ∈ [t0, θ], ˜̃x(t0) = x(0), ñèñòåìû (3.1),

ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþùóþ ñ ëîìàíîé x(t), t ∈ [t0, θ], è, çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ

˜̃x(tN ) = x(tN ) ∈ Mσ∗(∆)+χ(∆).

Äàëåå, òàê æå êàê è â âàðèàíòå I, âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ

äâèæåíèå x∗(t), x∗(t0) = x(0), t ∈ [t0, θ], ñèñòåìû (3.1), ïîðîæäåííîå óïðàâëåíèåì u∗(t)+v∗(t) ∈
∈ B

r(P ; δ(ρ)), t ∈ [t0, θ], îò ëîìàíîé Ýéëåðà

˜̃x(t), ˜̃x(t0) = x(0), ñèñòåìû (3.1), ñîîòâåòñòâóþùåé

óïðàâëåíèþ u∗(t) + v∗(t), t ∈ [t0, θ].
Â ýòîì ñëó÷àå, êàê è â âàðèàíòå I, äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â êîíå÷íîì èòîãå îöåíêà

ñâåðõó âåëè÷èíû ||x∗(tN )− ˜̃x(tN )||. Ñõåìà âûâîäà îöåíêè ýòîé âåëè÷èíû òàêàÿ æå, êàê è ñõåìà

âûâîäà àíàëîãè÷íîé îöåíêè â âàðèàíòå I. Â ðåçóëüòàòå èìååì

||x∗(tN )− ˜̃x(tN )|| < eL(θ−t0)(Kδ∗∆+ L−1ω∗(∆)), (3.10)

ãäå îáîçíà÷åíî Kδ∗ = max
(t,x,u+v)∈D×Br(P ;δ∗)

||f(t, x, u+ v)||.

Èç âêëþ÷åíèÿ

˜̃x(tN ) ∈ Mσ∗(∆)+χ(∆) è îöåíêè (3.10) âûòåêàåò îöåíêà

ρ(x∗(tN ),M) < eL(θ−t0)(Kδ∗∆+ L−1ω∗(∆)) + σ∗(∆) + χ(∆). (3.11)

Îöåíêà (3.11) åñòü àíàëîã â âàðèàíòå II îöåíêè (3.6). Îöåíêà (3.10) ïðîâåäåíà äëÿ äâèæåíèÿ

x∗(t), t ∈ [t0, θ], ñèñòåìû (3.1), ïîðîæäåííîãî óïðàâëåíèåì u∗(t)+v∗(t) ∈ B
r(P ; δ(ρ)) ⊂ B

r(P ; δ∗)
íà [t0, θ].

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ δ∗ > 0 ÷èñëî Kδ∗
áëèçêî ê K, è ïîýòîìó ïðè ìàëûõ δ∗ > 0

îöåíêà (3.11) áóäåò ëó÷øå, ÷åì îöåíêà (3.6). Åñòü îïðåäåëåííàÿ óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî èñ-

ïîëüçîâàíèå â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ê u∗(t) óïðàâëåíèÿ-êîìïåíñàòîðà v∗(t),
t ∈ [t0, θ], ìîæåò ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü ðåçóëüòàò óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé (3.1).

Â äîïîëíåíèå ê âàðèàíòó II è ïðåäñòàâëåííîìó â íåì àëãîðèòìó âû÷èñëåíèÿ óïðàâëåíèÿ-

êîìïåíñàòîðà v∗(t), t ∈ [t0, θ], âûäåëèì òå çàäà÷è î ñáëèæåíèè, â êîòîðûõ îãðàíè÷åíèå P íà

óïðàâëåíèå u óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.

Óñëîâèå F. Ìíîæåñòâî U = P −̇ B
r(0; δ) 6= ∅ ïðè íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî ìàëîì δ > 0

è ïðè ýòîì ìíîæåñòâà P è U áëèçêè â õàóñäîð�îâîé ìåòðèêå; çäåñü P −̇ B
r(0; δ) = {u ∈ R

r :
u+ B

r(0; δ) ⊂ P} � àëüòåðíèðîâàííàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ P è B
r(0; δ).

Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæåí òàêîé ïóòü ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñáëèæåíèè ñèñòåìû (3.1) ñ öåëåâûì

ìíîæåñòâîì M . �àññìàòðèâàåì çàäà÷ó î ñáëèæåíèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

dx

dt
= f(t, x, u), u ∈ U, (3.12)

ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì M ⊂ R
n
â ìîìåíò θ.

Ïîñêîëüêó â ýòîé íîâîé çàäà÷å î ñáëèæåíèè îãðàíè÷åíèå U íà óïðàâëåíèå u ó́æå, ÷åì îãðà-

íè÷åíèå P â çàäà÷å 1 î ñáëèæåíèè, òî ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W ∗
íîâîé çàäà÷è î ñáëèæåíèè

óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ W ∗ ⊂ W . Èç-çà áëèçîñòè ìíîæåñòâ P è U ìíîæåñòâà W è W ∗
ìàëî
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îòëè÷àþòñÿ â õàóñäîð�îâîé ìåòðèêå. Ýòà áëèçîñòü ìíîæåñòâ W è W ∗
ÿâëÿåòñÿ äëÿ íàñ äîñòà-

òî÷íûì îñíîâàíèåì, ÷òîáû âìåñòî ìíîæåñòâàW êîíñòðóèðîâàòü íåñêîëüêî ìåíüøåå ìíîæåñòâî

W ∗
è åãî èñïîëüçîâàòü ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ðàçðåøàþùåãî óïðàâëåíèÿ â çàäà÷å î ñáëèæåíèè

ñèñòåìû (3.1) ñ M .

Ìíîæåñòâî W ∗ ⊂ [t0, θ]×R
n
ìû êîíñòðóèðóåì ïðèáëèæåííî, ñîãëàñíî ñõåìå ïóíêòà 1 � êàê

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Ŵ∗a ⊂ [t0, θ]× R
n
, è äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé òî÷êè x(0) ∈ Ŵ∗a(t0) ⊂

⊂ R
n
êîíñòðóèðóåì ïî øàãàì [tj, tj+1] ðàçáèåíèÿ Γ óïðàâëåíèå u∗(t), t ∈ [t0, θ], â çàäà÷å î

ñáëèæåíèè ñèñòåìû (3.12) ñ M â ìîìåíò θ.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

dx

dt
= f(t, x, u+ v),

ãäå u ∈ U, v ∈ B
r(0; δ) íà [t0, θ] ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x(0).

Ñ÷èòàÿ äèàìåòð ∆ = ∆(Γ) ðàçáèåíèÿ Γ íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî ω(∆) 6 δ, êîíñòðóèðóåì
ïîñëåäîâàòåëüíî ïî øàãàì [tj , tj+1] ðàçáèåíèÿ Γ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå-êîìïåíñàòîð

v∗(t) = v(j), t ∈ [tj , tj+1), j = 0, N − 1.

Ïàðà ñêîíñòðóèðîâàííûõ òàêèì îáðàçîì óïðàâëåíèé u∗(t), v∗(t) íà [t0, θ] óäîâëåòâîðÿåò
âêëþ÷åíèþ u∗(t) + v∗(t) ∈ U + B

r(0; δ) ⊂ P , t ∈ [t0, θ], è, çíà÷èò, óïðàâëåíèå u∗(t) + v∗(t),
t ∈ [t0, θ], áóäåò äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì â èñõîäíîé ñèñòåìå (3.1). Ýòî óïðàâëåíèå, êàê ìû

ïîëàãàåì, äîëæíî ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü êà÷åñòâî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 î ñáëè-

æåíèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (3.1) ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì M .
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We onsider the nonlinear ontrolled system in a �nite-dimensional Eulidean spae in a �nite time interval.

We study the problem of a system approahing a given ompat set in �nite time. Approximate solution

of the approahing problem is disussed. The approah used to onstrut an approximate solution is based

on onstrutions based on the notion of a set of solvability of the approahing problem. The onept of

orreting ontrol with and without additional operating in�uenes is introdued. We propose a sheme of

approximate bakward onstrution of the solvability set, as well as the sheme of ontrol software, whih

allows �nding approximately a solution to the approahing problem. In it, the operating in�uene breaks

down into �main� and �orreting�. An estimate of the deviation of the operated system from the target set

at the �nal moment is onstruted and it is shown that the use of additional orreting ontrol in the ontrol

proess an essentially improve the result of ontrol.
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