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�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ðåàêöèè�äè��óçèè ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêî-

íå÷íîìåðíûì àíàëîãîì êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû �ýëåÿ è ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû Ôèòöüþ�Íàãóìî.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ èçìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå, íà êîíöàõ êîòîðîãî çàäàíû

îäíîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ Íåéìàíà. Èçâåñòíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå â ñèñòåìå �ýëåÿ ñ äè��óçèåé ñó-

ùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûé àâòîêîëåáàòåëüíûé ðåæèì, ñîâïàäàþùèé ñ ïðåäåëüíûì öèêëîì

êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû �ýëåÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà êðèòè-

÷åñêèõ çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ âîçíèêàþò ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûå àâ-

òîêîëåáàòåëüíûå è ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû. Äàííûå ðåæèìû óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé, ïðè-

íàäëåæàùèõ íåêîòîðûì áåñêîíå÷íîìåðíûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì ñèñòåìû, íî íåóñòîé÷èâû

âî âñåì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ñâîéñòâî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ðàçëè÷íûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ñîîòâåòñòâóþò íóëåâîå, ïåðèî-

äè÷åñêîå ïî âðåìåíè èëè ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå. Àñèìïòîòèêà âòîðè÷íûõ ðåøåíèé ïîñòðîåíà ìåòîäîì

Ëÿïóíîâà�Øìèäòà. ßâíî íàéäåíû ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ, ïðîàíàëèçèðîâàíû �îðìóëû äëÿ îáùå-

ãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè. Ïîêàçàíî, ÷òî íà èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïðîèñõîäèò ìÿãêàÿ ïîòåðÿ

óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ýâîëþöèÿ âòîðè÷íûõ ðåæèìîâ ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèé íàäêðè-

òè÷íîñòè èññëåäîâàíà ÷èñëåííî. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ ðîñòîì çíà÷åíèé íàäêðèòè÷íîñòè âòîðè÷íûå àâ-

òîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû ïîñòåïåííî ñìåíÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè. Àìïëèòóäà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé

ðàñòåò ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ íàäêðèòè÷íîñòè, à ïðî�èëü àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ïðî�èëþ ìåàíäðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû ðåàêöèè�äè��óçèè, �îðìèðîâàíèå ñòðóêòóð, ìåòîä Ëÿïóíîâà�Øìèäòà.
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Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåìàëî ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñè-

ñòåì, íàçûâàåìûõ ñèñòåìàìè ðåàêöèè�äè��óçèè. Ýòè ñèñòåìû, èçíà÷àëüíî ââåäåííûå À. Òüþ-

ðèíãîì [1℄, øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè õèìè÷åñêèõ [2℄, ýêîëîãè÷åñêèõ [3, 4℄, �è-

çèîëîãè÷åñêèõ [5, 6℄ è äðóãèõ ïðîöåññîâ.

�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà �ýëåÿ ñ äè��óçèåé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâåííàÿ

ïåðåìåííàÿ ìåíÿåòñÿ íà èíòåðâàëå x ∈ (0, 1), à âðåìÿ � íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé t ∈ R:

vt = νvxx + w,

wt = νwxx − v + µw − w3,
(0.1)

ãäå v = v(x, t), w = w(x, t) � íåèçâåñòíûå �óíêöèè, µ ∈ R � óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð, ν > 0 �
�èêñèðîâàííûé êîý��èöèåíò äè��óçèè. Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû

Ôèòöüþ�Íàãóìî [5, 6℄, êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò ðàñïðîñòðàíåíèå íåðâíîãî èìïóëüñà.

Ïðè ν = 0 ïðèõîäèì ê êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

�ýëåÿ:

ẏ1 = y2,

ẏ2 = −y1 + µy2 − y32 .
(0.2)

Èçâåñòíî, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.2) ïðè µ < 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, ïðè µ = 0
îíî òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, è ïðè µ > 0 â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Ïåð-
âûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ïàðàìåòðó µ ýòîãî öèêëà íåîäíîêðàòíî ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè

íàõîäèëèñü â ëèòåðàòóðå, íî îáùèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè âûïèñàí íå áûë.

http://dx.doi.org/10.20537/vm170402
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Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñèñòåìû ðåàêöèè�äè��óçèè ñîõðàíÿþò íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáûêíîâåí-

íîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé ñèñòåìû îòáðàñûâàíè-

åì äè��óçèîííûõ ÷ëåíîâ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå èçìåíåíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ñòðóêòóðû îáëàäàþò ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûì ïîâåäåíèåì, ÷åì

â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ äîáàâëåíèåì äè��óçèîííûõ ÷ëåíîâ, àêòèâ-

íî èññëåäóþòñÿ â ëèòåðàòóðå [4, 7℄. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè íà ãðàíèöå îòðåçêà çàäàòü îäíîðîäíûå

êðàåâûå óñëîâèÿ Íåéìàíà

vx(0, t) = 0, wx(0, t) = 0, (0.3)

òî ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà µcr = 0 â ñèñòåìå (0.1) ïðîèñõîäèò ðîæäåíèå ïðî-

ñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîãî àâòîêîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà, à èìåííî öèêëà êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû

�ýëåÿ áåç äè��óçèè (0.2).

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå áè�óðêàöèîííîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû �ý-

ëåÿ ñ äè��óçèåé ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà µ, íàõîæäåíèå èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñè-

ñòåìû è èññëåäîâàíèå áè�óðêàöèé íà ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ, ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè âòîðè÷-

íûõ ðåøåíèé, îòâåòâëÿþùèõñÿ îò íóëåâîãî, ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå èõ ðàçðóøåíèÿ. Ïîêàçàíî

ñóùåñòâîâàíèå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ, ïðè êîòîðûõ âîçíèêàþò ïðîñòðàíñòâåííî-

íåîäíîðîäíûå àâòîêîëåáàòåëüíûå è ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû, óñòîé÷èâûå îòíîñèòåëüíî âîçìó-

ùåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðûì áåñêîíå÷íîìåðíûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì ñè-

ñòåìû (0.2), (0.3). Òåì ñàìûì, â ÷àñòíîñòè, îáúÿñíÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-

òîâ, â êîòîðûõ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà, áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêèì, è äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé,

ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì ïîäïðîñòðàíñòâàì, ðåøåíèå ëèáî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ëèáî âûõîäèò

ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íà àâòîêîëåáàòåëüíûé èëè ñòàöèîíàðíûé ðåæèì. Ïîïóòíî ïîëó÷åí îáùèé

÷ëåí àñèìïòîòèêè öèêëà êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû �ýëåÿ è èññëåäîâàíû åãî ñâîéñòâà.

Êîíå÷íîìåðíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé è èõ ïðèëîæåíèÿ èññëåäîâàíû â [8℄. Êðàåâûå óñëîâèÿ Äèðèõëå è ñìåøàííûå êðàåâûå

óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû �ýëåÿ ñ äè��óçèåé ðàññìàòðèâàëèñü â [9,10℄. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðè÷íûõ

ðåøåíèé ïðèìåíåí ìåòîä Ëÿïóíîâà�Øìèäòà â �îðìå, ðàçâèòîé Â.È. Þäîâè÷åì [11℄. Íàðÿäó

ñ êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé [12℄ äàííûé ìåòîä ïðèìåíèì ê äè��å-

ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, çàäàííûì êàê â êîíå÷íîìåðíûõ, òàê è áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ, â òîì ÷èñëå ê óðàâíåíèÿì Íàâüå�Ñòîêñà [13�16℄.

� 1. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ñâåäåì ñèñòåìó �ýëåÿ ñ äè��óçèåé (0.1) ê îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H âåêòîð-�óíêöèé u = (v,w), êîìïîíåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëå-

æàò L2(0, 1). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

(f ,g) =

∫

D

(f1g
∗
1 + f2g

∗
2) dx, f(x, t) = (f1(x, t), f2(x, t)), g(x, t) = (g1(x, t), g2(x, t)),

çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

Ïóñòü A(µ) : H → H � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà âåêòîð-�óíêöèþ u = (v,w),
êîìïîíåíòû êîòîðîé v, w ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà W 2

2 (0, 1) è óäîâëåòâîðÿþò êðà-
åâûì óñëîâèÿì Íåéìàíà (0.3):

A(µ)u = νuxx +Bu+ µCu, B =

(
0 1

−1 0

)
, C =

(
0 0
0 1

)
.

Ïóñòü íåëèíåéíûé îïåðàòîð K(a, b, c) : H3 → H äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

K(a, b, c) = (0, a2b2c2).
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Òîãäà ñèñòåìà (0.1) ïðèíèìàåò âèä

u̇ = A(µ)u−K(u,u,u). (1.1)

Ïóñòü λn = (πn)2 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à ψn =
√
2 cos (πnx), n = 0, 1, 2 . . . ,� ñîáñòâåííûå

�óíêöèè îïåðàòîðà − d2

dx2
ïðè x ∈ (0, 1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà íà êîíöàõ îòðåçêà.

Òîãäà âåêòîð-�óíêöèè {e1ψn,e2ψn}+∞
n=0, e1 = (1, 0), e2 = (0, 1), îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ

â ïðîñòðàíñòâå H.

Íàøà öåëü � íàéòè ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà H, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà A(µ) è íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà K, êàæäîå èç êîòîðûõ òàêæå ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü â êà÷åñòâå �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû (1.1). ×òîáû èñêëþ÷èòü ïðîñòðàíñòâåííî-

îäíîðîäíûé ñëó÷àé, áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè, ýëåìåíòû êîòîðûõ îðòîãîíàëü-

íû åäèíèöå. Òàê êàê îáðàç îïåðàòîðà K ñîäåðæèò îäíó íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó, òî íàõîæäåíèå

èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðà K ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàí-

ñòâà L2(0, 1), èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî òðîéíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. ×åðåç HΓ áóäåì îáî-

çíà÷àòü ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L2(0, 1) ñ áàçèñîì {ψi}i∈Γ.
Òåîðåìà 1. Åñëè 0 6∈ Γ, 1 ∈ Γ è �óíêöèè fi ∈ HΓ ∩W 1

2 (0, 1) i = 1, 2, 3, òî ïðîèçâåäåíèå

f1f2f3 ∈ HΓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ = {2n − 1, n ∈ N}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìàì âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà fi íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [0, 1],
ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå f1f2f3 ∈ L2(0, 1). Ïðåäñòàâèì fi â âèäå ðÿäà ïî áàçèñó ïðîñòðàí-

ñòâà L2(0, 1) : fi =
∞∑
k=1

aikψk(x). Òîãäà ïî �îðìóëå ïðîèçâåäåíèÿ ðÿäîâ

f1f2f3 =
1

4

+∞∑
i=1

i∑
j=1

i−j∑
l=1

a1ja2la3(i−j−l)(cos (πix)+

+ cos (π(i− 2 j − 2 l)x) + cos (π(i− 2 j)x) + cos (π(i− 2 l)x)).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå íå ñîäåðæàëî ψ0, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

i 6= 0, −i+ 2 j + 2 l 6= 0, −i+ 2 j 6= 0, −i+ 2 l 6= 0 ∀i, j, l ∈ Γ.

Òàê êàê 1 ∈ Γ, òî Γ � ìíîæåñòâî íå÷åòíûõ ÷èñåë. �

Ïóñòü k ∈ N �èêñèðîâàíî. ×åðåç Γk îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

Γk = {k(2j − 1), j ∈ N}. (1.2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2. Åñëè {0, 1. . . . k − 1} 6∈ Γ, k ∈ Γ, è �óíêöèè fi ∈ HΓ ∩W 1
2 (0, 1), i = 1, 2, 3, òî

ïðîèçâåäåíèå f1f2f3 ∈ HΓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ = Γk.

Òàê êàê îïåðàòîð B îñóùåñòâëÿåò ïîâîðîò ïëîñêîñòè íà

π

2
, òî äëÿ èíâàðèàíòíîñòè îïåðà-

òîðà A(µ) íà íåêîòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâå H íàáîðû áàçèñíûõ �óíêöèé äëÿ ïåðâîé è âòîðîé

êîìïîíåíò âåêòîð-�óíêöèè u äîëæíû ñîâïàäàòü.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü H̃ � íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî H. Ïóñòü åìó îòâå÷àåò íàáîð áà-

çèñíûõ âåêòîðîâ âèäà {e1ψi (x) , e2ψj (x)}, i ∈ Γ, j ∈ Λ. Òîãäà äëÿ èíâàðèàíòíîñòè îïåðàòî-

ðà A(µ) íà äàííîì ïîäïðîñòðàíñòâå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Γ = Λ.
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Ïóñòü k � �èêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, Γk îïðåäåëåíî â (1.2). ×åðåç Hk îáîçíà÷èì

ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H ñ áàçèñîì {e1ψi (x) , e2ψi (x)}, i ∈ Γk. Èç äîêàçàííûõ óòâåð-

æäåíèé âûòåêàåò,÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû �ýëåÿ ñ äè��óçèåé (1.1) èíâàðèàíòíà íà ïîäïðî-

ñòðàíñòâàõ Hk. Ìèíèìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà − d

dx
íà ïîäïðîñòðàíñòâå Hk

ÿâëÿåòñÿ λk = (πk)2 � k-îå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýòîãî îïåðàòîðà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå H.

Â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíî äëÿ ïðîñòðàíñòâà H ïðèìåíÿòü òàêæå îáîçíà÷åíèå H0, ïðåäïîëà-

ãàÿ, ÷òî äëÿ H0 íàáîð èíäåêñîâ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåîòðèöàòåëüíûõ

÷èñåë: Γ0 = N
⋃{0}.

� 2. Ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ íà èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàí-

ñòâàõ Hk ñ íåîòðèöàòåëüíûì k ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

A(µ)ϕ = σϕ, ϕ 6= 0, ϕ ∈ Hk. (2.1)

Îïðåäåëåíèå 1. Êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà µ áóäåì íàçûâàòü òàêîå çíà÷åíèå µ
(k)
cr ,

ïðè êîòîðîì ñïåêòð îïåðàòîðà A(µ) : Hk → Hk ëåæèò â çàìêíóòîé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, ïðè-

÷åì ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå σ, ëåæàùåå íà ìíèìîé îñè.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ñïåêòð A(µ
(k)
cr ) ëåæèò â çàìêíóòîé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè, ïðè÷åì íà ìíèìîé îñè ëåæèò ëèøü íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî ãîâîðÿò, ÷òî

èìååò ìåñòî ìîíîòîííàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè ñïåêòð A(µ
(k)
cr ) ëåæèò â çàìêíóòîé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè, ïðè÷åì íà ìíèìîé îñè ëåæèò ëèøü ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé ±i ω0 (ω0 6= 0), òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.

Â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðà ÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíà-

÷åíèå, êàê ïðàâèëî, îò îñíîâíîãî (íóëåâîãî) ðåøåíèÿ îòâåòâëÿþòñÿ íîâûå ñòàöèîíàðíûå ðå-

æèìû. Â ñëó÷àå êîëåáàòåëüíîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò ïåðèîäè-

÷åñêîå ïî t ðåøåíèå, è ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ïðè µ, áëèçêèõ ê µcr, ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîå

ïî âðåìåíè ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Áóäåì ðàçûñêèâàòü ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà A(µ) â âèäå ðÿäîâ ïî áàçèñó ïðîñòðàí-
ñòâà Hk:

ϕ =
∑

j∈Γk

ϕjψj (x) , ϕj = (aj , bj) ∈ C
2.

Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå âûðàæåíèå â ñèñòåìó, ïîëó÷èì íàáîð ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ìàòðèöà-

ìè Aj(µ)

Aj(µ)ϕj = σϕj , Aj(µ) =

(
−νλj 1

−1 −νλj + µ

)
, j ∈ Γk.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîëèíîìû äëÿ ìàòðèö Aj(µ) èìåþò âèä

σ2 − Tr (Aj(µ)) σ +Det (Aj(µ)) = 0,

ãäå Tr (Aj(µ)) = −2 νλj + µ è Det (Aj(µ)) = (νλj − µ)νλj + 1.
Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ îïðåäåëèòåëÿ è ñëåäà çàêëþ÷àåì, ÷òî êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ

ïàðàìåòðà ñîîòâåòñòâóåò j = k, è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Re (σj1,2(µ)) < 0 ⇐⇒
{
µ < 2 νλk,
(νλk)µ < (νλk)

2 + 1.
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Ïðè νλk < 1 îáðàùåíèþ â íîëü ñëåäà ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøåå çíà÷åíèå ïðàìåòðà µ, ÷åì îáðàùå-

íèþ â íîëü îïðåäåëèòåëÿ, è ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè. Åñëè æå νλk > 1,
òî èìååò ìåñòî ìîíîòîííàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè. Âûðîæäåííûé ñëó÷àé νλk = 1, ïðè êîòîðîì

âîçíèêàåò äâóêðàòíîå íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå σ, â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

�àññìîòðèì ñèñòåìó (1.1) íà ïîäïðîñòðàíñòâå Hk ïðè �èêñèðîâàííîì k > 0. Ïðè νλk < 1

ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, µ
(k)
cr = 2νλk, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî-

ðà A(µ
(k)
cr ) èìåþò âèä σ1,2 = ±iω0, à ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ iω0, ðàâíà

ϕ =
1

νλk − 2iω0k

(
1

νλk + iω0k

)
ψk(x), ω0k =

√
1− ν2λ2

k
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = 0 µ
(0)
cr = 0 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòà äè��óçèè ν, à ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ϕ íå çàâèñèò îò x.

Åñëè k 6= 0 è νλk > 1, òî ïðîèñõîäèò ìîíîòîííàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, êðèòè÷åñêîå çíà÷å-

íèå ïàðàìåòðà µ è ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì

µ(k)

r

=
1

νλk
+ νλk, ϕ =

1

1 + νλk

(
1
νλk

)
ψk(x).

Íàðÿäó ñ ëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé (2.1) ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó

A∗(µ(k)cr )Φ+ iω0Φ = 0. Ïðè k ∈ N è νλk < 1 íàõîäèì

Φ =
1

νλk + i ω0k

(
1

−νλk + i ω0k

)
ψk (x).

Åñëè νλk > 1, òî ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ Φ ëèíåéíîé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è A∗(µ(k)cr )Φ = 0
èìååò âèä

Φ =
1

−νλk + 1

(
1

−νλk

)
ψk (x).

Âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ �óíêöèè ϕ è Φ íîðìèðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (ϕ,Φ) = 1.

� 3. Àâòîêîëåáàíèÿ

Ïóñòü ñèñòåìà �ýëåÿ ñ äè��óçèåé (1.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ íà èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàí-

ñòâå Hk, k > 0, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå νλk < 1. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âòîðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

ïî âðåìåíè ðåøåíèé ââåäåì â (1.1) çàìåíó âðåìåíè τ = ωt, à ÷åðåç ε2 = µ − µ
(k)
cr îáîçíà÷èì

íàäêðèòè÷íîñòü. Òîãäà (1.1) ïðèìåò âèä

ωu̇−A(µcr)u = ε2Cu−K(u,u,u), u ∈ Hk, µcr = µ(k)cr , (3.1)

òî÷êîé îáîçíà÷åíî äè��åðåíöèðîâàíèå ïî τ . Íåèçâåñòíîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ïî τ ðåøåíèå u

è íåèçâåñòíóþ ÷àñòîòó ω áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå ðÿäîâ ïî ïàðàìåòðó ε:

u =

∞∑

i=1

εiui, ω =

∞∑

i=0

εiωi, ω0 = ω0k. (3.2)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (3.2) â (3.1) è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε,

ïðèäåì ê öåïî÷êå óðàâíåíèé

ε1 : ω0u̇1 −A(µcr)u1 = 0, (3.3)

ε2 : ω0u̇2 −A(µcr)u2 = −ω1u̇1 ≡ f2, (3.4)
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ε3 : ω0u̇3 −A(µcr)u3 = −ω1u̇2 − ω2u̇1 +Cu1 −K(u1,u1,u1) ≡ f3, (3.5)

ε4 : ω0u̇4 −A(µcr)u4 = −ω1u̇3 − ω2u̇2 − ω3u̇1 +Cu2 − 3K(u1,u1,u2) ≡ f4, (3.6)

ε5 : ω0u̇5 −A(µcr)u5 = −
4∑

i=1

ω5−iu̇i +Cu3 − 3K(u1,u1,u3)− 3K(u1,u2,u2) ≡ f5, (3.7)

εn : ω0u̇n −A(µcr)un = Cun−2 −
n−1∑

i=1

ωn−iu̇i −
∑

i1+i2+i3=n

31K(ui1 ,ui2 ,ui3) ≡ fn. (3.8)

Â �îðìóëå (3.8) è äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû ïî

âîçðàñòàíèþ: i1 6 i2 6 i3.

Íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (3.4)�(3.7) èìåþò 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ïî τ ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü îðòîãîíàëüíà ðåøåíèþ îäíîðîäíîãî ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ

∫ 2π

0
(fn,Φ)e−iτ dτ = 0. (3.9)

Åñëè fn = 0, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä

un = αn(ϕe
iτ +ϕ∗e−iτ ), αn > 0. (3.10)

Ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøèì óðàâíåíèÿ (3.3)�(3.7). �åøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3) íàõîäèì ïî �îð-

ìóëå (3.10) ïðè n = 1. �àññìîòðåâ óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (3.9) ïðè n = 2 ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ

α1 > 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî ω1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðè ε2 (3.4) áóäåò èìåòü

âèä (3.10) ïðè n = 2.
Ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïðè ε3 ìîæíî ñãðóïïèðîâàòü ïðè ñòåïåíÿõ eiτ :

f3 = f13e
iτ + f33e

3iτ + ñ.ñ., (3.11)

ãäå f13 =
(
α1Cϕ− 3α3

1K(ϕ,ϕ,ϕ∗)− iω2u̇1

)
, f33 = e3iτ , à ñèìâîëîì ¾ñ.ñ.¿ îáîçíà÷åíî âûðàæå-

íèå, êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ê äàííîìó. Òîãäà óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (3.9) ïðè n = 3 ïðèíè-

ìàåò âèä 2π(f 13,Φ) = 0. Îòäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, íàõîäèì ω2 = 0, α1 =
2√
3
,

åñëè k = 0, è α1 =
4
√
2

3
ω0, åñëè k > 0.

�îâîðÿò, ÷òî èìååò ìåñòî ìÿãêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêîå

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðàâíîâåñèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è ïðè ìàëûõ µ > µ
(k)
cr ñóùåñòâóåò óñòîé÷è-

âûé ïðåäåëüíûé öèêë. Åñëè æå îòâåòâëÿþùèéñÿ öèêë ñóùåñòâóåò ïðè µ < µ
(k)
cr (â äîêðèòè÷å-

ñêîé îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà) è íåóñòîé÷èâ, òî èìååò ìåñòî æåñòêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.

Òèï ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè çàâèñèò îò çíàêà ïðàâîé ÷àñòè â âûðàæåíèè êîý��èöèåíòà α2
1 [11℄.

Èç (3.11) α2
1 > 0, è ïðîèñõîäèò ìÿãêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.

×àñòíîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u
p
3(τ) = w13e

iτ +w33e
3iτ + 
.
. (3.12)

Åñëè k > 0, òî èìååì

w13(x) =
2

9
(ν(πk)2 − iω0)P

1
3 cos(3πkx),

w33(x) =
2

9
(ν(πk)2 − iω0)

3(P 3
1 cos(πkx) +

2

27
P 3

3 cos(3πkx)),

ãäå âûðàæåíèÿ äëÿ P 1
3, P

3
1 è P 3

3 ñîâïàäàþò ñ ÿâíî íàéäåííûìè â ðàáîòå [9℄ �îðìóëàìè äëÿ

êðàåâûõ óñëîâèé Äèðèõëå. Åñëè æå k = 0, òî w13 = 0 è w33 =
i

24
√
3
(1, 3i).

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì áóäåì íàçûâàòü íå÷åòíûì (÷åòíûì), åñëè îí ñîäåðæèò ëèøü

íå÷åòíûå (÷åòíûå) ãàðìîíèêè, òî åñòü ãàðìîíèêè âèäà e(2n+1)iτ
(e2niτ ). Î÷åâèäíî, ÷òî u

p
3(τ) �

íå÷åòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì òðåòüåé ñòåïåíè.
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�åøåíèå óðàâíåíèÿ ïðè ε3 (3.5) áóäåò èìåòü âèä

u3 = α3(ϕe
iτ +ϕ∗e−iτ ) + u

p
3(τ),

α3 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ ïðè ε5. Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâ-

íåíèÿ (3.6) âûâîäèì, ÷òî α2 = 0, ω3 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðè ε4 ðàâíà
íóëþ è 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.6) áóäåò èìåòü âèä (3.10) ïðè n = 4.

�àññìîòðèì òåïåðü óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ ïðè ε5 (3.7). Ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ,

ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

α3 − i
νλk

ω0
+ iα1ω4 = −3α2

1(2(K(ϕ,ϕ∗,w13),Φ) + (K(ϕ,ϕ, (w13)
∗),Φ) +

+ (K(ϕ∗,ϕ∗,w33),Φ)) = −
(

2
27P

3
1 +

2
27 (P

3
1)

∗ + 1
9P

1
3 +

1
81P

3
3

)
≡ h5.

Îòäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ α3 è ω4:



α3 = 0, ω4 =
1

16
, åñëè k = 0;

α3 = Re (h5), ω4 =
1

α1
(Im (h5) +

νλk

ω0
α3), åñëè k > 0.

(3.13)

Òåîðåìà 4. Â ñèñòåìå �ýëåÿ ñ äè��óçèåé (1.1) ïðîèñõîäèò ìÿãêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè

íóëåâîãî ðàâíîâåñèÿ, è ïðè ìàëûõ ε > 0 â íåé ïðèñóòñòâóåò óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë.

Ïåðâûå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè âòîðè÷íîãî

2π
ω
-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ èìåþò âèä

u = εα1(e
iωtϕ+ e−iωtϕ∗) + ε3(α3(e

iωtϕ+ e−iωtϕ∗) + u
p
3(ωt)) +O(ε4),

ω = ω0 + ε4ω4 +O(ε5).

Çäåñü α1, u
p
3, α3, ω4 çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (3.12) è (3.13).

Äëÿ n > 5 óðàâíåíèå ïðè εn ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå (3.8). Ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. ×åòíûå êîìïîíåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ âòîðè÷íîãî ïåðèîäè÷å-

ñêîãî ðåøåíèÿ è íå÷åòíûå êîìïîíåíòû öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòû ω ðàâíû íóëþ: äëÿ âñÿêîãî k ∈ N

u2k = 0, α2k = 0, ω2k−1 = 0.

Èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íå÷åòíûõ n óðàâíåíèå (3.8) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ω0u̇n −A(µcr)un = Cun−2 −
n−4∑

i=1

ωn−iu̇i −
∑

i1+i2+i3=n

3K(ui1 ,ui2 ,ui3), (3.14)

ïðè÷åì â ñóììå, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè (3.14), èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ íå÷åòíû.

Íàéäåì íå÷åòíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ àìïëèòóäû àâòîêîëåáàíèé è ÷åòíûå êîìïîíåíòû öèê-

ëè÷åñêîé ÷àñòîòû ω. �àññìîòðèì óðàâíåíèå ïðè εn (3.14) â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n > 5. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî α1, α2, . . . , αn−3, u1, u2, . . . , un−2, ω1, ω2, . . . , ωn−2 óæå èçâåñòíû. Ïðåîáðàçî-

âàâ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.14), ïðèäåì ê ïðåäñòàâëåííîé íèæå òåîðåìå.

Òåîðåìà 6. Àìïëèòóäà αn−2 è êîìïîíåíòà öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòû ωn−1 îïðåäåëÿþòñÿ èç

óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (3.14) ïî �îðìóëàì

αn−2 = Re (hn), ωn−1 =
1

α1
(Im (hn) +

νλk

ω0
αn−2),

ãäå

hn =

∫ 2π

0
(gn,Φ)e−iτ dτ, gn = C(up

n−2)− 3K(u1,u1,u
p

n−2)−

−
n−4∑

i=3

ωn−iu̇i −
∑

i1+i2+i3=n

3K(ui1 ,ui2 ,ui3), (i1, i2, i3) 6= (1, 1, n − 2),

à ÷åðåç u
p
n−2 îáîçíà÷åíî ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðè n− 2 ñòåïåíè.
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Äëÿ íå÷åòíûõ n ∈ N ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Γk,n âèäà

Γk,n = {j ∈ Γk : j 6 kn}.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ñèñòåìà �ýëåÿ ñ äè��óçèåé ðàññìàòðèâàåòñÿ íà èíâàðèàíòíîì ïîä-

ïðîñòðàíñòâå Hk è k > 0. �àññìîòðèì óðàâíåíèå (3.14) â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n > 5. Òîãäà
ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå÷åòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì

ñòåïåíè n ïî τ :

ω0u̇n −A(µcr)un = f1n(x)e
iτ + f3n(x)e

3iτ + . . . + fnn(x)e
inτ + 
.
., f sn(x) ∈ Hk, (3.15)

ïðè÷åì �óíêöèè fsn(x) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå êîìáèíàöèè áàçèñíûõ �óíêöèé ψj ñ èí-

äåêñàìè j ∈ Γk,n. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.15) èìååò âèä

un = αnϕe
iτ +w1n(x)e

iτ + . . .+wnn(x)e
inτ + 
.
., wsn(x) = −(A− isω0I)

−1fsn(x), (3.16)

ãäå �óíêöèè wsn(x) òàêæå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå êîìáèíàöèè áàçèñíûõ �óíêöèé ψj

ñ èíäåêñàìè j ∈ Γk,n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ íàì íåîáõîäèìî ïîêà-

çàòü, ÷òî f sn(x) ïðåäñòàâèìû â âèäå

f sn(x) =
∑

j∈Γk,n

Cs
jψj(x), Cs

j ∈ C× C. (3.17)

Çàìåòèì, ÷òî îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî è wsn(x) èìåþò òðåáóåìûé âèä. Ïðåæäå âñåãî îòìå-
òèì, ÷òî u1 è u3 óæå èìåþò âèä (3.16). �àññìîòðèì óðàâíåíèå (3.14) â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n > 5
è ïðåäïîëîæèì, ÷òî u1, u3, . . . , un−2 èìåþò âèä (3.16). Òàê êàê ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.14) � Cun−2 è ωn−1u̇1 � î÷åâèäíî, èìåþò íóæíóþ �îðìó, îñòàåòñÿ ïîêà-

çàòü, ÷òî è ïîñëåäíèé ÷ëåí

∑
K(ui1 ,ui2 ,ui3) ïðåäñòàâèì â âèäå (3.17). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

ïðîèçâîëüíûé ÷ëåí ýòîé ñóììû K(un1 ,un2 ,un3). Òàê êàê n1+n2+n3 = n, òî ÷ëåíû unj
ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

unj
= z1nj

(x)eiτ + z3nj
(x)e3iτ + . . .+ znjnj

(x)einjτ ,

ãäå z1nj
(x) = αnj

ϕ+w1nj
(x) è zinj

(x) = winj
(x), ïðè÷åì zinj

(x) èìåþò âèä (3.17). À òîãäà

K(un1 ,un2 ,un3) =

n1∑

j=1

n2∑

l=1

n3∑

q=1

K(zjn1(x),zln2(x),zqn3(x))e
i(j+l+q)τ + 
.ñ.,

ïðè÷åì èíäåêñû j, l, m ïðîáåãàþò òîëüêî íå÷åòíûå çíà÷åíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëü ýêñïî-

íåíòû j + l+m áóäåò òàêæå íå÷åòíûì, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë. Äàëåå,

ñ ó÷åòîì �îðìóëû (3.17) ìû èìååì

K(zjn1(x),zln2(x),zqn3(x)) =
∑

p,r,s

(
0

1
4C̃prs(ψ(p+r−s) + ψ(−p+r+s) + ψ(p−r+s) + ψ(p+r+s))

)
,

ãäå p ∈ Γk,n1, r ∈ Γk,n2 , s ∈ Γk,n3 è C̃prs ∈ C. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàçëîæåíèè ïðîèçâåäåíèÿ

�óíêöèé ψpψrψs â ñóììó â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àòñÿ �óíêöèè 
 èíäåêñàìè, ïðèíàäëåæàùèìè Γk,n.

Òàêæå ÿñíî, ÷òî p + r + s 6 n. Ñëåäîâàòåëüíî, K(uk1 ,uk2 ,uk3) èìååò âèä (3.17). À òîãäà âñÿ

ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.14) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (3.17). �

Ñëåäñòâèå 1. Âûðàæåíèÿ äëÿ wsn(x) â �îðìóëå (3.16) èìåþò âèä

wsn(x) = −
∑

j∈Γk,n

P s
jψj(x), P s

j = (C1
jse1 + C2

jse2),
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ïðè÷åì êîìïîíåíòû âåêòîðà (C1
js; C

2
js) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëå

C1
js = (f j2sn − f j1sn(µ

(k)
cr −Rs

j))
(F s

j )
∗

|F s
j |2

, C2
js = f j1sn +Rs

jC
1
js, f jmsn = (f sn(x),emψj), (3.18)

ãäå Rs
j = νλj + isω0, F

s
j = (µ

(k)
cr − Rs

j)R
s
j − 1 ïðè s 6= 1, j 6= k. Â ñëó÷àå êîãäà s = 1, j = k,

C1
1k = 0, C2

1k = fk11n .

Âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ (C1
js; C

2
js) ñîâïàäàþò ñ �îðìóëàìè, íàéäåííûìè â ðàáî-

òå [9℄ äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé Äèðèõëå.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü k = 0. �àññìîòðèì óðàâíåíèå ïðè εn (3.14). Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 ìíî-

æåñòâî âñåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë m > 5, ò. å. A1 = {m = 2s−1, s > 3} ⊂ Γ1. Ïóñòü n ∈ A1. Òîãäà

äëÿ óðàâíåíèÿ ïðè εn (3.14) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

1. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.14) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå÷åòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïî-

ëèíîì ïî âðåìåíè ñòåïåíè n:

ω0u̇n −A(µcr)un = f1ne
iτ + f3ne

3iτ + . . .+ fnne
inτ + 
.
.

2. 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.14) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì ïî âðåìåíè ñòåïåíè n:

un = αnϕe
iτ +w1ne

iτ + . . .+wnne
inτ + 
.
., wsn = −(A(µcr)− isω0I)

−1f sn. (3.19)

3. Ïîêàçàòåëè αn−2 è êîìïîíåíòû öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòû ωn−1 ïîïåðåìåííî îáðàùàþòñÿ

â íîëü íà ýëåìåíòàõ n ∈ A1, òî åñòü èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ çàêîíîìåðíîñòü:

• ïðè n = 5, 9, 13, . . . f sn = (iR1
ns, R

2
ns), R

1,2
ns ∈ R, αn−2 = 0;

• ïðè n = 7, 11, 15, . . . fkn = (R1
ns, iR

2
ns), R

1,2
ns ∈ R, ωn−1 = 0.

Ñëåäñòâèå 2. Âûðàæåíèÿ äëÿ wsn(x) â �îðìóëå (3.19) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì �îð-

ìóëû (3.18) ïðè k = j = 0.

� 4. Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìîíîòîííîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè (νλk > 1) è íàéäåì âòîðè÷íûå

ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ Hk ïðè �èêñèðîâàííîì íàòóðàëüíîì k. Ïîëîæèâ

â (3.1) ω = 0, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Íåèçâåñòíîå

ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå u áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå ðÿäà ïî ïàðàìåòðó ε (3.2). Ïðèðàâíèâàÿ

êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, âíîâü ïðèäåì ê öåïî÷êå óðàâíåíèé (3.3)�(3.8), ãäå

ωi = 0, i = 0, 1, . . .. Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (3.9) çàìåíèòñÿ íà ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

(fn,Φ) = 0. (4.1)

Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (3.3)�(3.8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

un = αnϕ. (4.2)

Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (4.1) ïðè n = 2 ïðèìåò âèä

(f 3,Φ) = (Cu1,Φ)− (K(u1,u1,u1),Φ) = 0.

Ïðîâîäÿ íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ, íàõîäèì α2
1:

α2
1 =

(Cϕ,Φ)

(K(ϕ,ϕ,ϕ),Φ)
=

2
(
π2νk2 + 1

)2

3(π2νk2)2
.
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Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî α2
1 > 0; ñëåäîâàòåëüíî, âòîðè÷íîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå

îòâåòâëÿåòñÿ ïðè ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ε è áóäåò óñòîé÷èâûì, òî åñòü â ñèñòåìå

èìååò ìåñòî ìÿãêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè (ñì. [11℄).

×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u
p
3 =

( √
3

36 s√
3π2νk2

4 s

)
cos (3πkx),

ãäå s = 9π4ν2k4 − 1.
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðè ε3 (3.5) áóäåò èìåòü âèä u3 = α3ϕ + u

p
3, ãäå α3 îïðåäåëÿ-

åòñÿ èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ ïðè ε5. Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (4.1) ïðè n = 4
âûâîäèì, ÷òî α2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðè ε4 ðàâíà íóëþ, è ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (3.6) áóäåò èìåòü âèä (4.2) ïðè n = 4.
�àññìîòðèì òåïåðü óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (4.1) ïðè n = 5. Ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ, ïðèõîäèì

ê âûðàæåíèþ

(f5,Φ) = ((Cϕ,Φ)− 3α2
1(K(ϕ,ϕ,ϕ),Φ))α3 − 3α2

1(K(ϕ,ϕ,up
3),Φ) = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ α3:

α3 = −3

2

(K(ϕ,ϕ,up
3),Φ)

(Cϕ,Φ)
= −

√
3

2

π2νk2 + 1

8 s
.

Òåîðåìà 9. Â ñèñòåìå �ýëåÿ ñ äè��óçèåé (1.1) ïðîèñõîäèò ìÿãêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâî-

ñòè íóëåâîãî ðàâíîâåñèÿ, è ïðè ìàëûõ ε > 0 â íåé ïðèñóòñòâóåò óñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå

ðåøåíèå. Ïåðâûå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè âòîðè÷íîãî ðåøåíèÿ èìåþò âèä

u = ±ε
(

2
√
3

3π2νk2
2
3

√
3

)
cos (πkx)± ε3

((
−

√
3

8 s

−
√
3π2νk2

8 s

)
cos (πkx) +

( √
3

36 s√
3π2νk2

4 s

)
cos (3πkx)

)
+O(ε4).

Äëÿ n > 5 óðàâíåíèå ïðè εn ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå (3.8) ïðè ωi = 0, i = 0, 1, . . .. Ïî
èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 10. ×åòíûå êîìïîíåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ âòîðè÷íîãî ñòàöèî-

íàðíîãî ðåøåíèÿ ðàâíû íóëþ: äëÿ âñÿêîãî s ∈ N u2s = 0, α2s = 0.

Èç òåîðåìû 10 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íå÷åòíûõ n óðàâíåíèå (3.8) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

−A(µcr)un = Cun−2 −
∑

i1+i2+i3=n

3K(ui1 ,ui2 ,ui3) ≡ fn, (4.3)

ïðè÷åì â ñóììå, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè (4.3), èíäåêñû i1, i2, i3 íå÷åòíû.

Òåïåðü íàéäåì íå÷åòíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ. �àññìîòðèì óðàâíåíèå ïðè εn (4.3) â ñëó÷àå

íå÷åòíîãî n > 5. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî α1, α2, . . . , αn−3, u1,u2, . . . ,un−2 óæå èçâåñòíû. Ïðå-

îáðàçîâàâ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.3), äîêàæåì ïðåäñòàâëåííóþ íèæå òåîðåìó.

Òåîðåìà 11. Àìïëèòóäà αn−2 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (4.3) ïî

�îðìóëå

αn−2 = −3

2

(gn,Φ)

(Cϕ,Φ)
,

ãäå

gn = K(u1,u1,u
p

n−2) +
∑

i1+i2+i3=n

K(ui1 ,ui2 ,ui3), (i1, i2, i3) 6= (1, 1, n − 2),

à ÷åðåç u
p
n−2 îáîçíà÷åíî ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðè n− 2 ñòåïåíè.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (4.3):

(Cun−2,Φ)− (
∑

i1+i2+i3=n

3K(ui1 ,ui2 ,ui3),Φ) = 0.

Âûäåëèâ îòäåëüíî ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíóþ âåëè÷èíó αn−2, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñèëó

âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ ïðè n− 2 ñòåïåíè (Cu
p
n−2,Φ) = 0, ïîëó÷èì

αn−2

(
(Cϕ,Φ)− 3α2

1(K(ϕ,ϕ,ϕ),Φ)
)
= −(3K(u1,u1,u

p

n−2) +
∑

i1+i2+i3=n

3K(ui1 ,ui2 ,ui3),Φ),

ãäå (i1, i2, i3) 6= (1, 1, n − 2).
Ïðåîáðàçîâàâ ëåâóþ ÷àñòü äàííîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì âûðàæåíèå, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî

ñòîèò gn:

−2αn−2(Cϕ,Φ) = −3((K(u1,u1,u
p

n−2) +
∑

i1+i2+i3=n

K(ui1 ,ui2 ,ui3),Φ)), (i1, i2, i3) 6= (1, 1, n − 2).

�

Òåîðåìà 12. Ïóñòü ñèñòåìà �ýëåÿ ñ äè��óçèåé ðàññìàòðèâàåòñÿ íà èíâàðèàíòíîì ïîä-

ïðîñòðàíñòâå Hk è k > 0. �àññìîòðèì óðàâíåíèå (3.14) â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n > 5. Òîãäà
â âûðàæåíèÿõ (4.3) è (4.4) êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèé fn(x) è u

p
n(x) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ëèíåéíûå êîìáèíàöèè áàçèñíûõ �óíêöèé ψj ñ èíäåêñàìè j ∈ Γk,n.

Ñëåäñòâèå 3. �àññìîòðèì óðàâíåíèå (4.3). Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ åãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ up
n

èìååò âèä

up
n =

∑

j∈Γk,n\{k}
(aje1 + bje2)ψj (x), (4.4)

ãäå êîý��èöèåíòû (aj , bj) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëå

aj =
bj

νλj
=

f2jn(
νλk − νλj +

1
νλk

− 1
νλj

)
νλj

, bj =
f2jn

νλk − νλj +
1

νλk
− 1

νλj

, (4.5)

ïðè÷åì çíàìåíàòåëè â âûðàæåíèÿõ (4.5) îòëè÷íû îò íóëÿ, òàê êàê ∀j 6= k λj > λk.

� 5. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå áè�óðêàöèîííîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû

íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ

Ýâîëþöèÿ âòîðè÷íûõ ðåøåíèé ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà µ áûëà èññëåäîâàíà ÷èñëåííî.

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû ïðèìåíåí ìåòîä �àë¼ðêèíà, ÷òî ïîçâîëèëî ñîõðàíèòü ñâîéñòâà

èíâàðèàíòíîñòè íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ Hk ó äèñêðåòèçàöèè îïåðàòîðà K(a, b, c).
Çà�èêñèðóåì çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà äè��óçèè ν = 0.1 è âû÷èñëèì ïåðâûå ÷ëåíû ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µkcr. Îíè èìåþò âèä µ
1
cr ≈ 1.9739, µ2cr ≈ 4.2011,

µ3cr = 8.9952. Íà÷èíàÿ ñ k∗ = 2 íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ Hk áóäåò ïðîèñõîäèòü ìîíîòîííàÿ ïîòåðÿ

óñòîé÷èâîñòè, è îò íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) áóäåò îòâåòâëÿòüñÿ âòîðè÷íîå óñòîé÷èâîå

ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå.

Çà�èêñèðóåì çíà÷åíèå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà µ = µ1cr + ε2 è èññëåäóåì ïîâåäåíèå ñè-

ñòåìû ïðè èçìåíåíèè ε. Ïðè ε = 0.1 â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûé

àâòîêîëåáàòåëüíûé ðåæèì. Ýòîò ðåæèì ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì (÷èñëåííî) ïî îòíîøåíèþ ê ìà-

ëûì âîçìóùåíèÿì, ïðèíàäëåæàùèì H1. Äîáàâëåíèå äðóãèõ âîçìóùåíèé ïðèâîäèò ê ñõîäèìî-

ñòè ê ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîìó àâòîêîëåáàòåëüíîìó ðåæèìó (ïðèíàäëåæàùåìó ïðîñòðàí-

ñòâó H0). Äëÿ çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà µ < µ1cr ðåøåíèå ñõîäèòñÿ ê òðèâèàëüíîìó
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�èñ. 1. Âòîðàÿ êîìïîíåíòà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε. Ïàðàìåòðû ñèñòåìû:

ν = 0.1, µ
(1)
cr = 1.97392. Íà÷àëüíûå äàííûå: v0(x) = w0(x) = 0.1 cos(πx)

íóëåâîìó ðåøåíèþ. Ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèé íàäêðèòè÷íîñòè âòîðè÷íûé àâòîêîëåáàòåëüíûé

ðåæèì ïîñòåïåííî (ïðè ε ∼ 0.2) ñìåíÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì (ñì. ðèñ. 1).

Òåïåðü çà�èêñèðóåì çíà÷åíèå µ ðàâíûì µ = µ2cr + ε2 è ïðîäåëàåì òå æå ýêñïåðèìåíòû.

Òàê êàê νλ2 ∼ 3.9478 > 1, òî â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíîå ñòàöèîíàð-
íîå ðåøåíèå, ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó H2 (ðèñ. 2). Íà ïîñëåäóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ

ïðîöåññ îòâåòâëåíèÿ âòîðè÷íûõ ðåøåíèé ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Ýâîëþöèÿ ïðî�èëåé ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèé íàäêðèòè÷íîñòè ïðî-

èëëþñòðèðîâàíà íà ðèñ. 3. Àìïëèòóäà âòîðè÷íûõ ðåøåíèé ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ε (ïðè÷åì

maxx∈[0,1] |w(x, t)| ∼ ε), à ïðî�èëü àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ðåæèìó ìåàíäðà (êâàäðàòíîé

âîëíû) � ïåðèîäè÷åñêîìó ðåæèìó ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû.

� 6. Çàêëþ÷åíèå

Åñëè ðàññìîòðåòü ñèñòåìó �ýëåÿ ñ äè��óçèåé íà èíòåðâàëå x ∈ [0, 1], íà êîíöàõ êîòîðîãî çà-

äàíû îäíîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ Íåéìàíà, òî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ µ â íåé ïðèñóò-

ñòâóåò óñòîé÷èâûé ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûé àâòîêîëåáàòåëüíûé ðåæèì. Ó ñèñòåìû �ýëåÿ

ñ äè��óçèåé ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî áåñêîíå÷íîìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Hk,

êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî â êà÷åñòâå �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû. Ïðè

µ 6 µ
(1)
cr íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû óñòîé÷èâî â H1. Ïðèìåíèâ ìåòîä Ëÿïóíîâà�

Øìèäòà, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè ìàëûõ µ > µ
(1)
cr ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå â H1 âòîðè÷íîå ðåøåíèå.

Åñëè νλ1 < 1, òî µ
(1)
cr = 2νλ1, è ïðîèñõîäèò áè�óðêàöèÿ ðîæäåíèÿ öèêëà; åñëè νλ1 > 1, òî

µ
(1)
cr =

1

νλ1
+ νλ1, è ðîæäàåòñÿ íåòðèâèàëüíîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå.

Ïðè µ 6 µ
(2)
cr íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî âH2. Ïðè ìàëûõ µ > µ

(2)
cr ñóùåñòâóåò

óñòîé÷èâîå âH2 âòîðè÷íîå ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì

èëè öèêëîì (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðåâîñõîäèò ëè νλ2 åäèíèöó èëè íåò).
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�èñ. 2. Âòîðàÿ êîìïîíåíòà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε. Ïàðàìåòðû ñèñòåìû:

ν = 0.1, µ
(2)
cr = 4.20114. Íà÷àëüíûå äàííûå: v0(x) = w0(x) = 0.1 cos(2πx)
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�èñ. 3. Ïðî�èëè âòîðîé êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε
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Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, çàêëþ÷àåì, ÷òî íà êàæäîì èç èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Hk,

k = 1, 2, 3, . . . îòâåòâëÿþùèåñÿ âòîðè÷íûå ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû ïðè ìàëûõ µ > µkcr. Àñèìïòîòèêà

âòîðè÷íûõ ðåøåíèé ïîñòðîåíà ìåòîäîì Ëÿïóíîâà�Øìèäòà. Ñðåäè ýòèõ âòîðè÷íûõ ðåøåíèé

ìîæåò áûòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî öèêëîâ. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k∗, êîòîðîå çàäàåòñÿ óñëîâèåì
νλk∗ > 1, îò íóëåâîãî ðàâíîâåñèÿ îòâåòâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûå ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû.

Ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèé íàäêðèòè÷íîñòè âòîðè÷íûå àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû ñìåíÿ-

þòñÿ ñòàöèîíàðíûìè. Àìïëèòóäà ðåøåíèé ðàñòåò ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ε, à ïðî�èëü àñèìïòî-

òè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ðåæèìó êâàäðàòíîé âîëíû.
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We 
onsider a rea
tion-di�usion system with a 
ubi
 nonlinear term, whi
h is a spe
ial 
ase of the Fitzhugh�

Nagumo system and an in�nite-dimensional version of the 
lassi
al Rayleigh system. We assume that the

spatial variable belongs to an interval, supplemented with Neumann boundary 
onditions. It is well-known

that in that spe
i�
 
ase there exists a spatially-homogeneous os
illatory regime, whi
h 
oin
ides with the

time-periodi
 solution of the 
lassi
al Rayleigh system. We show that there exists a 
ountable set of 
riti
al

values of the 
ontrol parameter, where ea
h 
riti
al value 
orresponds to the bran
hing of new spatially-

inhomogeneous auto-os
illatory or stationary regimes. These regimes are stable with respe
t to small pertur-

bations from some in�nite-dimensional invariant subspa
es of the system under study. This, in parti
ular,

explains the 
onvergen
e of numeri
al solution to zero, periodi
 or stationary solution, whi
h is observed for

some spe
i�
 initial 
onditions and 
ontrol parameter values. We 
onstru
t the asymptoti
s for bran
hing

solutions by using Lyapunov�S
hmidt redu
tion. We �nd expli
itly the �rst terms of asymptoti
 expansions

and study the formulas for general terms of asymptoti
s. It is shown that a soft loss of stability o

urs in

invariant subspa
es. We study numeri
ally the evolution of se
ondary regimes due to the in
rease of 
ontrol

parameter values and observe that the se
ondary periodi
 solutions are transformed into stationary ones as

the 
ontrol parameter value in
reases. Next, the amplitude of stationary solutions 
ontinues to grow and the

solution asymptoti
ally 
onverges to the square wave regime.
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