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1

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà èíòåãðèðóåìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà àëãåáðå Ëè so(4) ñ äîïîëíèòåëüíûì
èíòåãðàëîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè � èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àé Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå. �àññìîòðåíû êëàññè÷å-

ñêèå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà, ñîäåðæàùåãî ïîëîñòè, ïîëíîñòüþ

çàïîëíåííûå èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, ñîâåðøàþùåé îäíîðîäíîå âèõðåâîå äâèæåíèå, à ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, èçó÷åíèþ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ìåòðèê íà ãðóïïàõ Ëè. Ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ, �óíêöèÿ �àìèëüòîíà, ñêîáêè Ëè�Ïóàññîíà, �óíêöèè Êàçèìèðà è �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ. Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ íà÷àòî èññëåäîâàíèå �àçîâîé òîïîëîãèè èíòåãðèðóåìîãî

ñëó÷àÿ Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå: ïðèâîäÿòñÿ â ÿâíîì âèäå ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ, äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæå-

ñòâî, áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, ïðåäúÿâëåíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè

äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ðàíãà 0 è 1 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. Â äàííîé ðàáîòå èçëàãàåò-

ñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òîðîâ Ëèóâèëëÿ. �àññìîòðåíû ïðèìåðû ïåðåñòðîåê ëèóâèëëèåâûõ òîðîâ ïðè

ïåðåñå÷åíèè áè�óðêàöèîííûõ êðèâûõ äëÿ ïåðåñòðîåê îäíîãî òîðà â äâà è äâóõ òîðîâ â äâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû, áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, áè�óðêàöèè òî-

ðîâ Ëèóâèëëÿ.

DOI: 10.20537/vm170404

� 1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî èññëåäóþòñÿ èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû íà àëãåá-

ðàõ Ëè ñ äîïîëíèòåëüíûì ïîëèíîìèàëüíûì èíòåãðàëîì ñòåïåíè âûøå âòîðîé. Â ÷àñòíîñòè,

ñëó÷àé Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå [1, 2℄ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ. Îòïðàâíîé

òî÷êîé ïîñëóæèëè ðàáîòû Ìèùåíêî è Ôîìåíêî [3, 4℄, ïîñâÿùåííûå èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíå-

íèé Ýéëåðà íà êîíå÷íîìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè. Â ðåçóëüòàòå íà so(4) âîçíèêëî íîâîå ñåìåéñòâî

èíòåãðèðóåìûõ êâàäðàòè÷íûõ ãàìèëüòîíèàíîâ ñ äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì ÷åòâåðòîé ñòå-

ïåíè. Èíâàðèàíòíûå ñîîòíîøåíèÿ òðåòüåé ñòåïåíè äëÿ îäíîãî èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ íà so(4)
ïîëó÷åíû â ðàáîòå [5℄. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íà àëãåáðå Ëè so(4) òàêæå îïèñûâàþò âðàùåíèå òâåð-
äîãî òåëà ñ ýëëèïñîèäàëüíîé ïîëîñòüþ, çàïîëíåííîé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ, ñî-

âåðøàþùåé îäíîðîäíîå âèõðåâîå äâèæåíèå [6�9℄. Ýòè óðàâíåíèÿ èññëåäîâàë Â.À. Ñòåêëîâ [10℄

â êà÷åñòâå ìîäåëè âðàùåíèÿ Çåìëè. Ñîâðåìåííûé îáçîð èíòåãðèðóåìûõ ñåìåéñòâ ìåòðèê îïðå-

äåëåííîãî âèäà íà so(4) è èõ ìåõàíè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñîäåðæàòñÿ â êíèãàõ [11�16℄.

Âîïðîñàì àíàëèçà îñîáåííîñòåé ñïåêòðàëüíîé êðèâîé è åå ñâÿçè ñ áè�óðêàöèîííîé äèà-

ãðàììîé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ïîñâÿùåíû ðàáîòû [17�24℄. Èññëåäîâàíèÿ �àçîâîé òîïîëîãèè

ñëó÷àÿ Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå áûëè íà÷àòû â [25,26℄. Íà ïåðâîì ýòàïå òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà

áûëè ïðèâåäåíû â ÿâíîì âèäå ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ è äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî, õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ðàíãà 0 è 1. Äàëåå, ñ ïîìîùüþ

íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé ðàíãà 0 è 1 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà áûëà âûäåëåíà áè�óðêàöè-

îííàÿ äèàãðàììà èç âåùåñòâåííîé ÷àñòè äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé,

àññîöèèðîâàííîé ñ L�A ïàðîé èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò èíâàðèàíòíûõ

ìíîãîîáðàçèé èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå äëÿ çàäàííûõ çíà-

÷åíèé êîíñòàíò ïåðâûõ èíòåãðàëîâ è �óíêöèé Êàçèìèðà. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïðîèëëþ-

ñòðèðîâàíû ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè âåòâåé áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû 16�01�00170, 16�01�00809).

http://dx.doi.org/10.20537/vm170404
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� 2. �àìèëüòîíèàí, èíòåãðàë è �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå [1, 2℄ èìåþò âèä óðàâíåíèé

Ýéëåðà íà àëãåáðå so(4) [25, 26℄:

Ṁ = M ×
∂H

∂M
, Ṡ = S ×

∂H

∂S
, (2.1)

ãäå òðåõìåðíûé âåêòîð M èìååò ñìûñë êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñèñòåìû ¾òåëî + æèäêîñòü¿,

à êîìïîíåíòû òðåõìåðíîãî âåêòîðà S ïðîïîðöèîíàëüíû êîìïîíåíòàì âåêòîðà çàâèõðåííîñòè

æèäêîñòè.

Íà êî-àëãåáðå g = so(4)∗ (so(4) = so(3)
⊕

so(3)) ñ êîîðäèíàòíûìè �óíêöèÿìè R
6(M ,S)

îïðåäåëåíû ñêîáêè Ëè�Ïóàññîíà:

{Mi,Mj} = εijkMk, {Mi, Sj} = 0, {Si, Sj} =
1

3
εijkSk. (2.2)

Ñêîáêà (2.2) èìååò äâå �óíêöèè Êàçèìèðà:

F 1 = (M ,M ), F 2 = (S,S). (2.3)

Êàê èçâåñòíî, äëÿ çàäàííîé �óíêöèè �àìèëüòîíà H îò M ,S óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ïîìî-

ùüþ ñêîáêè Ëè�Ïóàññîíà ìîæíî çàïèñàòü â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå:

ẋ = {H,x}. (2.4)

Çäåñü x � ëþáàÿ èç ïåðåìåííûõ Mi, Sj .

Íà ñîâìåñòíîì óðîâíå �óíêöèé Êàçèìèðà

P4

a,b = {F 1 = a2,F 2 = b2} ∼= S
2 × S

2,

èíäóöèðîâàííàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà íåâûðîæäåíà, è îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû (2.4) äàåò ãàìèëüòîíî-

âó ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

�àññìîòðèì ñëåäóþùèé ãàìèëüòîíèàí:

H = (M , AM ) + 2(M , BS) + (S, CS), (2.5)

ãäå äèàãîíàëüíûå 3× 3-ìàòðèöû A, B, C èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

A = diag[α2
2
α2
3
, α2

1
α2
3
, α2

1
α2
2
],

B = diag[(α1 − α2)(α3 − α1)α2α3, (α2 − α1)(α3 − α2)α1α3,

(α3 − α1)(α2 − α3)α1α2],

C = diag[α2α3(α2α3 − 4α2

1
), α1α3(α1α3 − 4α2

2
), α1α2(α1α2 − 4α2

3
)].

×òîáû óòâåðæäàòü, ÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ, íåîáõîäèìî

óêàçàòü åùå îäèí íåçàâèñèìûé ïåðâûé èíòåãðàë, íàõîäÿùèéñÿ â èíâîëþöèè ñ ãàìèëüòîíèà-

íîì (2.5). Ìû ïðèâîäèì äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë â ñëåäóþùåé ñèììåòðè÷íîé �îðìå:

K = 3
∑

i,j

αi(αj − αi)MjSjS
2

i +
∑

i

(αi − αj)(αi − αk)MiS
3

i −

− (M ,M)
∑

i

[αjαkMiSi + 2(α2

j + α2

k)S
2

i ].
(2.6)

Âî âòîðîì è òðåòüåì âûðàæåíèÿõ èñïîëüçîâàíî ñóììèðîâàíèå, ââåäåííîå Ñ.Â. Êîâàëåâñêîé.

Çäåñü èíäåêñ i ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3 è äëÿ çàäàííîãî i èíäåêñû j, k ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3}, íå ðàâíûå i.

Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (2.6) îòëè÷àåòñÿ îò �îðì äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà, èñïîëü-

çîâàííûõ â îðèãèíàëüíûõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ äîêàçàòåëüñòâó àëãåáðàè÷åñêîé èíòåãðèðó-

åìîñòè (ñì. [1℄). Äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë (2.6) íàèáîëåå ïðèáëèæåí ïî âèäó ê èíòåãðàëàì,

óêàçàííûì â ðàáîòå [27℄ è â êíèãå [15℄.

Íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1. {H,K} = 0, åñëè α1 + α2 + α3 = 0.

�àññìîòðèì äàëåå àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òîðîâ Ëèóâèëëÿ äëÿ �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïåð-

âûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû.

� 3. Âèçóàëèçàöèÿ òîðîâ Ëèóâèëëÿ

Çàìåòèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí (2.5), äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë (2.6) è �óíêöèè Êàçèìèðà (2.3)

èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè Mi → −Mi, Si → −Si ∀i = 1, 2, 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâìåñò-
íàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ äîëæíà îáëàäàòü çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêî-

ñòåé Mi = 0, Si = 0 ∀i = 1, 2, 3. Áóäåì èñêàòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè

óðîâíÿ ñ ýòèìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè.

�àññìîòðèì, íàïðèìåð, òî÷êè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ñèñòåìû

F 1 = a2, F 2 = b2, H = h, K = k, M1 = 0, S1 = 0, α1 + α2 + α3 = 0, (3.1)

ãäå a, b, h, k îáîçíà÷åíû ïîñòîÿííûå êàçèìèðîâ è èíòåãðàëîâ.

1. Ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.1) ïåðåìåííûå M2,M3, S2 è ïðîâîäÿ

çàìåíó S2
3

= z, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî z, êîý��èöèåíòû

êîòîðîãî çàâèñÿò îò ïîñòîÿííûõ èíòåãðàëîâ, êàçèìèðîâ, à òàêæå îò ïàðàìåòðîâ αi. ßâíûå

çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ ìû çäåñü íå ïðèâîäèì ââèäó èõ ÷ðåçâû÷àéíîé ãðîìîçäêîñòè.

2. �àçðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå è ïðîâîäÿ îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.1),

ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èíòå-

ãðàëîâ.

3. Íàêîíåö, èñïîëüçóåì êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàäà÷è Êîøè

äëÿ óðàâíåíèé (2.1) è èíòåãðèðóåì èõ ÷èñëåííî. Â ñëó÷àå êîãäà çíà÷åíèÿ êîíñòàíò èíòåãðàëîâ

ïîïàäàþò âíóòðü êàìåðû áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû, ìû, â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî èíòåãðè-

ðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì îáìîòêó ðåãóëÿðíîãî èíâàðèàíòíîãî òîðà.

4. Ïðîåöèðóÿ ïîëó÷åííóþ èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ íà îäíî èç âîçìîæíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ �à-

çîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû, ìû ïîëó÷àåì íàãëÿäíûé îáðàç èíâàðèàíòíîãî òîðà, çàìåòàåìîãî

âñþäó ïëîòíîé îáìîòêîé.

5. Ïîâòîðÿåì äåéñòâèÿ ïï. 3 è 4 äëÿ âñåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûõ â ï. 2, ìû ïîëó÷àåì

îáðàçû íåñêîëüêèõ òîðîâ, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè èíâàðèàíòíûõ

ìíîãîîáðàçèé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû.

� 4. Ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ

Â ðàáîòå [25℄ ïîäðîáíî îïèñàíû îñîáåííîñòè ðàíãà 0 è 1 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, äèñêðèìèíàíò-

íîå ìíîæåñòâî ñïåêòðàëüíîé êðèâîé, àññîöèèðîâàííîé ñ L�A ïàðîé èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ

Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå, à òàêæå ïîñòðîåíà áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷å-

íèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (ðèñ. 1).

Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåõíèêè, èçëîæåííîé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, ïðåäñòàâ-

ëÿåò âèçóàëèçàöèÿ ïåðåñòðîåê òîðîâ Ëèóâèëëÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè âåòâåé áè�óðêàöèîííîé äèà-

ãðàììû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êàðòèíû òàêèõ ïåðåñòðîåê ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå áè�óðêàöèîííóþ

äèàãðàììó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1, â îêðåñòíîñòè îäíîé èç åå âåòâåé (ðèñ. 2).

Ôèêñèðóåì çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé ãàìèëüòîíèàíà h = 5.65 è áóäåì èçìåíÿòü çíà÷åíèå ïîñòî-

ÿííîé èíòåãðàëà K, ïîñòåïåííî ïðèáëèæàÿñü ñâåðõó ê ñèíåé âåòâè áè�óðêàöèîííîé äèàãðàì-

ìû è ïåðåñåêàÿ åå. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà, ïðîâåäåííîãî â [25℄, ïðè

ïåðåñå÷åíèè ýòîé âåòâè ìû äîëæíû íàáëþäàòü áè�óðêàöèþ òèïà B, òî åñòü ïåðåñòðîéêó äâóõ

òîðîâ â îäèí.

Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì, èçëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, äëÿ ïîñòðîåíèÿ òîðîâ, ïðè

çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì, îòìå÷åííûì íà ðèñ. 2, ìû ìîæåì

íàáëþäàòü ïåðåñòðîéêó òèïà B íà ñåðèè èçîáðàæåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 3.

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, ìû ìîæåì íàãëÿäíî óâèäåòü áè�óðêàöèþ òèïà C2, ïðè êîòîðîé äâà

òîðà ïåðåñòðàèâàþòñÿ â äâà. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïðèâåäåì óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò áè�óðêà-

öèîííîé äèàãðàììû â îêðåñòíîñòè âåòâè, ïðè ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ ïåðåñòðîéêà
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�èñ. 1. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà Σ è åå óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò äëÿ a = 0.66, b = 0.86, α1 = 1, α2 = 0.77

�èñ. 2. Ôðàãìåíò áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû Σ, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1

�èñ. 3. Áè�óðêàöèÿ äâóõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ â îäèí ïðè ïåðåñå÷åíèè âåòâè áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû Σ,

èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2. Ëåâûé �ðàãìåíò ñîîòâåòñòâóåò âåðõíåé òî÷êå, ñðåäíèé � ñðåäíåé òî÷êå, ïðàâûé �

íèæíåé òî÷êå

íóæíîãî íàì òèïà. Îòìåòèì òî÷êè, â ïðîîáðàçå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ êîòîðûõ áóäåì

ñòðîèòü òîðû.

Äàëåå ïîëó÷èì òîðû ïðè çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì, îò-

ìå÷åííûì íà ðèñ. 4. Â ðåçóëüòàòå ìû ìîæåì íàáëþäàòü ïåðåñòðîéêó òèïà C2 íà ñåðèè èçîáðà-

æåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 5.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî, ïîìèìî íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ïåðå-
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�èñ. 4. Ôðàãìåíò áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû Σ, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1

�èñ. 5. Áè�óðêàöèÿ äâóõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ â äâà ïðè ïåðåñå÷åíèè âåòâè áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû Σ,

èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 4. Ëåâûé �ðàãìåíò ñîîòâåòñòâóåò âåðõíåé òî÷êå, ïðàâûé � íèæíåé òî÷êå.

ñòðîåê òîðîâ Ëèóâèëëÿ, èçëîæåííûé âûøå àëãîðèòì îáëàäàåò îäíèì íåîñïîðèìûì äîñòîèí-

ñòâîì. Â ñëó÷àå ñëîæíîãî ñòðîåíèÿ ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, êàê

â ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìå ñ äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, âûøåóêàçàííàÿ

ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò â îòñóòñòâèå ÿâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè èíâà-

ðèàíòíûõ òîðîâ (êàê â ñèòóàöèè ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ) ïîëó÷èòü èí�îðìàöèþ î ñòðîåíèè

òîðîâ (è ãëàâíîå � îá èõ êîëè÷åñòâå), ÷òî äîïîëíÿåò êëàññè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ �àçî-

âîé òîïîëîãèè. Îáëàäàÿ âîçìîæíîñòüþ ïî êîîðäèíàòàì òî÷êè âíóòðè êàìåðû áè�óðêàöèîííîé

äèàãðàììû ïîëó÷èòü ñâåäåíèÿ î êîëè÷åñòâå êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé

â ïðîîáðàçå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü äîïîëíèòåëüíîé âåðè�èêàöèè

òèïîâ áè�óðêàöèé â ñèñòåìå.

� 5. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò èíâàðèàíòíûõ

ìíîãîîáðàçèé èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå äëÿ çàäàííûõ çíà-
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÷åíèé êîíñòàíò ïåðâûõ èíòåãðàëîâ è �óíêöèé Êàçèìèðà. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà äëÿ áè�óð-

êàöèîííîé äèàãðàììû, ïðèâåäåííîé â [25℄, ïðîèëëþñòðèðîâàíû ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ

ïðè ïåðåñå÷åíèè âåòâåé áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ À.Â. Áîðèñîâó, È.Ñ. Ìà-

ìàåâó, Ï. Å. �ÿáîâó.
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In this paper we 
onsider an integrable Hamiltonian system on the Lie algebra so(4) with an additional

integral of the fourth degree � the Adler�van Moerbeke integrable 
ase. We dis
uss 
lassi
al works whi
h

explore, on the one hand, the dynami
s of a rigid body with 
avities 
ompletely �lled with an ideal �uid

performing a homogeneous vortex motion and, on the other hand, are devoted to the study of geodesi
 �ows

of left-invariant metri
s on Lie groups. The equations of motion, the Hamiltonian fun
tion, Lie�Poisson

bra
kets, Casimir fun
tions and the phase spa
e of the 
ase under 
onsideration are given. In previous

papers, the investigation of the phase topology of the integrable Adler�van Moerbeke 
ase was started: a

spe
tral 
urve, a dis
riminant set and a bifur
ation diagram of the moment map are expli
itly shown, and


hara
teristi
 exponents for determining the type of 
riti
al points of rank 0 and 1 of the moment map are

presented. In this paper we present an algorithm for 
onstru
ting Liouville tori. Examples are given of

bifur
ations of Liouville tori at the interse
tion of bifur
ation 
urves for re
onstru
tions of one torus into two

tori and of two tori into two tori.
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