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В настоящее время активно развиваются принципы передвижения в жидкости, не свя-

занные с использованием гребных винтов. Прежде всего эти принципы основаны на ко-

пировании поведения живых существ, так называемые бионические принципы движе-

ния [1–4]. Но кроме бионических типов движителей развиваются способы, не представлен-

ные в живой природе — передвижение за счет внутренних механизмов [5–9]. Для данного

типа движителя характерно отсутствие подвижных элементов, которые непосредственно

взаимодействуют с жидкостью, что позволяет выполнить корпус робота полностью герме-

тичным и упрощает его конструкцию. Данный факт позволяет создавать роботов, которые

могут выполнять различные задачи в агрессивных средах на больших глубинах с высоким

давлением, так же безвинтовой способ перемещения имеет преимущество в задачах, где

требуется перемещение в зонах с высокой плотностью растительности.

Для безвинтовых роботов, которые перемещаются в жидкости за счет движения внут-

ренних масс, определение управляющих воздействий для следования вдоль некоторой тра-

ектории является сложной задачей. В работах [10, 11] представлены модели движения по-

добных систем, основанные на теории идеальной жидкости, модели учитывающие вязкое

сопротивление и возникновение вихревых структур описаны в [12], в [8] результаты теоре-

тического моделирования подтверждены экспериментальными исследованиями. Для полно-

го описания движения в работе [13] используется совместное решение системы уравнений

Навье–Стокса с уравнениями динамики твердого тела, что является ресурсоемкой задачей,

которая не может быть решена в реальном времени.

В данной работе рассматривается упрощенная конечномерная модель движения робота,

имеющего оболочку в форме симметричного профиля крыла классификации NACA 0040,

учитывающая вязкое сопротивление жидкости. Движение робота осуществляется за счет

вращения одного ротора, расположенного внутри оболочки. Следует отметить, что ротор

является симметричными, и при его вращении не происходит смещения центра масс.

Для полученных уравнений движения проведены численные исследования, которые поз-

воляют определить форму управляющего воздействия, величины его параметров, оценить

влияние расположения ротора относительно корпуса, момента инерции ротора на характер

и скорость движения робота. Полученные результаты в дальнейшем будут использованы
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для разработки конструкции прототипа безвинтового мобильного робота с неизменяемой

формой оболочки и управляемого с помощью вращения внутреннего ротора.

§ 1. Математическая модель

Рассмотрим плоскопараллельное движение в жидкости тела, оболочка которого в сечении

представляет из себя симметричный профиль крыла NACA 0040 (см. рисунок 1). Введем

две системы координат: неподвижную (инерциальную) O′xy и подвижную Ox1x2, жестко

связанную с телом, начало координат которой совпадает с центром масс оболочки и лежит

на оси симметрии оболочки, а ось Ox1 направлена по оси симметрии к лобовой части.

Внутри оболочки расположен осесимметричный ротор, положение центра масс которого

относительно подвижных осей будем задавать радиус-вектором d = (d1, d2)
T . Координаты

точки O обозначим x и y, а угол поворота осей x1, x2 относительно неподвижной системы

координат обозначим α.

O′

x

y

x1

x2

α
d

O

Рис. 1. Схема безвинтового мобильного робота с неизменяемой формой оболочки, управ-

ляемого с помощью вращения внутреннего ротора

Пусть v = (v1, v2) — скорость начала подвижной системы координат O, спроециро-

ванная на подвижные оси, а ω — угловая скорость платформы, тогда для данного тела

справедливы следующие кинематические соотношения:

ẋ = v1 cosα− v2 sinα, ẏ = v1 sinα + v2 cosα, α̇ = ω. (1.1)

Движение рассматриваемой системы может быть описано уравнениями Кирхгофа, до-

полненных слагаемыми, описывающими вязкое сопротивление [14]:

d

dt

∂T

∂v1
= ω

∂T

∂v2
− c1v1|v1|,

d

dt

∂T

∂v2
= −ω

∂T

∂v1
− c2v2|v2|,

d

dt

∂T

∂ω
= v2

∂T

∂v1
− v1

∂T

∂v2
− c3ω|ω|,

(1.2)

где T — кинетическая энергия системы, c1, c2, c3 — коэффициенты вязкого сопротивления.

Для данной системы кинетическая энергия состоит из трех компонент:

T = Tf + Tb + Tr, (1.3)

где Tf — кинетическая энергия жидкости, Tb — кинетическая энергия оболочки, Tr — кине-

тическая энергия ротора.
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Кинетическая энергия оболочки имеет вид:

Tb =
1

2
mb(v

2

1
+ v2

2
) +

1

2
Ibω

2,

где mb — масса оболочки (без ротора), Ib — центральный момент инерции оболочки отно-

сительно оси, перпендикулярной плоскости движения и проходящей через точку O.

Кинетическая энергия ротора имеет вид:

Tr =
1

2
mr((v1 − d2ω)

2 + (v2 + d1ω)
2) +

1

2
Ir(ω + Ω)2,

где mr — масса ротора, Ir — центральный момент инерции ротора относительно оси сим-

метрии ротора, Ω — угловая скорость ротора.

Кинетическая энергия жидкости для плоскопараллельного движения в общем виде опре-

деляется выражением [15]

Tf =
1

2

3
∑

i=1

3
∑

k=1

λikuiuk, (1.4)

где λik — коэффициенты присоединенных масс тела, u1 = v1, u2 = v2 — компоненты линей-

ной скорости объекта, u3 = ω — угловая скорость объекта. При движении тела в реальной

несжимаемой жидкости гидродинамические силы и моменты сил можно разделить на си-

лы и моменты инерционной природы, которые вычисляют в предположении, что жидкость

идеальна (лишена вязкости), и силы и моменты, обусловленные наличием вязкости. Инер-

ционные силы и моменты выражаются через присоединенные массы тела. Присоединен-

ные массы описывают силы и моменты инерционной природы не только при ускоренном

движении тела, но и при его установившемся перемещении. Выражение (1.4) содержит 9

слагаемых, но так как λik = λki, из 9 величин λik(i, k = 1, 2, 3) независимыми будут только

6, а при наличии у тела двух плоскостей симметрии (Oxz и Oxy) коэффициенты присо-

единенных масс λ12 = λ13 = 0. Следовательно, окончательное выражение кинетической

энергии жидкости для рассматриваемого объекта при плоскопараллельном движении имеет

вид

Tf =
1

2
(λ11v

2

1
+ λ22v

2

2
+ λ33ω

2 + 2λ23v2ω).

Используя выражение (1.3), запишем кинетическую энергию всей системы

T =
1

2
(m+ λ11)v

2

1
+

1

2
(m+ λ22)v

2

2
+

1

2
(I + λ33)ω

2 +

+ (λ23 + d1mr)v2ω −mrd2v1ω + IrΩω +
1

2
IrΩ

2,
(1.5)

где m = mb + mr — полная масса системы, I = Ib + Ir + mr(d
2

1
+ d2

2
) — полный момент

инерции относительно вертикальной оси, проходящей через точку O.

Подставив кинетическую энергию (1.5) в уравнения Кирхгоффа (1.2) и дополнив их

кинематическими соотношениями (1.1), получим полную систему уравнений движения

(m+ λ11)v̇1 − d2mrω̇ = (m+ λ22)v2ω + (λ23 + d1mr)ω
2 − c1v1|v1|,

(m+ λ22)v̇2 + (λ23 + d1mr)ω̇ = −(m+ λ11)v1ω + d2mrω
2 − c2v2|v2|,

λ23v̇2 + (I + λ33)ω̇ +mr(d1v̇2 − d2v̇1) = (λ11 − λ22)v1v2 − λ23v1ω −mrω(d1v1 + d2v2)−

− c3ω|ω| − IrΩ̇,

ẋ = v1 cosα− v2 sinα, ẏ = v1 sinα + v2 cosα, α̇ = ω, (1.6)
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Из полученных уравнений следует, что движение робота возникает при ускоренном вра-

щении ротора, поэтому в качестве функции управления будем использовать зависимость

угловой скорости ротора Ω(t). Поскольку скорость вращения ротора ограничена его приво-

дом, будем рассматривать закон управления в виде периодических разгонов и торможений

с периодом T (см. рисунок 2). Функция управления в общем случае имеет на периоде 4

участка: участки, задаваемые временем t1 и t3, определяют моменты вращения ротора с

постоянной угловой скоростью Ω1 и Ω2 соответственно, а участки с временем t2 и t4 —

моменты вращения ротора с угловым ускорением. В данной работе ограничимся рассмот-

рением только кусочно-линейной зависимости Ω(t).

t

t1 t2 t3 t4

T

Ω

Ω1

Ω2

Рис. 2. График зависимости угловой скорости вращения ротора от времени в общем виде

Аналитически данную функцию можно представить в виде:

Ω(t) =



















Ω1, t ∈ [nT, nT + t1) ,

Ωacc1(t), t ∈ [nT + t1, nT + t1 + t2) ,

Ω2, t ∈ [nT + t1 + t2, nT + t1 + t2 + t3) ,

Ωacc2(t), t ∈ [nT + t1 + t2 + t3, nT + t1 + t2 + t3 + t4) ,

(1.7)

Ωacc1(t) =
(Ω2 − Ω1)(t− nT )

t2
−

(Ω2 − Ω1)(t1 + t2)

t2
+ Ω2,

Ωacc2(t) =
(Ω1 − Ω2)(t− nT )

t4
−

(Ω1 − Ω2)(t1 + t2 + t3 + t4)

t4
+ Ω1,

где n = 0, 1, 2, 3, . . . .
Амплитуда, период, соотношение интервалов торможения и разгона, сдвиг и смещение

управляющего воздействия будут влиять на характер и вид траектории движения. Однако

установить данные зависимости из анализа уравнений (1.6) не представляется возможным,

поэтому далее проведем численное исследование математической модели (1.6) и оценим

влияние на траекторию движения робота параметров управления, а также влияние массо-

геометрических характеристик, таких как момент инерции ротора, смещение оси вращения

ротора относительно центра масс системы, которые в дальнейшем могут быть использова-

ны для проектирования конструкции робота.

§ 2. Исследование уравнений движения

Численное моделирование уравнений (1.6) будем проводить для прототипа безвинтового

робота с неизменяемой оболочкой и внутренним ротором, описанного в работе [16]. В сече-

нии корпус робота имеет форму крылового профиля NACA 0040 и обладает следующими
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массо-геометрическими характеристиками: длина — 340 мм, ширина — 134 мм, высота —

80 мм, масса корпуса mb = 0.6 кг, масса ротора mr = 0.3 кг, момент инерции корпуса

Ib = 0.0039 кг·м2, момент инерции ротора Ir = 0.0005 кг·м2.

Форма оболочки, глубина погружения и плотность жидкости определяют значения ко-

эффициентов присоединенных масс, присоединенных моментов инерции λ11, λ22, λ33, λ23

и коэффициентов вязкого сопротивления c1, c2, c3. Существуют разные подходы по опре-

делению значений данных коэффициентов: теоретические методы расчета, основанные на

решениях уравнений Лапласа при заданных условиях на границе тела и в невозмущенной

области жидкости [15]; методы, использующие численное моделирование движения с по-

мощью уравнений Навье-Стокса и дальнейшую аппроксимацию коэффициентов, используя

уравнения динамики [17]; методы расчета, использующие экспериментальные данные [18].

В данной работе коэффициенты присоединенных масс, коэффициенты присоединенных

моментов инерции и коэффициенты вязкого сопротивления определялись по методике пред-

ложенной в работе [17] с учетом экспериментов, описанных в [16], и принимались следую-

щими:

λ11 = 0.451, λ22 = 2.959, λ33 = 0.013, λ23 = 0.117,

c1 = 1.808, c2 = 323.120, c3 = 0.028.

Ввиду сложности модели и большого количества параметров, влияющих на динамику

движения, рассмотрим влияние параметров управления и массо-геометрических парамет-

ров на траекторию движения по отдельности.

Влияние параметров управляющего воздействия на траекторию движения робота.
Рассмотрим результаты моделирования полученной системы уравнений (1.6) для кусоч-

но-линейной функции управления Ω(t), заданной в виде (1.7) при различных соотношениях

интервалов вращения ротора с ускорением и интервалов вращения с постоянной угловой

скоростью.

Для численных экспериментов по оценке влияния параметров, определяющих измене-

ние угловой скорости ротора, на траекторию движения робота полагаем, что ось вращения

ротора находится в точке начала подвижной системы координат O, то есть d1 = d2 = 0.
Для удобства сравнения результатов моделирования для различных параметров, траекто-

рию движения будем оценивать по ее форме, а именно по радиусу кривизны траектории.

Так как в уравнения движения (1.6) входит угловое ускорение ротора, изменение зна-

чений Ω1 и Ω2 в выбранной функции управления влияет только на амплитуду значений

углового ускорения ротора, при этом численные эксперименты показали, что форма траек-

тории остается неизменной. При увеличении значения амплитуды угловой скорости Ω1−Ω2,

увеличивается скорость движения робота, но реальные двигатели имеют ограничение мак-

симальной скорости вращения, поэтому для всех экспериментов зададим значения угловой

скорости ротора следующими: Ω1 = 10 рад/с, Ω2 = −10 рад/с.

На рисунке 3 представлены зависимости радиуса кривизны траектории от соотноше-

ния интервалов t3/t1, на которых ротор вращается с постоянной скоростью, с периодами

управления T = 3, 5, 10 с, при этом t2 = t4 = 0.5 с. Кривизна траектории определялась

радиусом окружности r, наиболее точно совпадающей с полученной траекторией движе-

ния робота. Параметры окружности рассчитывались по методу наименьших квадратов по

аналогии с работами [19, 20].

На рисунке 3 видно, что если форма профиля угловой скорости становится симметрич-

ной на периоде (t3/t1 → 1), то радиус кривизны траектории движения стремится к беско-

нечности, что соответствует движению вдоль прямой. При t3/t1 > 1 робот движется вдоль

окружности в направлении против часовой стрелки, а при t3/t1 < 1 — по часовой стрелке.
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Рис. 3. Зависимость радиуса окружности r, вдоль которой движется робот, от отношения

t3/t1 при значениях периода T = 3 с (сплошная линия), T = 5 с (штрих-пунктирная линия),

T = 10 с (пунктирная линия), t2 = t4 = 0.5 с.

При уменьшении периода T можно добиться меньшего радиуса кривизны траектории, что

можно использовать для поворотов в ограниченном пространстве.

На рисунке 4 представлены зависимости радиуса кривизны траектории от соотношения

интервалов вращения ротора с ускорением t4/t2 для периодов T = 3, 5, 10 с, при этом

t1 = t3 = 1 с.

r, м
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t4
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Рис. 4. Зависимость радиуса окружности r, вдоль которой движется робот, от отношения

t4/t2 при значениях периода T = 3 с (сплошная линия), T = 5 с (штрих-пунктирная линия),

T = 10 с (пунктирная линия), t1 = t3 = 1 с.

Аналогично предыдущему эксперименту, при t4/t2 → 1, радиус кривизны траектории

движения стремится к бесконечности. При t4/t2 > 1 робот движется по окружности в на-

правлении по часовой стрелке, а при t4/t2 < 1 — против часовой стрелки. Меньший радиус
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окружности траектории, вдоль которой движется робот при управляющем соотношении

t4/t2, достигается для больших значений периода управляющего воздействия T .

Проведенные эксперименты показывают, что при симметричном на периоде управле-

нии, то есть t1 = t3 и t2 = t4, робот движется вдоль прямой. Изменение данных соот-

ношений приводит к отклонению траекторий, и при постоянных соотношениях t3/t1 =
const, t4/t2 = const робот движется вдоль траектории, описываемой окружностью. При

увеличении отношений t3/t1 и t4/t2 радиус траектории движения уменьшается для любого

периода T управляющего воздействия (1.7).

Влияние массо-геометрических параметров системы на траекторию движения.
В качестве массо-геометрических параметров, влияющих на характер и скорость движе-

ния в виде конструктивных особенностей безвинтового робота, рассмотрим смещение оси

вращения ротора относительно центра масс корпуса и различные соотношения моментов

инерции ротора и корпуса робота.

При проведении моделирования для исключения взаимного влияния массо-геометриче-

ских параметров и параметров управления, все эксперименты проводились для симметрич-

ного управляющего воздействия, для которого Ω1 = 10 рад/с, Ω2 = −10 рад/с, t1 = t3 = 2 с,

t2 = t4 = 0.5 с.

При смещении оси вращения ротора только вдоль оси симметрии корпуса Ox1, то есть

d1 6= 0, d2 = 0, робот перемещается вдоль прямой, вне зависимости от значения d1. Однако,

изменяется скорость его движения. Зависимость скорости движения робота от значения

смещения d1 представлена на рисунке 5, a. Скорость движения определялась как скользящее

среднее в момент времени 100 с после начала движения.
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6

d2 = 0.1 м

d2 = 0.05 м

d2 = 0
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d2 = −0.1 м

а) б)

Рис. 5. а) Зависимость скорости движения робота от смещения ротора d1; б) Траектории

движения робота при d2 = −0.1;−0.05; 0; 0.05; 0.1 м.

Из представленного графика видно, что максимальная скорость движения достигает-

ся при смещении ротора относительно начала подвижной системы координат на 0.1 м по

оси Ox1. При увеличении смещения эффективность движения падает. При смещении ро-

тора в сторону хвостовой части, скорость движения падает, а при d1 ≈ −0.4 м, скорость

движения робота равна 0. При дальнейшем смещении робот начинает движение в обрат-

ном направлении. Данное движение требует проведения отдельных исследований, так как

требуется проведение пересчета коэффициентов вязкого сопротивления и присоединенных

масс. Однако, в дальнейшем данное явление может быть использовано для более быстрой

остановки и смены направления движения робота.

На рисунке 5, б) приведены примеры траектории движения робота со смещением оси

вращения ротора в поперечном направлении, то есть d1 = 0, d2 6= 0, для времени моде-
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лирования 400 с. Смещение оси вращения ротора вдоль оси Ox2 приводит к отклонению

траектории движения робота от прямой. При этом средняя скорость движения при заданных

параметрах управления не меняется. В реальных условиях в виду конструктивных особен-

ностей величина d2 не может быть большой. Однако, следует учитывать, что возможные

погрешности изготовления, которые приводят к отклонению d2 от идеального значения

(d2 = 0) отразятся на траектории движения робота.

Соотношение моментов инерции оболочки и ротора также влияет на скорость продви-

жения робота, при этом форма траектории не изменяется. Зависимость скорости движения

робота от отношения Ib/Ir представлена на рисунке 6. При проведении данных эксперимен-

тов массы и моменты инерции ротора и корпуса определялись согласовано для обеспечения

смещения d = 0.

Ib

Ir

v, м/с

0.04

0.06

0.08

0.10

0 2 4 6 8 10

Рис. 6. График зависимости скорости движения робота от отношения Ib/Ir

Полученный график показывает, что при линейном увеличении отношения момента

инерции корпуса к моменту инерции ротора скорость движения робота убывает экспо-

ненциально в рассмотренном диапазоне. Таким образом, для достижения наиболее эффек-

тивного движения, необходимо стремиться использовать ротор с максимальным моментом

инерции.

§ 3. Заключение

В результате проделанной работы разработана математическая модель движения в жид-

кости для безвинтового мобильного робота с неизменяемой формой оболочки и управ-

ляемого с помощью вращения внутреннего ротора, которая учитывает положение ротора

относительно оболочки и смещение центра масс системы «оболочка+ротор». Предложена

форма управляющего воздействия, которое задается в виде кусочно-линейной периодиче-

ской функции угловой скорости ротора. Проведены численные эксперименты для различ-

ных массо-геометрических параметров робота и для различных параметров управляющего

воздействия. В результате моделирования получены следующие результаты:

1. Получена зависимость радиуса кривизны траектории от отношений участков t3/t1 и

t4/t2, которые задают интервалы вращения ротора с постоянной угловой скоростью

и интервалы ускоренного вращения ротора соответственно. Используя полученные

результаты, можно формировать управляющие воздействия для движения по сложным

криволинейным траекториям.

2. Показано, что смещение оси вращения ротора относительно вертикальной оси, про-

ходящей через центр масс оболочки, влияет на скорость продвижения робота (смеще-

ние вдоль оси симметрии оболочки) и на форму траектории (смещение поперек оси
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симметрии оболочки). Увеличение момента инерции ротора приводит к увеличению

скорости движения робота. Механизм смещения оси вращения ротора в дальнейшем

можно использовать на реальном прототипе робота, для изменения скорости и на-

правления движения робота.

Полученные результаты планируется использовать при создании реального прототипа

робота для достижения наиболее эффективного движения и формирования управляющих

сигналов.

Автор выражает благодарность Ю. Л. Караваеву и И. С. Мамаеву за плодотворное об-

суждение полученных результатов.
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We consider a propellerless robot that moves on the surface of a fluid by rotating of the internal rotor.

The robot shell has a symmetric shape of NACA 0040 airfoil. The equations of motion are written in the

form of classical Kirchhoff equations with terms describing the viscous friction. The control action based

on the derived model is proposed. The influences of various model parameters on the robot’s trajectory

have been studied.
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