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ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ
ТРЕТЬЕГО РОДА

Изучается начально-краевая задача для многомерного псевдопараболического уравнения с перемен-

ными коэффициентами и граничными условиями третьего рода. Многомерное псевдопараболиче-

ское уравнение сводится к интегро-дифференциальному уравнению с малым параметром. Показа-

но, что при стремлении малого параметра к нулю решение полученной модифицированной задачи

сходится к решению исходной задачи. Для приближенного решения полученной задачи строит-

ся локально-одномерная разностная схема А. А. Самарского. Методом энергетических неравенств

получена априорная оценка, откуда следуют единственность, устойчивость и сходимость решения

локально-одномерной разностной схемы к решению исходной дифференциальной задачи. Для дву-

мерной задачи построен алгоритм численного решения начально-краевой задачи для псевдопарабо-

лического уравнения с условиями третьего рода.
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Под псевдопараболическими уравнениями в литературе принято называть все уравнения

высокого порядка с производной по времени первого порядка вида

∂

∂t

(
A(u)

)
+B(u) = 0,

где A(u) и B(u) — эллиптические операторы.

Уравнения такого вида также называют уравнениями соболевского типа или уравнения-

ми, неразрешенными относительно производной [1].

Псевдопараболические уравнения и более общий класс уравнений — уравнения типа

Соболева — возникают при описании процессов фильтрации жидкости в пористых сре-

дах [2, 3], передачи тепла в гетерогенной среде [4, 5], влагопереноса в почво-грунтах [6, 7].

Задачи расчета тепломассообмена с сосредоточенными источниками (стоками) переноси-

мой субстанции [8] и, подобно [9, 10], задачи регулирования уровня грунтовых вод при

орошении приводят к необходимости исследования краевых задач для нагруженных псев-

допараболических уравнений.

Среди таких задач наиболее сложными с точки зрения численной реализации считаются

многомерные (по пространственным переменным) задачи. Сложность заключается в значи-

тельном увеличении объема вычислений, возникающем при переходе от одномерных задач

к многомерным. В этой связи актуальна задача построения экономичных разностных схем,

которые обладают возможностью достаточно эффективной стабилизации решений (устой-

чивостью) и требуют для перехода со слоя на слой затратить Q арифметических действий,

пропорциональных числу узлов сетки, так что Q = O
(

1
hp

)
, где h = min

16i6p
hi, p — размерность

пространства, hi — шаг сетки по направлению xi.
Исследованию разнообразных начальных и начально-краевых задач для псевдопара-

болических уравнений с переменными коэффициентами в одномерном случае посвящено
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большое количество работ, например работы [11–26], многомерным псевдопараболическим

уравнениям — работы [27–33]. Так, в работах [11–15] приводятся доказательства существо-

вания и единственности различных задач для псевдопараболического уравнения, а рабо-

ты [16–26] посвящены численным методам решения локальных и нелокальных краевых

задач для обобщенных псевдопараболических уравнений с переменными коэффициентами.

Методом энергетических неравенств доказаны единственность, устойчивость и сходимость

решения разностной задачи к исходной дифференциальной задачи.

Статья [27] посвящена изучению одномерных и двумерных псевдопараболических урав-

нений с локальными и нелокальными граничными условиями. Для доказательства устой-

чивости одномерной задачи с классическими условиями используется спектральный метод,

а для двумерной задачи — общая теория устойчивости Самарского А. А. для трехслойных

разностных схем. Полученные результаты могут быть применены к псевдопараболическим

задачам с нелокальными граничными условиями, если можно диагонализовать матрицу

конечно-разностной схемы.

Работа [28] посвящена трехмерным параболическим и псевдопараболическим уравне-

ниям с классическими, периодическими и нелокальными граничными условиями. Исследо-

вана устойчивость по начальным условиям. Устойчивость предложенных численных алго-

ритмов доказана при условии, что матрица дискретного оператора может быть диагонали-

зована, а собственные векторы образуют полную базисную систему.

Работы [29, 30] посвящены исследованию псевдопараболических уравнений в двумер-

ном случае. Строятся бессеточные схемы, основанные на радиальных базисных функциях,

проводится анализ устойчивости и сходимости этих бессеточных схем.

В работе [31] рассматривается задача Коши для двумерного псевдопараболического

уравнения. Доказаны существование и единственность решения поставленной задачи Коши

и получено явное решение для двумерного псевдопараболического уравнения. В [32, 33]

исследуется вторая начально-краевая задача для псевдопараболического уравнения с ма-

лым параметром. В [32] доказаны теоремы существования и единственности классическо-

го решения второй начально-краевой задачи. Методом Фурье в пространстве непрерывно-

дифференцируемых функций получено решение в виде ряда. Доказано сходимость решения

начально-краевой задачи для возмущенного псевдопараболического уравнения к решению

соответствующей задачи для уравнения теплопроводности, когда малый параметр стремит-

ся к нулю. В [33] для приближенного решения используется метод конечных разностей,

с помощью принципа максимума доказаны единственность, устойчивость и сходимость

схемы к решению исходной дифференциальной задачи.

Работы [34–38] посвящены построению разностных схем для дифференциальных урав-

нений с малым параметром при старшей производной, когда возникают особенности у ре-

шений и их производных. Работы [39–41] посвящены изучению приближенного решения

начально-краевых задач для уравнений Навье–Стокса с помощью построения конечно-

разностных схем на основе ε-аппроксимации уравнений Навье–Стокса возмущенными си-

стемами с малым параметром ε > 0. В настоящей работе используется подход, применяе-

мый в работах [39–41].

В данной работе изучается краевая задача для многомерного псевдопараболическо-

го уравнения с переменными коэффициентами и граничными условиями третьего рода.

Многомерное псевдопараболическое уравнение сводится к интегро-дифференциальному

уравнению с малым параметром ε > 0. Для приближенного решения строится локально-

одномерная разностная схема, основная идея которой состоит в сведении перехода со слоя

на слой к последовательному решению ряда одномерных задач по каждому из координат-

ных направлений. При этом каждая из вспомогательных задач может не аппроксимировать

исходную задачу, но в совокупности и в специальных нормах такая аппроксимация имеет
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место. С помощью метода энергетических неравенств для решения локально-одномерной

разностной схемы получены априорные оценки, доказаны единственность, устойчивость

и сходимость схемы. Построен алгоритм численного решения модифицированной задачи.

§ 1. Постановка задачи.

В замкнутой области QT = G× [0 6 t 6 1], основанием которой является p -мерный куб

G = {x = (x1, x2, . . . , xp) : 0 6 xα 6 1, α = 1, 2, . . . , p} с границей Γ, G = G ∪ Γ, рассмот-

рим краевую задачу для многомерного псевдопараболического уравнения с граничными

условиями третьего рода

∂u

∂t
= Lu+ ν

∂

∂t
Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1.1)

kα(x, t)
∂u

∂xα
+ ν

∂

∂t

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
= β−α(x, t)u− µ−α(x, t), xα = 0, 0 6 t 6 T, (1.2)

−

(
kα(x, t)

∂u

∂xα
+ ν

∂

∂t

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

))
= β+α(x, t)u− µ+α(x, t), xα = 1, 0 6 t 6 T, (1.3)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (1.4)

где

Lu =

p∑

α=1

Lαu, Lαu =
∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
− qα(x, t)u(x, t),

0 < c0 6 kα(x, t), qα(x, t) 6 c1, |β±α(x, t)| 6 c2,

u(x, t) ∈ C4,2
(
QT

)
, kα(x, t) ∈ C3,1

(
QT

)
, qα(x, t), f(x, t) ∈ C2,1

(
QT

)
,

QT = G× (0 < t 6 T ], c0, c1, c2 = const > 0, ν = const > 0,

β±α(x, t), µ±α(x, t)− непрерывные функции, β+α = β(1, x′, t), β−α = β(0, x′, t),

µ+α = µ(1, x′, t), µ−α = µ(0, x′, t), x = (x1, x2, . . . , xp) = (xα, x
′),

x′ = (x1, x2, . . . , xα−1, xα+1, . . . , xp), α = 1, 2, . . . , p.

(1.5)

Преобразуем уравнение (1.1) и краевые условия (1.2), (1.3), тогда, умножив обе ча-

сти (1.1) и (1.2), (1.3) на 1
ν
e

1
ν
t, заменив t на τ и проинтегрировав полученное выражение

по τ от 0 до t, получим задачу

Lu+
1

ν2

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)u(x, t) dτ −

1

ν
u+ f̃(x, t) = 0, (1.6)

{
kα(x, t)

∂u
∂xα

= B−αu− µ̃−α(x, t), xα = 0, 0 6 t 6 T,

−kα(x, t)
∂u
∂xα

= B+αu− µ̃+α(x, t), xα = 1, 0 6 t 6 T,
(1.7)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (1.8)

где

f̃(x, t) =
1

ν

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)f(x, τ) dτ − e−

1
ν
t

(
Lu0(x)−

1

ν
u0(x)

)
,

B−αu(0, x
′, t) =

1

ν

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)β−α(0, x

′, τ)u(0, x′, τ) dτ,

B+αu(1, x
′, t) =

1

ν

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)β+α(1, x

′, τ)u(1, x′, τ) dτ,
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µ̃−α(0, x
′, t) =

1

ν

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)µ−α(0, x

′, τ) dτ + e−
t
ν kα(x, 0)u

′
0(0, x

′),

µ̃+α(1, x
′, t) =

1

ν

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)µ+α(1, x

′, τ) dτ − e−
t
ν kα(x, 0)u

′
0(1, x

′).

В той же области вместо уравнения (1.6) рассмотрим следующее уравнение с малым

параметром ε

εuεt = Luε +
1

ν2

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)uε dτ −

1

ν
uε + f̃(x, t), (x, t) ∈ QT , (1.9)

где ε = const > 0.
Так как при t = 0 начальные условия для уравнения (1.6) и (1.9) совпадают, то в окрест-

ности t = 0 у производной uεt не возникает особенности типа пограничного слоя [34–38].

Покажем, что uε → u в некоторой норме при ε → 0. Обозначим через z̃ = uε − u и

подставим uε = z̃ + u в уравнение (1.9). Тогда получим задачу

εz̃t = Lz̃ +
1

ν2

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)z̃ dτ −

1

ν
z̃ + f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1.10)

{
kα(x, t)

∂z̃
∂xα

= B−αz̃, xα = 0, 0 6 t 6 T,

−kα(x, t)
∂z̃
∂xα

= B+αz̃, xα = 1, 0 6 t 6 T,
(1.11)

z̃(x, 0) = 0, x ∈ G, G = G + Г, (1.12)

где f(x, t) = −ε
∂u

∂t
.

Получим априорную оценку методом энергетических неравенств, тогда умножим урав-

нение (1.10) скалярно на z̃:
(
ε
∂z̃

∂t
, z̃

)
=

( p∑

α=1

∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂z̃

∂xα

)
, z̃

)
−

( p∑

α=1

qα(x, t)z̃, z̃

)
+

+

(
1

ν2

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)z̃dτ, z̃

)
−

(
1

ν
z̃, z̃

)
+

(
f(x, t), z̃

)
,

(1.13)

где (u, v) =
∫
G
uv dx, ‖u‖20 =

∫
G
u2 dx, ‖u‖2L2(0,lα)

=
∫ 1

0
u2(x, t) dxα.

Далее через Mi, i = 1, 2, . . . , будем обозначать положительные постоянные, зависящие

только от входных данных исходной задачи.

С помощью ε-неравенства Коши и неравенства Коши–Буняковского преобразуем инте-

гралы, входящие в тождество (1.13):
(
ε
∂z̃

∂t
, z̃

)
=
ε

2

∂

∂t
‖z̃‖20, (1.14)

( p∑

α=1

∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂z̃

∂xα

)
, z̃

)
=

p∑

α=1

∫

G′

kα(x, t)z̃
∂z̃

∂xα

∣∣∣∣
1

0

dx′ −

−

p∑

α=1

∫

G

kα(x, t)

(
∂z̃

∂xα

)2

dx 6

p∑

α=1

∫

G′

kα(x, t)z̃
∂z̃

∂xα

∣∣∣∣
1

0

dx′ − c0‖z̃x‖
2
0,

(1.15)

( p∑

α=1

qα(x, t)z̃, z̃

)
=

p∑

α=1

∫

G

qα(x, t)z̃
2 dx > c0‖z̃‖

2
0, (1.16)

(
1

ν
z̃, z̃

)
=

1

ν
‖z̃‖20, (1.17)
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(∫ t

0

1

ν2
e−

1
ν
(t−τ)z̃dτ, z̃

)
6

1

4ν2
‖z̃‖20 +

((∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)z̃dτ

)2

,
1

ν2

)
6

1

4ν2
‖z̃‖20 +

+

(
1

ν2

∫ t

0

e−
2
ν
(t−τ)dτ

∫ t

0

z̃2dτ, 1

)
=

1

4ν2
‖z̃‖20 +

1− e−
2
ν
t

2ν

∫ t

0

‖z̃‖20dτ,

(1.18)

(
f(x, t), z̃

)
6

1

4ε1
‖f‖20 + ε1‖z̃‖

2
0, (1.19)

где

G′ = {x′ = (x1, x2, . . . , xα−1, xα+1, . . . , xp) : 0 < xα < 1},

dx′ = dx1dx2 . . . dxα−1dxα+1 . . . dxp.

Учитывая преобразования (1.14)–(1.19), из (1.13) получаем неравенство

ε

2

∂

∂t
‖z̃‖20 + c0‖z̃x‖

2
0 +

(
c0 +

1

ν
−

1

4ν2
− ε1

)
‖z̃‖20 +

e−
2
ν2

t

2ν

∫ t

0

‖z̃‖20 dτ 6

6

p∑

α=1

∫

G′

kα(x, t)z̃
∂z̃

∂xα

∣∣∣∣
1

0

dx′ +
1

2ν

∫ t

0

‖z̃‖20 dτ +
1

4ε1
‖f‖20.

(1.20)

Оценим первое слагаемое в правой части (1.20)

p∑

α=1

∫

G′

kα(x, t)z̃
∂z̃

∂xα

∣∣∣∣
1

0

dx′ =

=

p∑

α=1

∫

G′

(z̃(1, x′, t)B−αz̃(1, x
′, t)− z̃(0, x′, t)B−αz̃(0, x

′, t)) dx′ 6

6 ε2

p∑

α=1

∫

G′

(
z̃2(0, x′, t) + z̃2(1, x′, t)

)
dx′ +

+
1

4ε2

p∑

α=1

∫

G′

(
1

ν

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)β−α(x, τ)z̃(0, x

′, τ) dτ

)2

dx′ +

+
1

4ε2

p∑

α=1

∫

G′

(
1

ν

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)β+α(x, τ)z̃(1, x

′, τ) dτ

)2

dx′ 6

6 ε2M1

(
‖z̃‖20 + ‖z̃x‖

2
0

)
+M2(ε2)

∫ t

0

(
‖z̃‖20 + ‖z̃x‖

2
0

)
dτ.

(1.21)

Выбирая в (1.21) ε1 = ε2 =
c0
4

, из неравенства (1.20) находим

ε

2

∂

∂t
‖z̃‖20 +

3c0
4
‖z̃x‖

2
0 +

(
c0
2
+

1

ν
−

1

4ν2

)
‖z̃‖20 6M3

∫ t

0

(
‖z̃‖20 + ‖z̃x‖

2
0

)
dτ +

1

c0
‖f‖20. (1.22)

Пусть ν >
1
4
, тогда проинтегрировав (1.22) по τ от 0 до t, тогда получим

ε‖z̃‖20 +

∫ t

0

(
‖z̃x‖

2
0 + ‖z̃‖20

)
dτ 6M4

∫ t

0

dτ

∫ τ

0

(
‖z̃x‖

2
0 + ‖z̃‖20

)
dτ +M5

∫ t

0

‖f‖20 dτ, (1.23)

Оценим первое слагаемое в правой части в (1.23), для этого перепишем (1.23) следую-

щим образом

Y 6M4

∫ t

0

Y dτ +M5F, (1.24)
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где Y =
∫ t

0
(‖z̃x‖

2
0 + ‖z̃‖20) dτ , F =

∫ t

0
‖f‖20 dτ .

Применяя лемму Гронуолла (см. [43, лемма 1.1, с. 152]) к неравенству (1.24), получим

неравенство

∫ t

0

(
‖z̃x‖

2
0 + ‖z̃‖20

)
dτ 6M6

∫ t

0

F dτ =M6

∫ t

0

dτ

∫ τ

0

‖f‖20 dτ 6 TM6

∫ t

0

‖f‖20 dτ. (1.25)

Таким образом, из (1.23) с учетом (1.25) получаем оценку

ε‖z̃‖20 +

∫ t

0

(
‖z̃x‖

2
0 + ‖z̃‖20

)
dτ 6M7

∫ t

0

‖f‖20 dτ = ε2M7

∫ t

0

‖uτ‖
2
0 dτ = O(ε2). (1.26)

Оценим
∫ t

0
‖uτ‖

2
0 dτ в правой части (1.26) и покажем, что в классе достаточно гладких

функций ε2
∫ t

0
‖uτ‖

2
0 dτ = O(ε2). Для этого умножим обе части уравнения (1.1) скалярно

на ut. Тогда получим

(ut, ut) = (Lu, ut) + (ν
∂

∂t
Lu, ut) + (f(x, t), ut). (1.27)

Используя ε-неравенство Коши, преобразуем первое и второе слагаемые правой части (1.27)

(Lu, ut) + (ν
∂

∂t
Lu, ut) =

p∑

k=1

(
(Lαu, ut) + (ν

∂

∂t
Lαu, ut)

)
=

p∑

k=1

[ (
(kαuxα

)xα
, ut
)
+

+ (qαu, ut) + ν
(
(kαuxα

)xαt
, ut
)
− ν ((qαu)t, ut)

]
6

6

p∑

k=1

∫

G′

ut (kαuxα
+ ν (kαuxα

)t)
∣∣∣
lα

0
dx′ −

1

2

d

dt
(k, u2x)−

1

2

d

dt
(q, u2) +

1

2
‖ut‖

2
0 +

+ ν (c0 − ε) ‖ut‖
2
0 − ν (c0 − ε) ‖uxt‖

2
0 +Mε

8 (‖u‖
2
0 + ‖ux‖

2
0).

(1.28)

Оценим первое слагаемое в правой части (1.28). Тогда получим

p∑

k=1

∫

G′

ut (kαuxα
+ ν (kαuxα

)t)
∣∣∣
lα

0
dx′ =

=

p∑

k=1

∫

G′

ut(lα, x
′, t)(µ+k − β+ku(lα, x

′, t)) + ut(0, x
′, t)(µ−k − β−ku(0, x

′, t)) 6

6 ε1M9

(
‖ut‖

2
0 + ‖uxt‖

2
0

)
+Mε1

10‖u‖
2
0 +Mε1

11 (µ
2
+k + µ2

−k).

(1.29)

Учитывая (1.28), (1.29), после несложных преобразований из (1.27) получаем неравен-

ство
(
1

2
− ε1M9 + ν (c0 − 2ε)

)
‖ut‖

2
0 +

1

2

d

dt
(k, u2x) +

1

2

d

dt
(q, u2) +

+ ν (c0 − ε− ε1M9) ‖uxt‖
2
0 6Mε,ε1

12 (‖u‖20 + ‖ux‖
2
0) +Mε1

13 (‖f‖
2
0 + µ2

+k + µ2
−k).

(1.30)

Выбирая ε =
c0
8

, ε1 = min

{
1

4M9
,
c0

8M9

}
, из (1.30) находим

d

dt
(k, u2x) +

d

dt
(q, u2) + ‖ut‖

2
0 + ‖uxt‖

2
0 6M14(‖u‖

2
0 + ‖ux‖

2
0) +M15(‖f‖

2
0 + µ2

+k + µ2
−k).

(1.31)
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Проинтегрируем (1.31) по τ от 0 до t, тогда получим

‖u‖20 + ‖ux‖
2
0 +

∫ t

0

(
‖uτ‖

2
0 + ‖uxτ‖

2
0

)
dτ 6M16

∫ t

0

(‖u‖20 + ‖ux‖
2
0) dτ +

+M17

(∫ t

0

(‖f‖20 + µ2
+k + µ2

−k) dτ + ‖u0(x)‖
2
0 + ‖u′0(x)‖

2
0

)
.

(1.32)

На основании леммы Гронуолла (см. [43, лемма 1.1, с. 152]) из (1.32) получаем неравенство

∫ t

0

‖υτ‖
2
0 dτ 6M18

(∫ t

0

(‖f‖20 + µ2
+k + µ2

−k) dτ + ‖u0(x)‖
2
0 + ‖u′0(x)‖

2
0

)
. (1.33)

Учитывая (1.33), из (1.26) получаем неравенство

ε‖z̃‖20 +

∫ t

0

(
‖z̃‖20 + ‖z̃x‖

2
0

)
dτ 6 ε2M

(∫ t

0

(‖f‖20 + µ2
+k + µ2

−k) dτ + ‖u0(x)‖
2
W 1

2 (G)

)
. (1.34)

где z̃ = uε − u, а M зависит только от входных данных задачи (1.1)–(1.4).

Из априорной оценки (1.34) следует сходимость uε к u при ε → 0 в норме ‖z̃‖21 =
= ε‖z̃‖20+ ‖z̃‖22,Qt

+ ‖z̃x‖
2
2,Qt

, где ‖z̃x‖
2
2,Qt

=
∫ t

0
‖z̃x‖

2
0 dτ . Поэтому при малом ε решение зада-

чи (1.7)–(1.9) будем принимать за приближенное решение краевой задачи для многомерного

псевдопараболического уравнения с граничными условиями третьего рода (1.1)–(1.4).

§ 2. Построение локально-одномерной схемы

На отрезке [0, T ] введем равномерную сетку ωτ = {tj = jτ , j = 0, 1, . . . , j0}, с ша-

гом τ = T/j0. Каждый интервал (tj, tj+1) разобьем на p частей точками tj+α
p
= tj + τ α

p
,

α = 1, 2, . . . , p, и обозначим через ∆α = (tj+α−1
p
, tj+α

p
].

Пространственную сетку выберем равномерной по каждому направлению Oxα с ша-

гом hα = 1
Nα

, α = 1, 2, . . . , p:

ωh =

p∏

α=1

ωhα
, ωhα

= {x(iα)α = iαh̄α, iα = 0, 1, . . . , Nα, α = 1, 2, . . . , p},

h̄α =

{
hα, iα = 1, 2, . . . , Nα − 1,
hα

2
, iα = 0, Nα.

Уравнение (1.9) перепишем в виде

p∑

α=1

Lαu
ε = 0, Lαu

ε =
ε

p

∂uε

∂t
− Lαu

ε −
1

pν2

∫ t

0

e−
1
ν2

(t−τ)uε dτ +
1

pν
uε − fα,

где fα(x, t), α = 1, 2, . . . , p, — произвольные функции, обладающие той же гладкостью, что

и f(x, t), и удовлетворяющие условию
p∑

α=1

fα = f.

На каждом полуинтервале ∆α, α = 1, 2, . . . , p, будем последовательно решать задачи

Lαϑ(α) =
ε

p

∂ϑ(α)
∂t

− Lαϑ(α) −
1

pν2

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)ϑ(α)dτ +

1

pν
ϑ(α) − fα = 0, (2.1)

{
kα(x, t)

∂ϑ(α)

∂xα
= B−αϑ(α) − µ̃−α(x, t), xα = 0, 0 6 t 6 T,

−kα(x, t)
∂ϑ(α)

∂xα
= B+αϑ(α) − µ̃+α(x, t), xα = 1, 0 6 t 6 T,

(2.2)
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полагая при этом [42, с. 522]

ϑ(1)(x, 0) = u0(x), ϑ(1)(x, tj) = ϑ(p)(x, tj), j = 1, 2, . . . ,

ϑ(α)(x, tj+α−1
p
) = ϑ(α−1)(x, tj+α−1

p
), α = 2, 3, . . . , p.

Аппроксимируем каждое уравнение (2.1) номера α неявной схемой на полуинтервале

∆α =
(
tj+α−1

p
, tj+α

p

]
, тогда получим цепочку p одномерных разностных уравнений:

ε
yj+

α
p − yj+

α−1
p

τ
= Λαy

j+α
p +

1

pν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )y(x, tj

′+α
p )τ −

1

pν
y(x, tj+

α
p ) + ϕ

j+α
p

α , (2.3)

где Λαy
j+α

p =
(
aαy

j+α
p

x̄α

)
xα

− dαy
j+α

p , aα = kα(x
(−0.5α), t̄), t̄ = tj+1/2, dα = qα(x, t̄), x

(−0.5α) =

= (x1, . . . , xα−1, xα − 0.5hα, xα+1, . . . , xp), γh,α — множество граничных по направлению xα
узлов.

Запишем разностный аналог для граничных условий (2.2)

{
a
(1α)
α y

j+α
p

xα,0 = B−αy
j+α

p − µ̃−α, xα = 0,

−a
(Nα)
α y

j+α
p

x̄α,Nα
= B+αy

j+α
p − µ̃+α, xα = 1.

(2.4)

Условия (2.4) имеют порядок аппроксимации O(hα). Повысим порядок аппроксимации

до O(h2α) на решениях уравнения (2.1) при каком-либо α:

a(1α)α ϑ
j+α

p

xα,0 = B−αy
j+α

p + µ̃−α +O(hα).

C помощью разложения Тейлора находим

kαϑ
′
(α) = a(1α)α ϑ

j+α
p

xα,0 − 0.5hα

(
kαϑ

′
(α)

)′
+O(h2α) = a(1α)α ϑ

j+α
p

xα,0 −

− 0.5hα

(
ε
ϑj+

α
p − ϑj+

α−1
p

τ
−

1

pν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)ϑ(x, tj

′+α
p )τ +

+ qαϑ(x, t
j+α

p ) +
1

pν
ϑ(x, tj+

α
p )− f j+α

p

)
+O(h2α).

Итак,

a(1α)α ϑ
j+α

p

xα,0 − 0.5hα

(
ε
ϑj+

α
p − ϑj+

α−1
p

τ
−

1

pν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )ϑ(x, tj

′+α
p )τ + qαϑ(x, t

j+α
p ) +

+
1

pν
ϑ(x, tj+

α
p )− f j+α

p

)

0
= B−αϑ(x, t

j+α
p ) + µ̃−α +O(h2α) +O(hατ).

(2.5)

В (2.5) отбросим величины порядка малости O(h2α) и O(hατ), заменим ϑ(α) на yj+
α
p ,

тогда (2.5) при xα = 0 перепишется так:

ε

p
y
j+α

p

t̄,0 =

a
(1α)
α y

j+α
p

xα,0 + 0.5hα

pν2

j∑
j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)y

j+α
p

0 τ − B−αy
j+α

p

0 − 0.5hαdα,0y
j+α

p

0

0.5hα
+

µ−α

0.5hα
.
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Аналогично, при xα = 1:

ε

p
y
j+α

p

t̄,Nα
= −

a
(Nα)
α y

j+α
p

x̄α,Nα
− 0.5hα

pν2

j∑
j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )y

j+α
p

Nα
τ + B+αy

j+α
p

Nα
+ 0.5hαdα,Nα

y
j+α

p

Nα

0.5hα
+

µ+α

0.5hα
,

где

dα,0 = dα,0 +
1

pν
, dα,Nα

= dα,Nα
+

1

pν
,

B−αy
j+α

p

0 =
1

ν

pj+α∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)β−αy

j ′

p

0 τ, B+αy
j+α

p

Nα
=

1

ν

pj+α∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )β+αy

j ′

p

Nα
τ,

µ−α = 0.5hαfα,0 + µ̃−α, µ+α = 0.5hαfα,0 + µ̃+α.

Итак, разностный аналог задачи (1.7)–(1.9) имеет вид

ε

p
y
(α)
t̄ = Λαy

(α) + Φ
j+α

p
α , α = 1, 2, . . . , p, x ∈ ωh,

y(x, 0) = u0(x),
(2.6)

где

Λαy
j+α

p =





Λ̃αy =
(
aαy

j+α
p

x̄α

)

xα

− dαy
j+α

p + 1
pν2

j∑
j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)yj

′+α
p τ − 1

pν
yj+

α
p ,

1
0.5hα

Λ−
αy =

a
(1α)
α y

j+α
p

xα,0+
0.5hα
pν2

j∑

j ′=0

e
−

1
ν (tj−t

j ′ )y
j+α

p
0 τ−B−αy

j+α
p

0 −0.5hαdα,0y
j+α

p
0

0.5hα
,

1
0.5hα

Λ+
αy = −

a
(Nα)
α y

j+α
p

x̄α,Nα
− 0.5hα

pν2

j∑

j ′=0

e
−

1
ν (tj−t

j ′ )y
j+α

p
Nα

τ+B+αy
j+α

p
Nα

+0.5hαdα,Nαy
j+α

p
Nα

0.5hα
,

Φα =






ϕα, xα ∈ ωhα
,

1
0.5hα

µ−α, xα = 0,
1

0.5hα
µ+α, xα = 1,

y
(α)
t̄ =

yj+
α
p − yj+

α−1
p

τ
p

.

§ 3. Погрешность аппроксимации локально-одномерной схемы.

Характеристикой точности решения локально-одномерной схемы является разность

zj+
α
p = yj+

α
p − uj+

α
p , где uj+

α
p — решение исходной задачи (1.7)–(1.9). Подставляя yj+

α
p =

= zj+
α
p + uj+

α
p в разностную задачу (2.6), получим задачу для погрешности zj+

α
p :

ε
zj+

α
p − zj+

α−1
p

τ
= Λαz

j+α
p +

1

pν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )z(x, tj

′+α
p )τ −

1

νp
z(x, tj+

α
p ) + ψ

j+α
p

α , (3.1)

где ψ
j+α

p
α = Λαu

j+α
p + 1

pν2

j∑
j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)u(x, tj

′+α
p )τ − 1

pν
u(x, tj+

α
p ) + ϕj+α

p − εu
j+α

p −u
j+α−1

p

τ
.

Обозначив через ψ̊α =
(
Lαu+

1
pν2

∫ t

0
e−

1
ν
(t−τ)udτ − 1

pν
u+ fα − ε

p
∂u
∂t

)j+1/2

, и замечая, что
p∑

α=1

ψ̊α = 0, если
p∑

α=1

fα = f, представим погрешность в виде суммы ψ
j+α

p
α = ψ̊α + ψ∗

α:

ψ
j+α

p
α = Λαu

j+α
p +

1

pν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )u(x, tj

′+α
p )τ −

1

pν
u(x, tj+

α
p ) + ϕj+α

p −

− ε
uj+

α
p − uj+

α−1
p

τ
− ψ̊α + ψ̊α =

(
Λαu

j+α
p − Lαu

j+ 1
2

)
−

(
1

pν
u(x, tj+

α
p )−

1

pν
uj+

1
2

)
+
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+

(
1

pν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)u(x, tj

′+α
p )τ −

1

pν2

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)uj+

1
2 dτ

)
+

+
(
ϕ
j+α

p
α − f

j+ 1
2

α

)
−

(
ε
uj+

α
p − uj+

α−1
p

τ
−
ε

p

(
∂u

∂t

)j+1/2
)

+ ψ̊α = ψ̊α + ψ∗
α.

Очевидно, что ψ∗
α = O(h2α + τ), ψ̊α = O(1),

p∑

α=1

ψ
j+α

p
α =

p∑

α=1

ψ̊α +

p∑

α=1

ψ∗
α = O(|h|2 + τ), |h|2 = h21 + h22 + . . .+ h2p.

Запишем граничное условие при xα = 0 так:

0.5hαε

p
y
(α)
t̄ = a(1α)α y

j+α
p

xα,0 +
0.5hα
pν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )y

j+α
p

0 τ −

− B−αy
j+α

p

0 − 0.5hαdα,0y
j+α

p

0 + 0.5hαfα,0 + µ̃−α.

(3.2)

Пусть zj+
α
p = yj+

α
p − uj+

α
p , где u — решение исходной дифференциальной зада-

чи (1.7)–(1.9). Подставим yj+
α
p = zj+

α
p + uj+

α
p в (3.2). Тогда получим

0.5hαε

p
z
(α)
t̄ = a(1α)α z

j+α
p

xα,0 +
0.5hα
pν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)z

j+α
p

0 τ − B−αz
j+α

p

0 − 0.5hαdα,0z
j+α

p

0 +

+ a(1α)α u
j+α

p

xα,0 +
0.5hα
pν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)u

j+α
p

0 τ − B−αu
j+α

p

0 − 0.5hαdα,0u
j+α

p

0 −
0.5hαε

p
u
(α)
t̄,0 +

+ 0.5hαfα,0 + µ̃−α.

К правой части полученного выражения добавим и вычтем

0.5hαψ̊−α = 0.5hα

[
∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)
− qαu+

1

pν2

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)u dτ −

1

pν
u+ fα −

ε

p

∂u

∂t

]j+1/2

xα=0

.

Тогда

ψ−α = 0.5hα

(
fα,0 −

ε

p
u
j+α

p

t̄,0

)
+ a(1α)α u

j+α
p

xα,0 +

+
0.5hα
pν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)u

j+α
p

0 τ − B−αu
j+α

p

0 − 0.5hαdα,0u
j+α

p

0 + µ̃−α −

− 0.5hα

[
∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)
− qαu+

1

pν2

∫ t

0

e−
1
ν
(t−τ)udτ −

1

pν
u+ fα −

ε

p

∂u

∂t

]j+1/2

xα=0

+ 0.5hαψ̊−α =

= a(1α)α u
j+α

p

xα,0 − B−αu
j+α

p

0 + µ̃−α − 0.5hα

[ ∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)]j+ 1
2
+ 0.5hαψ̊−α +O(h2α) +

+O(hατ) = kα
∂uj+

α
p

∂xα
+ 0.5hα

[
∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)]j+α
p

0

− 0.5hα

[
∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)]j+ 1
2

−

− B−αu
j+α

p

0 + µ̃−α + 0.5hαψ̊−α +O(h2α) +O(hατ) =
(
kα
∂uj+

α
p

∂xα
− B−αu

j+α
p

0 + µ̃−α

)

xα=0
+

+ 0.5hαψ̊−α +O(h2α) +O(hατ).
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В силу граничных условий (1.7) выражение, стоящее в скобках есть ноль. Поэтому

ψ−α = 0.5hαψ̊−α + ψ∗
−α, ψ∗

−α = O(h2α + τ) +O(hατ),

ε

p
z
j+α

p

t̄,0 =

a
(1α)
α z

j+α
p

xα,0 + 0.5hα

pν2

j∑
j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )z

j+α
p

0 τ − B−αz
j+α

p

0 − 0.5hαdα,0z
j+α

p

0

0.5hα
+ ψ̊−α +

ψ∗
−α

0.5hα
,

ε

p
z
j+α

p

t̄,Nα
= −

a
(Nα)
α z

j+α
p

x̄α,Nα
− 0.5hα

pν2

j∑
j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)z

j+α
p

Nα
τ + B+αz

j+α
p

Nα
+ 0.5hαdα,Nα

z
j+α

p

Nα

0.5hα
+

+ ψ̊+α +
ψ∗
+α

0.5hα
.

Итак, задача для погрешности zj+
α
p принимает вид:

ε

p
z
(α)
t̄ = Λαz

(α) +Ψ
j+α

p
α ,

z(x, 0) = 0,
(3.3)

где

Λα =





Λ̃α, xα ∈ ωhα
,

1
0.5hα

Λ−
α , xα = 0,

1
0.5hα

Λ+
α , xα = 1,

Ψα =





ψα, xα ∈ ωhα
,

1
0.5hα

ψ−α, xα = 0,
1

0.5hα
ψ+α, xα = 1,

ψα = ψ̊α + ψ∗
α, ψ̊α = O(1), ψ∗

α = O(h2α + τ), ψ−α = 0.5hαψ̊−α + ψ∗
−α,

ψ+α = 0.5hαψ̊+α + ψ∗
+α, ψ∗

±α = O(h2α + τ), ψ̊±α = O(1),

p∑

α=1

ψ̊±α = 0.

§ 4. Устойчивость локально-одномерной схемы.

Для доказательства устойчивости схемы (2.6) воспользуемся методом энергетических

неравенств. Для этого умножим уравнение (2.6) скалярно на y(α) = yj+
α
p :

[ε
p
y
(α)
t̄ , y(α)

]
−
[
Λαy

(α), y(α)
]
=
[
Φ(α), y(α)

]
, (4.1)

где

[
u, v
]

α
=

Nα∑

iα=0

uiαviα h̄α, ‖ y(α)‖2L2(α) =

Nα∑

iα=0

y2h̄α,

[
u, v
]
=
∑

x∈ω̄h

uvH, H =

p∏

α=1

h̄α, ‖y(α)‖2L2(ω̄h)
=
∑

iβ 6=iα

‖y(α)‖2L2(α)H/h̄α.

Преобразуем каждое слагаемое тождества (4.1):

[ε
p
y
(α)
t̄ , y(α)

]
α
=

ε

2p

(
‖y(α)‖2L2(α)

)
t̄
+
ετ

2p
‖yαt̄ ‖

2
L2(α)

, (4.2)
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[
Λαy

(α), y(α)
]

α
=
(
Λ̃αy

(α), y(α)
)

α
+ Λ−

αy
(α)y(α) + Λ+

αy
(α)y

(α)
Nα

=

= −
(
aαy

2
x̄α

]

α
−
[
dα, (y

(α))2
]

α
+

1

pν2

[
y(α),

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )yj

′+α
p τ

]

α

−

−
1

pν

[
y(α), y(α)

]

α

− y
(α)
0 B−αy

(α)
0 − y

(α)
Nα

B+αy
(α)
Nα
,

(4.3)

[
Φ(α), y(α)

]
α
=
[
ϕ(α), y(α)

]
α
− µ̃−αy

(α)
0 − µ̃+αy

(α)
Nα
. (4.4)

Оценим слагаемые, стоящие в правой части (4.4):

µ̃−αy
(α)
0 + µ̃+αy

(α)
Nα

6
1

4ε1

(
µ̃2
−α + µ̃2

+α

)
+ ε1ε‖yx̄α

]|2L2(α)
+ ε1

(
1 +

1

ε

)
‖y(α)‖2L2(α)

.

Выбирая ε = 1, ε1 =
c0
8

, получаем

µ̃−αy
(α)
0 + µ̃+αy

(α)
Nα

6
2

c0

(
µ̃2
−α + µ̃2

+α

)
+
c0
8
‖yx̄α

]|2L2(α)
+
c0
4
‖y(α)‖2L2(α)

, (4.5)

[
dα,
(
y(α)
)2]

α
> c0‖y

(α)‖2L2(α)
, (4.6)

[
1

pν
y(α), y(α)

]

α

=

[
1

pν
,
(
y(α)
)2
]

α

=
1

pν
‖y(α)‖2L2(α)

, (4.7)

[
1

pν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )y

(
x, tj

′+α
p

)
τ, yj+

α
p

]

α

=

=
∥∥∥

1

pν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)y

(
x, tj

′+α
p

)
τ
∥∥∥
L2(α)

∥∥∥
1

pν2
yj+

α
p

∥∥∥
L2(α)

6

6

∥∥∥
1

pν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )y

(
x, tj

′+α
p

)∥∥∥
2

L2(α)
+

1

4pν2
‖yj+

α
p ‖2L2(α) =

=
1

pν2

Nα−1∑

iα=1

(
j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)y

(
xiα , t

j ′+α
p

)
τ

)2

hα +
1

4pν2
‖yj+

α
p ‖2L2(α) 6

6
1

pν2

Nα−1∑

iα=1

(
j∑

j ′=0

e−
2
ν
(tj−tj ′)τ

j∑

j ′=0

y2
(
xiα , t

j ′+α
p

)
τ

)
hα +

1

4pν2
‖yj+

α
p ‖2L2(α)

6

6
1

pν2

j∑

j ′=0

e−
2
ν
(tj−tj ′)τ

Nα−1∑

iα=1

hα

j∑

j ′=0

y2
(
xiα , t

j ′+α
p

)
τ +

1

4pν2
‖yj+

α
p ‖2L2(α) =

=
1

pν2

j∑

j ′=0

e−
2
ν
(tj−tj ′ )τ

j∑

j ′=0

τ
Nα−1∑

iα=1

y2(xiα , t
j ′+α

p )hα +
1

4pν2

∥∥∥yj+
α
p

∥∥∥
2

L2(α)
=

=
1

pν2

j∑

j ′=0

e−
2
ν
(tj−tj ′)τ

j∑

j ′=0

‖y(xiα, t
j ′+α

p )‖2L2(α)τ +
1

4pν2
‖yj+

α
p ‖2L2(α),

(4.8)

Так как

j∑

j ′=0

e−
2
ν
(tj−tj ′ )τ = e−

2
ν
tj

j∑

j ′=0

e
2
ν
tj ′ τ = e−

2
ν
tj
e

2
ν
tj − 1

e
2
ν
τ − 1

τ = ν
1− e−

2
ν
tj

2
,
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тогда из (4.8) получаем

[
1

pν2

j∑

j ′=0

e−
2
ν
(tj−tj ′ )y

(
x, tj

′+α
p

)
τ, yj+

α
p

]

α

6

6
1− e−

2
ν
tj

2pν

j∑

j ′=0

‖y(xiα, t
j ′+α

p )‖2L2(α)τ +
1

4pν2
‖yj+

α
p ‖2L2(α),

(4.9)

−y
(α)
0 B−αy

(α)
0 − y

(α)
Nα

B+αy
(α)
Nα

= −y
(α)
0

1

ν

pj+α∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)β−αy

j ′

p

0 τ −

− y
(α)
Nα

1

ν

pj+α∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )β+αy

j ′

p

Nα
τ 6 ε2

((
y
(α)
0

)2
+
(
y
(α)
Nα

)2)
+

+M1(ε2)

[(
pj+α∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)β−αy

j ′

p

0 τ

)2

+

(
pj+α∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )β+αy

j ′

p

Nα
τ

)2 ]
6

6 ε2

(
‖yj+

α
p ‖2L2(α)

+ ‖y
j+α

p

x̄α
]|2L2(α)

)
+M2(ε)

pj+α∑

j ′=0

(
‖y

j ′

p ‖2L2(α)
+ ‖y

j ′

p

x̄α
]|2L2(α)

)
τ,

(4.10)

[
ϕα, y

(α)
]
α
6

1

2c0
‖ϕα‖

2
L2(α)

+
c0
2
‖y(α)‖2L2(α)

. (4.11)

После суммирования по iβ 6= iα, β = 1, 2, . . . , p, подставим (4.2)–(4.11) в тождество

(4.1). Тогда, выбирая ε2 =
c0
8

, получим

ε

2p

(
‖y(α)‖2L2(ω̄h)

)
t̄
+
ετ

2p
‖yt̄‖

2
L2(ω̄h)

+
3c0
4
‖y

(α)
x̄α

]|2L2(ω̄h)
+

(
c0
8
+

1

pν
−

1

4pν2

)
‖yj+

α
p ‖2L2(ω̄h)

+

+
e−

2
ν
tj

2pν

j∑

j ′=0

‖y(xiα, t
j ′+α

p )‖2L2(ω̄h)
τ 6M3

j∑

j ′=0

‖yj+
α
p ‖2L2(ω̄h)

τ +

+M4

pj+α∑

j ′=0

(
‖y

j ′

p ‖2L2(ω̄h)
+ ‖y

j ′

p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

)
τ +

1

2c0
‖ϕj+α

p ‖2L2(ω̄h)
+

(4.12)

+
2

c0

∑

iβ 6=iα

(
µ̃2
−α + µ̃2

+α

)
H/h̄α.

Суммируем (4.12) сначала по α от 1 до p:

ε

2p

(
‖yj+1‖2L2(ω̄h)

)
t̄
+

3c0
4

p∑

α=1

‖y
j+α

p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

+

(
c0
4
+

1

pν
−

1

4pν2

) p∑

α=1

‖yj+
α
p ‖2L2(ω̄h)

6

6M3

p∑

α=1

j∑

j ′=0

‖yj+
α
p ‖2L2(ω̄h)

τ +M4

p∑

α=1

pj+α′∑

j ′=0

(
‖y

j ′

p ‖2L2(ω̄h)
+ ‖y

j ′

p

x̄α′
]|2L2(ω̄h)

)
τ +

+M5

p∑

α=1



‖ϕj+α
p ‖2L2(ω̄h)

+
∑

iβ 6=iα

(
µ̃2
−α + µ̃2

+α

)
H/h̄α



,
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а затем, суммируя по j ′ от 0 до j:

ε

2
‖yj+1‖2L2(ω̄h)

+
3c0
4

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

‖y
j ′+α

p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

+

+

(
c0
4
+

1

pν
−

1

4pν2

) j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

‖yj
′+α

p ‖2L2(ω̄h)
6 (4.13)

6M3

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

j ′∑

s=0

‖ys+
α
p ‖2L2(ω̄h)

τ +
1

2pν

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

pj ′+α′∑

s=0

(
‖y

s
p‖2L2(ω̄h)

+ ‖y
s
p

x̄α′
]|2L2(ω̄h)

)
τ +

+M4

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1


‖ϕj+α

p ‖2L2(ω̄h)
+
∑

iβ 6=iα

(
µ̃2
−α + µ̃2

+α

)
H/h̄α


+

ε

2
‖y0‖2L2(ω̄h)

.

Оценим второе слагаемое в правой части (4.13), тогда имеем

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

pj ′+α′∑

s=0

(
‖y

s
p‖2L2(ω̄h)

+ ‖y
s
p

x̄′

α
]|2L2(ω̄h)

)
τ 6

6M7‖y
0‖2W 1

2 (ω̄h)
+

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

j ′∑

s=0

p∑

α′=1

(
‖ys+

α′

p ‖2L2(ω̄h)
+ ‖y

s+α′

p

x̄α′
]|2L2(ω̄h)

)
τ 6

6M7‖y
0‖2W 1

2 (ω̄h)
+ p

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

j ′∑

s=0

(
‖ys+

α
p ‖2L2(ω̄h)

+ ‖y
s+α

p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

)
τ.

С учетом последнего, выбирая ν >
1
4
, перепишем (4.13) в виде

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

(
‖yj

′+α
p ‖2L2(ω̄h)

+ ‖y
j ′+α

p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

)
6

6 M5

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

j ′∑

s=0

(
‖ys+

α
p ‖2L2(ω̄h)

+ ‖y
s+α

p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

)
τ +M6F

j
1 ,

(4.14)

где F j
1 =

j∑
j ′=0

τ
p∑

α=1

(
‖ϕj+α

p ‖2L2(ω̄h)
+
∑

iβ 6=iα

(
µ̃2
−α + µ̃2

+α

)
H/h̄α

)
+ ‖y0‖2

W 1
2 (ω̄h)

.

Применяя разностный аналог леммы Гронуолла (см. [44, лемма 4, с. 171]) к неравен-

ству (4.14), получим

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

(
‖y

j ′+α
p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

+ ‖yj
′+α

p ‖2L2(ω̄h)

)
6

6 M7




j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1



‖ϕj+α
p ‖2L2(ω̄h)

+
∑

iβ 6=iα

(
µ̃2
−α + µ̃2

+α

)
H/h̄α



+ ‖y0‖2W 1
2 (ω̄h)



,
(4.15)
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Учитывая (4.15), из (4.14) при ν >
1
4

получаем априорную оценку

ε‖yj+1‖2L2(ω̄h)
+

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

(
‖y

j ′+α
p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

+ ‖yj
′+α

p ‖2L2(ω̄h)

)
6

6M

(
j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1


‖ϕj+α

p ‖2L2(ω̄h)
+
∑

iβ 6=iα

(
µ̃2
−α + µ̃2

+α

)
H/h̄α


+ ‖y0‖2W 1

2 (ω̄h)

)
,

(4.16)

где M = const > 0 и не зависит от hα и τ , x′ = (x1, x2, . . . , xα−1, xα+1, . . . , xp).
Итак, справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.5), тогда локально-одномерная схема (2.6) устой-

чива по правой части и начальным данным, так что для решения схемы (2.6) справедлива

оценка (4.16).

§ 5. Сходимость локально-одномерной схемы.

По аналогии с [42] решение z(α) = zj+
α
p задачи для погрешности

ε

p
z
(α)
t̄ = Λαz

(α) +Ψ
j+α

p
α ,

z(x, 0) = 0,
(5.1)

представим в виде суммы z(α) = υ(α) + η(α), где η(α) определяется условиями

ε
η(α) − η(α−1)

τ
= ψ̊α, x ∈ ωh + γα, α = 1, 2, . . . , p,

η(x, 0) = 0, ψ̊α =





ψ̊α, xα ∈ ωhα
,

ψ̊−α, xα = 0,

ψ̊+α, xα = lα.

(5.2)

Из (5.2) следует εηj+1 = εη(p) = εηj + τ
(
ψ̊1 + ψ̊2 + . . .+ ψ̊p

)
= εηj = . . . = εη0 = 0. Для

ηα =
τ

ε

(
ψ̊1 + ψ̊2 + . . .+ ψ̊α

)
= −

τ

ε

(
ψ̊α+1 + . . .+ ψ̊p

)
= O

(τ
ε

)
.

Функция υ(α) определяется условиями

ε
υ(α) − υ(α−1)

τ
= Λ̃αυ(α) + ψ̃α, ψ̃α = Λ̃αη(α) + ψ∗

α, xα ∈ ωhα
, (5.3)

0.5hαε
υ(α) − υ(α−1)

τ
= Λ−

αυ(α) + ψ̃−α, ψ̃−α = Λ−
αη(α) + ψ∗

−α, xα = 0, (5.4)

0.5hαε
υ(α) − υ(α−1)

τ
= Λ+

αυ(α) + ψ̃+α, ψ̃+α = Λ+
αη(α) + ψ∗

+α, xα = 1, (5.5)

υ(x, 0) = 0. (5.6)

Если существуют непрерывные в замкнутой области QT производные ∂2u
∂t2

, ∂4u
∂x2

α∂x
2
β

, ∂3u
∂x2

α∂t
,

∂2f
∂x2

α
, α = 1, 2, . . . , p, α 6= β, то Λ̃αη(α) = −

τ

ε
Λ̃α

(
ψ̊α+1 + . . .+ ψ̊p

)
= O

(τ
ε

)
, Λ±

αη(α) = O
(τ
ε

)
.

Решение задачи (5.3)–(5.6) оценим с помощью теоремы 1:

ε‖υj+1‖2L2(ω̄h)
+

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

(
‖υ

j ′+α
p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

+ ‖υj
′+α

p ‖2L2(ω̄h)

)
6

6M

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1



‖ψ̃
j+α

p
α ‖2L2(ω̄h)

+
∑

iβ 6=iα

(
ψ̃2
−α + ψ̃2

+α

)
H/h̄α



,
(5.7)



М. Х. Бештоков 517

Так как ηj+1 = 0, η(α), η
j+α

p

x̄α
= O

(τ
ε

)
и

‖zj+1‖21 = ε‖zj+1‖2L2(ω̄h)
+

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

(
‖z

j ′+α
p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

+ ‖zj
′+α

p ‖2L2(ω̄h)

)
=

= ε‖vj+1 + ηj+1‖2L2(ω̄h)
+

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

(
‖v

j ′+α
p

x̄α
+ η

j ′+α
p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

+ ‖vj
′+α

p + ηj
′+α

p ]|2L2(ω̄h)

)
6

6 ε‖vj+1‖2L2(ω̄h)
+ 2

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

(
‖v

j ′+α
p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

+ ‖vj
′+α

p ]|2L2(ω̄h)
+ ‖η

j ′+α
p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

+

+ ‖ηj
′+α

p ]|2L2(ω̄h)

)
6 2
(
ε‖υj+1‖21 +

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

(
‖η

j ′+α
p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

+ ‖ηj
′+α

p ]|2L2(ω̄h)

))
,

тогда из оценки (5.7) следует cледующая теорема.

Теорема 2. Пусть задача (1.7)–(1.9) имеет единственное непрерывное в QT решение u(x, t)
при всех значениях ε и существуют непрерывные в QT производные

∂2u

∂t2
,

∂4u

∂x2α∂x
2
β

,
∂3u

∂x2α∂t
,

∂2f

∂x2α
, α = 1, 2, . . . , p, α 6= β,

а также выполнены условия (1.5). Тогда локально-одномерная схема (2.6) сходится к ре-

шению дифференциальной задачи (1.7)–(1.9) со скоростью O
(
|h|2 +

τ

ε

)
, τ = o (ε), для всех

ν >
1
4
, так что

‖yj+1 − uj+1‖1 6M
(
|h|2 +

τ

ε

)
,

где ε — малый параметр, |h|2 = h21 + h22 + . . .+ h2p,

‖zj+1‖1 =

(
ε‖zj+1‖2L2(ω̄h)

+

j∑

j ′=0

τ

p∑

α=1

(
‖z

j ′+α
p

x̄α
]|2L2(ω̄h)

+ ‖zj
′+α

p ‖2L2(ω̄h)

))1/2

.

Замечание 1. Если ε = τρ, где 0 < ρ < 1, тогда с учетом условия (1.34) решение схемы (2.6)

сходится к решению дифференциальной задачи (1.1)–(1.4) со скоростью O(|h|2+ τ 1−ρ+ τρ).

Замечание 2. Полученные априорные оценки справедливы и в случае, когда область G
представляет собой p-мерный прямоугольный параллелепипед

G = {x = (x1, x2, . . . , xp) : 0 < xα < lα, α = 1, 2, . . . , p}.

Замечание 3. Полученные в данной работе результаты справедливы и для уравнения вла-

гопереноса дробного порядка следующего вида

∂δ0tu = Lu+ ∂δ0tLu− u+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (5.8)

с краевыми

kα(x, t)
∂u

∂xα
+ ∂δ0t

(
kα

∂u

∂xα

)
= β−α(x, t)u+ µ−α(x, t), xα = 0, 0 6 t 6 T, (5.9)

−

(
kα(x, t)

∂u

∂xα
+ ∂δ0t

(
kα

∂u

∂xα

))
= β+α(x, t)u+ µ+α(x, t), xα = 1, 0 6 t 6 T, (5.10)
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и начальными условиями

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (5.11)

где ∂δ0tu = 1
Γ(1−δ)

∫ t

0
uτ dτ
(t−τ)δ

—дробная производная в смысле Капуто порядка δ, 0 < δ < 1. То-

гда, умножая обе части (5.8), (5.9), (5.10) на
∞∑
k=0

tkδ

Γ(1 + δk)
и действуя оператором дробного

интегрирования D−δ
0t = 1

Γ(δ)

∫ t

0
u dτ

(t−τ)1−δ , после несложных преобразований получаем

Lu− u = −f̃(x, t), (5.12)
{
kα(x, t)

∂u
∂xα

= B−αu+ µ̃−α(x, t), xα = 0, 0 6 t 6 T,

−kα(x, t)
∂u
∂xα

= B+αu+ µ̃+α(x, t), xα = 1, 0 6 t 6 T,
(5.13)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (5.14)

где

f̃(x, t) =

D−δ
0t

(
f(x, t)

∞∑
k=0

tkδ

Γ(1 + δk)

)
+ Lu0(x)− u0(x)

∞∑
k=0

tkδ

Γ(1 + δk)

,

B−αu(0, x
′, t) =

D−δ
0t

(
β−α(0, x

′, t)u(0, x′, t)
∞∑
k=0

tkδ

Γ(1 + δk)

)

∞∑
k=0

tkδ

Γ(1 + δk)

,

B+αu(1, x
′, t) =

D−δ
0t

(
β+α(1, x

′, t)u(1, x′, t)
∞∑
k=0

tkδ

Γ(1 + δk)

)

∞∑
k=0

tkδ

Γ(1 + δk)

,

µ̃−α(0, x
′, t) =

D−δ
0t

(
µ−α(0, x

′, t)
∞∑
k=0

tkδ

Γ(1 + δk)

)
+ kα(0, x

′, 0)u′0(0, x
′)

∞∑
k=0

tkδ

Γ(1 + δk)

,

µ̃+α(1, x
′, t) =

D−δ
0t

(
µ+α(1, x

′, t))
∞∑
k=0

tkδ

Γ(1 + δk)

)
− kα(1, x

′, 0)u′0(1, x
′)

∞∑
k=0

tkδ

Γ(1 + δk)

,

D−δ
0t u = 1

Γ(δ)

∫ t

0
u dτ

(t−τ)1−δ — дробный интеграл Римана–Лиувилля порядка δ, 0 < δ < 1.

Далее вместо уравнения (5.12) рассматривается уравнение с малым параметром

εut = Lu− u+ f̃(x, t).

Далее, повторяя рассуждения этой статьи, легко проверить справедливость теорем 1 и 2 для

задачи (5.12)–(5.14).
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§ 6. Алгоритм численного решения исходной задачи (1.1)–(1.4).

Для численного решения дифференциальной задачи (1.1)–(1.4) выпишем расчетные фор-

мулы (0 6 xα 6 1, α = 1, 2, p = 2):

∂u

∂t
=

∂

∂x1

(
k1(x1, x2, t)

∂u

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
k2(x1, x2, t)

∂u

∂x2

)
+

+ ν
∂2

∂t∂x1

(
k1(x1, x2, t)

∂u

∂x1

)
+ ν

∂2

∂t∂x2

(
k2(x1, x2, t)

∂u

∂x2

)
−

− q1(x1, x2, t)u(x1, x2, t)− q2(x1, x2, t)u(x1, x2, t) + f(x1, x2, t),

(6.1)





k1(x, t)
∂u
∂x1

+ ν ∂
∂t

(
k1(x, t)

∂u
∂x1

)
= β−1(x, t)u+ µ−1(x, t), x1 = 0,

−
(
k1(x, t)

∂u
∂x1

+ ν ∂
∂t

(
k1(x, t)

∂u
∂x1

))
= β+1(x, t)u+ µ+1(x, t), x1 = 1,

k2(x, t)
∂u
∂x2

+ ν ∂
∂t

(
k2(x, t)

∂u
∂x2

)
= β−2(x, t)u+ µ−2(x, t), x2 = 0,

−
(
k2(x, t)

∂u
∂x2

+ ν ∂
∂t

(
k2(x, t)

∂u
∂x2

))
= β+2(x, t)u+ µ+2(x, t), x2 = 1,

(6.2)

u(x1, x2, 0) = u0(x1, x2). (6.3)

Рассмотрим сетку x
(iα)
α = iαhα, α = 1, 2, tj = jτ , где iα = 0, 1, . . . , Nα, hα = 1/Nα,

j = 0, 1, . . . , m, τ = T/m. Вводится один дробный шаг tj+ 1
2
= tj + 0.5τ . Обозначим через

y
j+α

2
i1,i2

= yj+
α
2 = y(i1h1, i2h2, (j + 0.5α)τ), α = 1, 2, сеточную функцию.

Напишем локально-одномерную схему





εy
j+1

2 −yj

τ
= Λ1y

j+ 1
2 + 1

2ν2

j∑
j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)yj+

1
2 τ − 1

2ν
yj+

1
2 + ϕ1,

εy
j+1−yj+

1
2

τ
= Λ2y

j+1 + 1
2ν2

j∑
j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)yj+1τ − 1

2ν
yj+1 + ϕ2,

(6.4)






y
j+ 1

2
0,i2

= κ11(i2h2, tj+ 1
2
)y

j+ 1
2

1,i2
+ µ11(i2h2, tj+ 1

2
),

y
j+ 1

2
N1,i2

= κ12(i2h2, tj+ 1
2
)y

j+ 1
2

N1−1,i2
+ µ12(i2h2, tj+ 1

2
),

y
j+ 1

2
i1,0

= κ21(i1h1, tj+1)y
j+1
i1,1

+ µ21(i1h1, tj+1),

yj+1
i1,N2

= κ22(i1h1, tj+1)y
j+1
i1,N2−1 + µ22(i1h1, tj+1),

(6.5)

y0i1,i2 = u0(i1h1, i2, h2), (6.6)

Λαy
j+α

p =
(
aαy

j+α
p

x̄α

)

xα

− dαy
j+α

p , α = 1, 2,

ϕα =
1

2ν

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)f j+α

2 τ − e
−tj+α

2

[(
y
j+α−1

2
x̄1x1

+ y
j+α−1

2
x̄2x2

)
−

1

ν
yj+

α−1
2

]
, p = 2,

Приведем расчетные формулы для решения задачи (6.4)–(6.6).

На первом этапе находим решение y
j+ 1

2
i1,i2

. Для этого при каждом значении i2 = 1, N2 − 1
решается следующая задача:

A1(i1,i2)y
j+ 1

2
i1−1,i2

− C1(i1,i2)y
j+ 1

2
i1,i2

+B1(i1,i2)y
j+ 1

2
i1+1,i2

= −F
j+ 1

2

1(i1,i2)
, 0 < i1 < N1,

y
j+ 1

2
0,i2

= κ11(i2h2, tj+ 1
2
)y

j+ 1
2

1,i2
+ µ11(i2h2, tj+ 1

2
),

y
j+ 1

2
N1,i2

= κ12(i2h2, tj+ 1
2
)y

j+ 1
2

N1−1,i2
+ µ12(i2h2, tj+ 1

2
),

(6.7)
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где

A1(i1,i2) =
(a1)i1,i2
h21

, B1(i1,i2) =
(a1)i1+1,i2

h21
,

C1(i1,i2) = A1(i1,i2) +B1(i1,i2) +
ε

τ
−

τ

2ν2
+ d1(i1,i2) +

1

2ν
,

F
j+ 1

2

1(i1,i2)
=
ε

τ
yji1,i2 +

1

2ν2

j−1∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)yj

′+ 1
2 τ + ϕ1(i1,i2),

κ11(i2h2, tj+ 1
2
) =

(a1)1,i2
h1

(a1)1,i2
h1

− 0.5h1τ
2ν2

+ τ
ν
β
j+ 1

2
−1,i2

+ 0.5h1d
j+ 1

2
−1,i2

+ 0.5h1

2ν
+ 0.5h1ε

τ

,

κ12(i2h2, tj+ 1
2
) =

(a1)N1,i2

h1

(a1)N1,i2

h1
− 0.5h1τ

2ν2
+ τ

ν
β
j+ 1

2
+1,i2

+ 0.5h1d
j+ 1

2
+1,i2

+ 0.5h1

2ν
+ 0.5h1ε

τ

,

µ11(i2h2, tj+ 1
2
) =

µ̃−1(i2h2, tj+ 1
2
) + 0.5h1ε

τ
yj0 +

1
ν

2j∑
j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)β

j+ 1
2

−1,i2
y
j ′+ 1

2
0 τ

(a1)1,i2
h1

− 0.5h1τ
2ν2

+ τ
ν
β
j+ 1

2
−1,i2

+ 0.5h1d
j+ 1

2
−1,i2

+ 0.5h1

2ν
+ 0.5h1ε

τ

,

µ12(i2h2, tj+ 1
2
) =

µ̃+1(i2h2, tj+ 1
2
) + 0.5h1ε

τ
yjN1

+ 1
ν

2j∑
j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)β

j+ 1
2

+1,i2
y
j ′+ 1

2
N1

τ

(a1)N1,i2

h1
− 0.5h1τ

2ν2
+ τ

ν
β
j+ 1

2
+1,i2

+ 0.5h1d
j+ 1

2
+1,i2

+ 0.5h1

2ν
+ 0.5h1ε

τ

.

Для вычисления правых частей F
j+ 1

2

1(i1,i2)
, µ

j+ 1
2

11(i1,i2)
, µ

j+ 1
2

12(i1,i2)
на j + 1

2
-м слое необходимо

использовать значение искомой функции yji1,i2 со всех предыдущих (нижних) слоев из-за

слагаемого 1
2ν2

2j+2∑
j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)yj

′+ 1
2 τ , что значительно увеличивает объем вычислений даже

при малых разбиениях сетки. Во избежание этого, предлагается рекуррентная формула для

быстрого счета в многомерном случае, которая позволяет хранить на предыдущем слое

значение указанной суммы, что по количеству операций не уступает двухслойной схеме.

Аппроксимируя 1
ν2

∫ t

0
e−

1
ν
(t−τ)u(x, τ) dτ суммой 1

ν

pj+α∑
s=1

(
e
− 1

ν
t
j+α−s

p − e
− 1

ν
t
j+α−s+1

p

)
u

s
p та-

ким образом, при p = 2 на j + 1
2
-м слое рекуррентная формула для быстрого счета примет

вид:

1

2
Sj+ 1

2 =
1

2ν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)yj+

1
2 τ =

1

2ν

2j∑

s=0

(
e
− 1

ν
tj− s

2 − e
− 1

ν
t
j+1−s

2

)
y

s
p =

=

(
1− e−

τ
2ν

)

ν
yj+

1
2 + e−

τ
2ν
1

2
Sj, S0 = 0.

На втором этапе находим решение yj+1
i1,i2

. Для этого, как и в первом случае, при каждом

значении i1 = 1, N1 − 1 решается задача

A2(i1,i2)y
j+1
i1,i2−1 − C2(i1,i2)y

j+1
i1,i2

+B2(i1,i2)y
j+1
i1,i2+1 = −F j+1

2(i1,i2)
, 0 < i2 < N2, (6.8)
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yj+1
i1,0

= κ21(i1h1, tj+1)y
j+1
i1,1

+ µ21(i1h1, tj+1),

yj+1
i1,N2

= κ22(i1h1, tj+1)y
j+1
i1,N2−1 + µ22(i1h1, tj+1),

A2(i1,i2) =
(a2)i1,i2
h22

, B2(i1,i2) =
(a2)i1,i2+1

h22
,

C2(i1,i2) = A2(i1,i2) +B2(i1,i2) +
ε

τ
−

τ

2ν2
+ d2(i1,i2) +

1

2ν
,

F j+1
2(i1,i2)

=
ε

τ
y
j+ 1

2
i1,i2

+
1

2ν2

j−1∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′)yj

′+1τ + ϕ2(i1,i2).

κ21(i1h1, tj+1) =

(a2)i1,1
h2

(a2)i1,1
h1

− 0.5h2τ
2ν2

+ τ
ν
βj+1
−2,i1

+ 0.5h2d
j+1
−2,i1

+ 0.5h2

2ν
+ 0.5h2ε

τ

,

κ22(i1h1, tj+1) =

(a2)i1,N2

h2

(a2)i1,N2

h2
− 0.5h2τ

2ν2
+ τ

ν
βj+1
+2,i1

+ 0.5h2d
j+1
+2,i1

+ 0.5h2

2ν
+ 0.5h2ε

τ

,

µ21(i1h1, tj+1) =

µ̃−2(i1h1, tj+1) +
0.5h2ε

τ
yj0 +

1
ν

2j+1∑
j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )βj+1

−2,i1
yj

′+1
0 τ

(a2)i1,1
h1

− 0.5h2τ
2ν2

+ τ
ν
βj+1
−2,i1

+ 0.5h2d
j+1
−2,i1

+ 0.5h2

2ν
+ 0.5h2ε

τ

,

µ22(i1h1, tj+1) =

µ̃+2(i1h1, tj+1) +
0.5h2ε

τ
yjN2

+ 1
ν

2j+1∑
j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )βj+1

+2,i1
yj

′+1
N1

τ

(a2)i1,N2

h2
− 0.5h2τ

2ν2
+ τ

ν
βj+1
+2,i1

+ 0.5h2d
j+1
+2,i1

+ 0.5h2

2ν
+ 0.5h2ε

τ

.

На j + 1-м слое рекуррентная формула для быстрого счета имеет вид:

1

2
Sj+1 =

1

2ν2

j∑

j ′=0

e−
1
ν
(tj−tj ′ )yj+

1
2 τ =

1

2ν

2j+1∑

s=0

(
e
− 1

ν
t
j−

1−s
2 − e

− 1
ν
t
j+2−s

2

)
y

s
p =

=

(
1− e−

τ
2ν

)

ν
yj+1 + e−

τ
2ν
1

2
Sj+ 1

2 .

Каждая из задач (6.7), (6.8) решается методом прогонки [42].

§ 7. Численные эксперименты

Коэффициенты уравнения и граничных условий задачи (1.7)–(1.9) подбираются таким

образом, чтобы точным решением задачи была функция u(x, t) = et(sin (x1) + sin (x2)).
Ниже в таблице 1 при уменьшении размера сетки приведены максимальное значение по-

грешности (z = y−u) и порядок сходимости в норме ‖ · ‖C(w̄hτ ), где ‖y‖C(w̄hτ ) = max
(xi,tj)∈w̄hτ

|y|,

когда h̃ = h1 = h2 = τ . Порядок сходимости будем определять по формуле ПС = log2
||z1||
||z2||

,

где z1 и z2 — погрешности, соответствующие шагам 0.5h̃, h̃.

Численные расчеты показывают, что если взять ρ, h, τ достаточно малыми, то ре-

шение схемы (2.6) сходится к решению дифференциальной задачи (1.7)–(1.9) со скоро-

стью O (τ 1−ρ).
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Таблица 1:

ρ ν h̃ ‖z‖C(w̄hτ ) ПС в ‖ · ‖C(w̄hτ )

0.001 0.25 1/128 0.039778478

1/256 0.027088254 0.5543

1/512 0.016760975 0.6926

1/1024 0.009627567 0.8000

1 1/128 0.041737547

1/256 0.028685184 0.5410

1/512 0.017942654 0.6769

1/1024 0.010405651 0.7860

10 1/128 0.042507146

1/256 0.029235379 0.5400

1/512 0.018304306 0.6755

1/1024 0.010624146 0.7848
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Finite-difference method for solving a multidimensional pseudoparabolic equation with boundary
conditions of the third kind
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We study an initial-boundary value problem for a multidimensional pseudoparabolic equation with variable

coefficients and boundary conditions of the third kind. The multidimensional pseudoparabolic equation

is reduced to an integro-differential equation with a small parameter. It is shown that as the small

parameter tends to zero, the solution of the resulting modified problem converges to the solution of

the original problem. For an approximate solution of the obtained problem, a locally one-dimensional

difference scheme by A. A. Samarsky is constructed. An a priori estimate is obtained by the method of

energy inequalities, from which the uniqueness, stability, and convergence of the solution of the locally

one-dimensional difference scheme to the solution of the original differential problem follow. For a two-

dimensional problem, an algorithm for the numerical solution of the initial-boundary value problem for a

pseudoparabolic equation with conditions of the third kind is developed.
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