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Рассматривается задача управления параболической системой, которая описывает нагрев заданного

количества стержней. Функции плотности внутренних источников тепла стержней точно неизвест-

ны, а задан только отрезок их изменения. Управлением являются точечные источники тепла, которые

находятся на концах стержней. Цель выбора управления заключается в том, чтобы в фиксирован-

ный момент времени модуль линейной функции, определяемой с помощью средних температур

стержней, не превышал заданного значения при любых допустимых функциях плотности внутрен-

них источников тепла. Разработана методика сведения этой задачи к одномерной задаче управления

при наличии неопределенности. Найдены необходимые и достаточные условия окончания.
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Введение

При изучении управляемых процессов теплопроводности, диффузии, фильтрации воз-

никают математические задачи управления параболическими уравнениями [1–5]. В прило-

жениях часто возникают задачи о распространении тепла в стержне, концы которого на-

ходятся при переменных управляемых температурах. Эти задачи сводятся к исследованию

уравнения теплопроводности, граничные условия которого содержат управления (см., на-

пример, [6, 7]).

Возможны случаи, когда часть параметров уравнения и граничных условий не заданы

точно, а также имеется воздействие со стороны внешних помех [8–11]. В работах [8, 9]

строится стабилизирующее управление для неустойчивого одномерного уравнения тепло-

проводности с неопределенной помехой на правой границе. Статья [10] посвящена управ-

лению активным подавлением помех в модели теплового потока. В [11] для неустойчивого

уравнения теплопроводности с помехой разработан адаптивный робастный граничный ре-

гулятор.

При исследовании таких задач можно применить метод оптимизации гарантированного

результата [12], в основе которого лежит теория дифференциальных игр [13–16]. Неопре-

деленность принимается за второго игрока — противника. В работах [13, 14] управление

строится в рамках концепции позиционных дифференциальных игр. В [15] для решения иг-

ровой задачи в параболической системе применяется метод разрешающих функций. В [16]

игровая задача управления параболической системой сводится к дифференциальной игре,

динамика в которой описывается бесконечным количеством линейных дифференциальных

уравнений.

В работе [17] рассмотрена задача управления процессом нагрева стержня, когда управ-

ляется скорость изменения температуры на левом конце стержня, а скорость изменения

температуры на правом конце стержня определяется ограниченной по величине помехой.

В [18] рассматривается модификация задачи из [17] в случае, когда на правом конце стерж-

ня температура задается неизвестной ограниченной по величине функцией.

https://doi.org/10.35634/vm220404


И. В. Изместьев, В. И. Ухоботов 547

Следуя изложенному в [17,18] подходу, в данной статье решается задача управления па-

раболической системой, которая описывает нагрев заданного количества стержней. Функ-

ции плотности внутренних источников тепла стержней точно неизвестны, а заданы толь-

ко границы области их значений. Управляются скорости изменения температур на концах

стержней. Цель выбора управления заключается в том, чтобы в фиксированный момент вре-

мени модуль линейной функции, определяемой с помощью средних значений температур

стержней, не превышал заданной величины при любых допустимых функциях плотности

внутренних источников тепла. Средние значения вычисляются с помощью заданной функ-

ции. Задача сводится к одномерной однотипной задаче управления при наличии неопре-

деленности. Для таких задач, рассматриваемых в рамках теории линейных дифференци-

альных игр [19], найдены необходимые и достаточные условия окончания и построены

соответствующие управления игроков [20, 21].

§ 1. Постановка задачи

Уравнения теплопроводности

∂Ti(x, t)

∂t
=
∂2Ti(x, t)

∂x2
+ fi(x, t), (1)

где 0 6 t 6 p и 0 6 x 6 1, описывают распределения температур Ti(x, t), i = 1, n, в одно-

родных стержнях единичной длины как функцию от времени t. В начальный момент t = 0
заданы распределения температур Ti(x, 0) = gi(x), где функции gi(x) являются непрерыв-

ными. Считается, что управляемые температуры Ti(0, t) и Ti(1, t) на концах i-го стержня

меняются согласно уравнениям

d Ti(0, t)

dt
= a1(t) + a2(t)G

(1)
i ξ(t),

d Ti(1, t)

dt
= b1(t) + b2(t)G

(2)
i ξ(t). (2)

Здесь функции aj(t) и bj(t), j = 1, 2, непрерывны при 0 6 t 6 p, причем a2(t) > 0
и b2(t) > 0. Вектор-функция ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t), . . . , ξl(t))

∗, где |ξk(t)| 6 1, k = 1, l, является

управлением. Символ ∗ обозначает операцию транспонирования. С помощью матриц G(1)

и G(2) размерности n на l задается выбор соответствующего одномерного управления ξk(t)

для левого и правого конца каждого стержня. За G
(1)
i и G

(2)
i обозначены i-е строки соответ-

ствующих матриц. В каждой такой строке один элемент ненулевой, а остальные 0.
Известна оценка непрерывных функций fi(x, t), которые являются плотностями внут-

ренних источников тепла:

f (1)(x, t) 6 fi(x, t) 6 f (2)(x, t), 0 6 t 6 p, 0 6 x 6 1. (3)

Здесь функции f (j)(x, t), j = 1, 2 являются непрерывными.

Предположение 1. Каждая функция fi : [0, 1] × [0, p] → R такова, что для любых чисел

0 6 τ < ν и непрерывных функций ̺j : [τ, ν] → R, j = 1, 2, β : [0, 1] → R таких, что

выполнено условие согласования ̺1(τ) = β(0), ̺2(τ) = β(1), первая краевая задача

∂Q(x, t)

∂t
=
∂2Q(x, t)

∂x2
+ fi(x, t),

Q(0, t) = ̺1(t), Q(1, t) = ̺2(t), τ 6 t 6 ν,

Q(x, τ) = β(x), 0 6 x 6 1,

имеет единственное решение Q(x, t) непрерывное при 0 6 x 6 1, τ 6 t 6 ν.
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Пусть заданы числа α ∈ R, ε > 0 и вектор λ = (λ1, λ2, . . . , λn)
∗ ∈ R

n такой, что λi > 0,
i = 1, n. Цель выбора управления (2) заключается в осуществлении неравенства

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

λi

∫ 1

0

Ti(x, p)σ(x) dx− α

∣

∣

∣

∣

∣

6 ε (4)

для любых непрерывных функций fi(x, t) (3). Здесь σ : [0, 1] → R — заданная непрерывная

функция, удовлетворяющая условиям

σ(0) = σ(1) = 0. (5)

§ 2. Формализация задачи

Опишем допустимое правило формирования функций ξ. Это означает, что каждо-

му моменту времени 0 6 ν < p и каждому допустимому распределению температур

T (x, ν) = (T1(x, ν), T2(x, ν), . . . , Tn(x, ν)) в этот момент времени сопоставляется измеримая

вектор-функция ξ(t) такая, что ξi : [ν, p] → [−1, 1], i = 1, n. Будем обозначать это правило

как

ξ(t) = N(t, T (·, ν)), t ∈ [ν, p]. (6)

Зафиксируем разбиение

ω : 0 = t0 < t1 < . . . < tj < tj+1 < . . . < tm+1 = p

отрезка [0, p] с диаметром

d(ω) = max
06j6m

(tj+1 − tj).

Пусть распределение температур T
(ω)

(x, tj), 0 6 x 6 1, реализовалось в момент tj ,

j = 0, m. Обозначим ξ
(j)
(t) = N(t, T

(ω)
(·, tj)), t ∈ [tj , p]. Пусть реализовались непрерывные

функции fi(x, t), i = 1, n.

Обозначим через T
(ω)
i (x, t) при 0 6 x 6 1, tj 6 t 6 tj+1 решения уравнений (1) со сле-

дующими начальными и краевыми условиями:

Ti(x, tj) = T
(ω)
i (x, tj), x ∈ [0, 1]; Ti(0, t) = T

(ω)
i (0, t), Ti(1, t) = T

(ω)
i (1, t),

где

T
(ω)
i (0, t) = T

(ω)
i (0, tj) +

∫ t

tj

(a1(r) + a2(r)G
(1)
i ξ

(j)
(r)) dr при t ∈ [tj , tj+1];

T
(ω)
i (1, t) = T

(ω)
i (1, tj) +

∫ t

tj

(b1(r) + b2(r)G
(2)
i ξ

(j)
(r)) dr при t ∈ [tj, tj+1].

(7)

Определение 1. Будем говорить, что управление (6) гарантирует выполнение поставленной

цели (4), если для любого числа γ > ε найдется число δ > 0 такое, что для любых непре-

рывных функций fi(x, t), i = 1, n, удовлетворяющих предположению 1 и неравенствам (3),

и для любого разбиения ω с диаметром d(ω) < δ, выполнено неравенство

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

λi

∫ 1

0

T
(ω)
i (x, p)σ(x) dx− α

∣

∣

∣

∣

∣

6 γ. (8)
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§ 3. Переход к одномерной задаче

Обозначим через ψ(x, τ) при 0 6 x 6 1, 0 6 τ 6 p решение следующей первой краевой

задачи:

∂ψ(x, τ)

∂τ
=
∂2ψ(x, τ)

∂x2
, ψ(x, 0) = σ(x), ψ(0, τ) = ψ(1, τ) = 0. (9)

Из равенств (5) следует, что условия согласования на концах отрезка в задаче (9) выполне-

ны.

Используя условия (3), можно показать, что

∫ 1

0

fi(x, t)ψ(x, p− t) dx = c1(t) + c2(t)s(t), |s(t)| 6 1, i = 1, n, (10)

где

c1(t) =
1

2

∫ 1

0

(f (1)(x, t) + f (2)(x, t))ψ(x, p− t) dx,

c2(t) =
1

2

∫ 1

0

(f (2)(x, t)− f (1)(x, t))|ψ(x, p− t)| dx.

Заметим, что функции cj(t), j = 1, 2, являются непрерывными при t ∈ [0, p] и c2(t) > 0.
Зафиксируем управление (6) и разбиение ω. Обозначим

y
(ω)
i (t) =

∫ 1

0

T
(ω)
i (x, t)ψ(x, p− t) dx+

+ T
(ω)
i (0, t)

∫ p

t

∂ψ(0, p− r)

∂x
dr − T

(ω)
i (1, t)

∫ p

t

∂ψ(1, p− r)

∂x
dr +

+

∫ p

t

(

a1(τ)

∫ p

τ

∂ψ(0, p− r)

∂x
dr −b1(τ)

∫ p

τ

∂ψ(1, p− r)

∂x
dr + c1(τ)

)

dτ.

(11)

Тогда, принимая во внимание формулы (1), (7), (9) и (10), получим

ẏ
(ω)
i (t) =

(

a2(t)

∫ p

t

∂ψ(0, p− r)

∂x
dr

)

G
(1)
i ξ

(j)
(t)−

−

(

b2(t)

∫ p

t

∂ψ(1, p− r)

∂x
dr

)

G
(2)
i ξ

(j)
(t) + c2(t)s(t).

(12)

Перепишем (12) в матричной форме

ẏ
(ω)

(t) = −A(t)ξ
(j)
(t) + c2(t)η(t), ξ

(j)
(t) ∈ Π(l), η(t) ∈ Π(n). (13)

Здесь

y(ω)(t) = (y
(ω)
1 (t), y

(ω)
2 (t), . . . , y(ω)n (t))∗,

A(t) = −

(

a2(t)

∫ p

t

∂ψ(0, p− r)

∂x
dr

)

G(1) +

(

b2(t)

∫ p

t

∂ψ(1, p− r)

∂x
dr

)

G(2),

Π(k) = {s = (s1, s2, . . . , sk) ∈ R
k : |si| 6 1, i = 1, k}, k = l, n.

Обозначим через 〈·, ·〉 операцию скалярного произведения двух векторов. Положим

a(t) = max
ξ∈Π(l)

〈λ,A(t)ξ〉, b(t) = max
ξ∈Π(n)

〈λ, c2(t)η〉.
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Отметим, что эти функции являются непрерывными.

Тогда из связности и симметричности компактов Π(l) и Π(n) следует

〈λ,A(t)ξ〉 = a(t)u, |u| 6 1; 〈λ, c2(t)η〉 = b(t)v, |v| 6 1. (14)

Перейдем к новой одномерной переменной

z = 〈λ, y〉 − α. (15)

Подставим в формулу (11) реализовавшиеся функции T
(ω)
i (x, t). Учитывая (15), получим

ломаную z(ω)(t), которая удовлетворяет равенству

z(ω)(p) =

n
∑

i=1

λi

∫ 1

0

T
(ω)
i (x, p)σ(x)dx− α.

Отсюда следует, что неравенство (8) принимает вид

|z(ω)(p)| 6 γ. (16)

Продифференцируем z, учитывая (13) и (14). Получим одномерную задачу

ż(ω)(t) = −a(t)u+ b(t)v, |u| 6 1, |v| 6 1, |z(p)| 6 ε. (17)

Обозначим

F (z) = max

(

|z|+

∫ p

0

(b(r)− a(r)) dr; max
06τ6p

∫ p

τ

(b(r)− a(r)) dr

)

.

Теорема 1. Пусть начальные распределения температур Ti(x, 0) = gi(x) и число ε > 0
таковы, что выполнено неравенство

F (z(0)) 6 ε. (18)

Тогда существует управление (6), гарантирующее выполнение поставленной цели (4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим ξ0(t) = N(t, T (·, τ)), t ∈ [τ, p], как решение задачи

〈λ,A(t)ξ(t)〉sign z(t) → max
ξ(t)∈Π(l)

. (19)

Здесь и в дальнейшем sign 0 = 1.
Далее, учитывая (14), подставим управление ξ0(t) в (17). Получим, что

ż(ω)(t) = −a(t)sign z(tj) + b(t)v(t), |v(t)| 6 1. (20)

Здесь v(t) — любое с |v(t)| 6 1, если b(t) = 0 и v(t) =
〈λ, c2(t)η(t)〉

b(t)
при b(t) > 0.

Каждая измеримая функция v : [0, p] → [−1, 1] при z(ω)(0) = z(0) определяет ло-

маную z(ω)(t), удовлетворяющую уравнению (20). Семейство этих ломаных, определен-

ных на отрезке [0, p], является равномерно ограниченным и равностепенно непрерыв-

ным [20, с. 46]. По теореме Арцела [22, с. 104] из любой последовательности этих ло-

маных можно выделить подпоследовательность равномерно сходящуюся на отрезке [0, p].
Предельная функция z(t) удовлетворяет [20, теорема 8.1] неравенству

|z(p)| 6 F (z(0)). (21)
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Возьмем число γ > ε. Покажем, что существует число δ > 0 такое, что выполнено

неравенство (16) для любой ломаной z(ω)(t) с диаметром разбиения d(ω) < δ.

В самом деле, допустим противное. Тогда существует последовательность ломаных

z(ωk)(t) с диаметрами d(ωk) → 0, у которых |z(ωk)(p)| > γ. Можно считать, что функ-

ции z(ωk)(t) сходятся на отрезке [0, p] равномерно к функции z(t) (иначе перейдем к под-

последовательности). Тогда |z(p)| > γ. Это неравенство противоречит неравенствам (18)

и (21). �

Рассмотрим теперь случай, когда в (13) при tj < t < tj+1 реализуется функция

η(t) = sign(z(ω)(tj))(1, 1, . . . , 1)
∗.

Учитывая (14), подставим данную функцию η(t) в (17). Получим, что

ż(ω)(t) = −a(t)uj(t) + b(t)sign z(ω)(tj), (22)

где

a(t)uj(t) = 〈λ,A(t)ξ
(j)
(t)〉.

Выбирая произвольные измеримые функции ξ
(j)
(t) ∈ Π(l) и решая уравнение (22)

с z(ω)(0) = z(0), получим семейство ломаных z(ω)(t).

Теорема 2. Пусть число 0 6 γ < F (z(0)). Тогда существует число δ > 0 такое, что

|zω(p)| > γ для любой ломаной zω(t) с диаметром разбиения d(ω) < δ.

Доказательство данной теоремы проводится по аналогии с доказательством теоремы 2

из [18].

§ 4. Пример

В качестве примера рассмотрим задачу о нагреве системы, состоящей из двух однород-

ных стержней единичной длины.

Пусть функция σ(x) = sin πx, 0 6 x 6 1. Решением задачи (9) для этой функции

является

ψ(x, τ) = e−π2t sin πx, 0 6 x 6 1, t > 0.

Далее, пусть ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t))
∗, λ = (λ1, λ2)

∗ и

G(1) =

(

1 0 0
0 1 0

)

, G(2) =

(

0 −1 0
0 0 1

)

.

Вычислим

A(t) = −

(

a2(t)

∫ p

t

∂ψ(0, p− r)

∂x
dr

)

G(1) +

(

b2(t)

∫ p

t

∂ψ(1, p− r)

∂x
dr

)

G(2) =

=
1− e−π2(p−t)

π

(

−a2(t) b2(t) 0
0 −a2(t) −b2(t)

)

.

Зафиксируем α ∈ R. Подставив найденную функцию ψ(x, t) в формулу (11) при

T (ω)(x, t) = T (x, t) и применив (15), вычислим z(t) в рассматриваемом примере.
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Пусть z(t) > 0, тогда задача (19) примет вид

〈λ,A(t)ξ(t)〉 → max
ξ(t)∈Π(3)

.

Перепишем эту задачу в следующем виде

〈A∗(t)λ, ξ(t)〉 → max
ξ(t)∈Π(3)

, (23)

где

A∗(t)λ =
1− e−π2(p−t)

π
(−λ1a2(t), λ1b2(t)− λ2a2(t),−λ2b2(t))

∗.

Получим решение задачи (23)

ξ0(t) = (−1, 1,−1)∗ при λ1b2(t)− λ2a2(t) > 0;

ξ0(t) = (−1,−1,−1)∗ при λ1b2(t)− λ2a2(t) < 0.

Пусть z(t) < 0. Тогда задача (19) примет вид

〈λ,A(t)ξ(t)〉 → min
ξ(t)∈Π(3)

.

Решая эту задачу, получим

ξ0(t) = (1,−1, 1)∗ при λ1b2(t)− λ2a2(t) > 0, ξ0(t) = (1, 1, 1)∗ при λ1b2(t)− λ2a2(t) < 0.
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The problem of control of a parabolic system, which describes the heating of a given number of rods,

is considered. The density functions of the internal heat sources of the rods are not exactly known, and

only the segment of their change is given. Control are point heat sources that are located at the ends

of the rods. The goal of the choice of control is to ensure that at a fixed time the modulus of the

linear function determined using the average temperatures of the rods does not exceed the given value

for any admissible functions of the density of internal heat sources. A technique has been developed for

reducing this problem to a one-dimensional control problem under uncertainty. Necessary and sufficient

termination conditions are found.
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