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Рассмотрена модель, описывающая движение водного робота с корпусом в форме симметрично-

го крылового профиля NACA0040. Управление движением осуществляется с помощью периодиче-

ских колебаний ротора. Численно показано, что при физически допустимых значениях параметров

управления в фазовом пространстве системы существует только один предельный цикл. Предель-

ный цикл, возникающий при симметричном управлении, соответствует в среднем направленному

продвижению робота. В случае несимметричных управлений реализуется движение вблизи окруж-

ности. Предложен алгоритм управления курсом движения робота, использующий обнаруженные

предельные циклы и переходные процессы между ними.
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Введение

Одним из направлений в современной робототехнике является построение математи-

ческих моделей, а также конструирование и изучение динамики роботов с внутренними

механизмами. Например, различных сферороботов [3, 4, 21] и водных роботов [15, 20]. Для

таких устройств оказывается нетривиальной задача управления движением, для решения

которой, вообще говоря, могут использоваться различные подходы.

Одним из классических подходов, применяемых в динамике роботов, является постро-

ение управлений с обратной связью. Данный метод обычно применяется для подавления

внешних возмущений и неустойчивости. Например, в работах [12–14] обратная связь при-

менялась для стабилизации движения сферических роботов. В работе [6] рассматривалась

задача стабилизации перевернутого маятника на колесной платформе. В работе [2] обратная

связь применалась для стабилизации движения кругового профиля вокруг неподвижного

источника переменной интенсивности.

Другой подход к решению задач управления связан с поиском управляющих воздей-

ствий в классе некоторых функций, в частности, периодических. В работе [22] рассмотрена

задача стабилизации вращений твердого тела с неподвижной точкой за счет периодического

изменения моментов инерции. Аналогичная задача, но для сферических роботов изучалась

в работах [7, 18]. Колесные системы с периодическими управлениями были рассмотрены

в работах [8–11,19]. Траекторное управление движением сферического робота под действи-

ем периодического возмущения, создаваемого вибрирующей плоскостью, изучалось в ра-

боте [16]. В работе [17] изучалось влияние периодических движений опорной поверхности

на устойчивость частных движений сфероробота.

В данной работе мы изучаем движение водного робота с внутренним ротором на основе

математической модели, предложенной в работе [15]. В § 1 описана математическая модель

и форма управляющего воздействия. В § 2 изучаются предельные циклы системы и пе-

реходные процессы, возникающие при изменении параметров управляющего воздействия.

В § 3 предельные циклы системы и переходные процессы используются для реализации

элементарных маневров: направленного продвижения и поворотов.

https://doi.org/10.35634/vm220410
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§ 1. Математическая модель

1.1. Уравнения движения. Рассмотрим движение надводного робота, корпус которого

имеет форму симметричного крылового профиля NACA0040 (см. рис. 1). Устройство, по-

Рис. 1. Натурный образец рыбоподобного робота

казанное на рис. 1, управляется вращением массивного маховика и обладает следующими

массовыми характеристиками (см. табл. 1):

Таблица 1. Массовые характеристики робота

Масса робота, m 0.905, кг

Центральный момент инерции робота, I 0.00844, кг·м2

Масса ротора, mr 0.327, кг

Центральный момент инерции ротора, Ir 0.00058, кг·м2

Для описания плоскопараллельного движения данного робота введем две системы коор-

динат (см. рис. 2): неподвижную OXY и подвижную Cx1x2, жестко связанную с корпусом

робота. Будем предполагать, что ось Cx1 совпадает с осью симметрии робота, а начало

подвижной системы координат совпадает с центром масс системы.

Рис. 2. OXY — неподвижная система координат, Cx1x2 — подвижная система координат

С учетом выбора систем координат полная система уравнений, описывающая движение

рассматриваемого устройства, может быть записана в следующей форме [15]:
(
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Ẋ = v1 cosα− v2 sinα, Ẏ = v1 sinα+ v2 cosα, α̇ = ω, (1.2)
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где v1, v2 — проекции вектора поступательной скорости точки C на оси подвижной системы

координат, ω — угловая скорость робота, k = IrΩ(t) — гиростатический момент ротора, Ω —

угловая скорость ротора. Коэффициенты λk
ij имеют следующие значения:

λ
(1)
11 ≈ 0.3087, λ

(1)
22 ≈ −0.5796, λ

(1)
23 ≈ 0.039085,

λ
(2)
22 ≈ 2.0996, λ

(2)
23 ≈ 0.17629, λ

(2)
11 ≈ −7.9826,

λ
(3)
23,l ≈ 0.083474, λ

(2)
33 ≈ 0.018935, λ

(3)
11 − λ

(3)
22 ≈ −4.7550, λ

(3)
23,r ≈ 1.4488,

c1 = 0.04715, c2 = 17.702, c3 = 0.092872.

Отметим, что подсистема (1.1), описывающая эволюцию поступательной и угловой ско-

рости, отделяется от полной системы (1.1), (1.2).

1.2. Выбор управляющего воздействия. Уравнения движения (1.1) содержат производ-

ную гиростатического момента ротора или, что то же самое, угловое ускорение ротора Ω̇.

Таким образом, вращение ротора с постоянной скоростью равносильно движению системы

с неподвижным ротором. Кроме того, изменение угловой скорости ротора на постоянную

величину Ω → Ω + const не изменяет форму уравнений движения (1.1).

Наиболее простым с технической точки зрения способом управления является чередо-

вание равномерного и равноускоренного вращения ротора, как это было предложено в ра-

ботах [5, 15]. В частности, мы будем использовать следующий закон вращения ротора:

Ω(t) =



















Ωmax, t ∈ [nT, nT + t1),

Ωacc1(t), t ∈ [nT + t1, nT + t1 + t2),

−Ωmax, t ∈ [nT + t1 + t2, nT + t1 + t2 + t3),

Ωacc2(t), t ∈ [nT + t1 + t2 + t3, nT + t1 + t2 + t3 + t4),

t1 + t2 + t3 + t4 = T,

Ωacc1(t) = Ωmax −
2Ωmax

t2
(t− nT − t1),

Ωacc2(t) = −Ωmax +
2Ωmax

t4
(t− nT − t1 − t2 − t3),

где Ωmax — постоянная величина, задающая маскимальную скорость вращения ротора,

t1, t3 — длины временных промежутков равномерного вращения ротора, t2, t4 — длины

временных промежутков равноускоренного вращения ротора. Отметим, что в численных

и натурных экспериментах предполагается, что

t1 + t2 + t3 + t4 = T = const.

Графическое представление закона (1.2), показано на рис. 3, a. Для выбранного закона

вращения ротора управляющее воздействие — гиростатический момент — k̇(t) является

кусочно-постоянным, см. рис. 3, b.

Замечание 1. Кусочно-постоянные управления в ряде случаев оказываются удобными для

аналитического исследования. В частности, в книге [1] такой подход использовался для

изучения параметрического резонанса.

Отметим, что используемый в натурном образце двигатель позволяет развивать скорость

вращения ротора до Ωmax 6 50 с−1, при этом время равноускоренного движения составля-

ется не менее 0.3 с. В численных примерах, описанных ниже, указанное техническое огра-

ничение приниматься во внимание не будет.
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Рис. 3. (a) Зависимость (1.2) изменения угловой скорости ротора от времени; (b) соотвест-

вующая закону (1.2) зависимость управляющего воздействия k̇ от времени

§ 2. Асимптотически устойчивые периодические решения как стандартные маневры

Рассматриваемая в данной работе система (1.1) является типичной автоколебательной

системой с периодическим возбуждением. Естественно ожидать, что уравнения (1.1) до-

пускают возникновение асимптотически устойчивых периодических и, возможно, квазипе-

риодических и хаотических решений. Численные эксперименты показывают, что в рамках

рассматриваемой математической модели при физически допустимых значениях управля-

ющего воздействия (и даже в случае некоторого превышения технических ограничений)

существуют устойчивые режимы движения, которые могут использоваться в качестве стан-

дартных маневров для продвижения и выполнения поворотов робота. Поскольку используе-

мое в данной работе управление является периодическим, то для анализа динамики удобно

использовать отображение за период (стробоскопическое отображение Пуанкаре). В част-

ности, с помощью отображения будем искать предельные циклы, которые могут быть ис-

пользованы для осуществления упомянутых выше маневров.

2.1. Неподвижные точки отображения Пуанкаре. Численный анализ уранений (1.1) по-

казывает, что при физически допустимых управлениях в фазовом пространстве системы

существует единственный предельный цикл. Каждый из предельных режимов движения

характеризуется средними значениями поступательной и угловой скоростей:

〈v〉 =

√

(Xn+1 −Xn)2 + (Yn+1 − Yn)2

T
, Xn = X(nT ), Yn = Y (nT ),

〈ω〉 =
αn+1 − αn

T
, αn = α(nT ).

Средние значения поступательной и угловой скоростей при различных t2 = t4 и Ωmax

приведены на рис. 4 и 5. На данных рисунках ось абсцисс соответствует разности t1 − t3,

диапазон изменения которой задается неравенством: |t1 − t3| 6 T − t2 − t4. Из рис. 4 и 5

видно, что возможны два типа движения робота.

1. В случае симметричного закона управления (при t1 = t3) робот движется в среднем

прямолинейно с некоторой скоростью 〈v〉 6= 0 и 〈ω〉 = 0.

2. В случае несимметричного закона управления (при t1 6= t3) среднее движение робота

соответствует движению по окружности, радиус которой приближенно вычисляется
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как:

R ≈
〈v〉

〈ω〉
.

Кроме того, при смене знака t1 − t3 на противоположный (или, что то же самое, при

замене t1 ↔ t3), происходит смена направления поворота на противоположное. При

этом радиус окружности и скорость ее прохождения не изменяются.

Замечание 2. Предельный случай t1 = t2 = t4 = 0, t3 = T и t3 = t2 = t4 = 0, t1 = T

соответствуют свободному движению робота. Вследствие вязкого квадратичного трения

все траектории уравнений движения (1.1) за конечное время приходят к состоянию покоя

v1 = v2 = 0, ω = 0.

Рис. 4. (a) Величина средней поступательной скорости 〈v〉 и (b) величина средней угловой

скорости 〈ω〉 в зависимости от t1 − t3. Предельное значение угловой скорости вращения

ротора: Ωmax = 10

На рис. 6 показаны зависимости фазовых переменных v1, v2, ω от времени для предель-

ного цикла, возникающегося в системе при Ωmax = 10, t1 = t3 = 0.45, t2 = t4 = 0.05.
Данному предельному циклу соответствует неподвижная точка отображения за период:

v1 ≈ 0.113296, v2 ≈ 0.030518, ω ≈ −0.435829.

При этом реализуется в среднем направленное движение со скоростью 〈v〉 ≈ 0.113155,
см. рис. 7.

На рис. 8 показаны зависимости фазовых переменных v1, v2, ω от времени для предель-

ного цикла, возникающего в системе при Ωmax = 10, t1 = 0.25, t3 = 0.65, t2 = t4 = 0.05.
Данному предельному циклу соответствует неподвижная точка отображения за период:

v1 ≈ 0.109843, v2 ≈ 0.027639, ω ≈ −0.438046.

При этом реализуется движение вблизи окружности радиуса R ≈ 260.051 со средней по-

ступательной скоростью 〈v〉 ≈ 0.109803 и средней угловой скоростью 〈ω〉 = −0.000422,
см. рис. 9. Таким образом, реализуется поворот робота направо.
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Рис. 5. (a) Величина средней поступательной скорости 〈v〉 и (b) величина средней угловой

скорости 〈ω〉 в зависимости от t1 − t3. Предельное значение угловой скорости вращения

ротора: Ωmax = 50

Рис. 6. Зависимость фазовых переменных: (a) v1; (b) v2; (c) ω от времени на предельном

цикле, возникающем при Ωmax = 10, t1 = t3 = 0.45, t2 = t4 = 0.05

Отметим, что при Ωmax = 10, t1 = 0.65, t3 = 0.25, t2 = t4 = 0.05 возникает движение

аналогичное, показанному на рис. 9, но с поворотом налево.

Описанные в данном параграфе режимы движения фактически реализуют элементар-

ные маневры, соответствующие направленному продвижению и поворотам. Таким обра-

зом, можно предположить, что переключая управление с симметричного (t1 = t3 = 0.45,
t2 = t4 = 0.05) на несимметричное (t1 = 0.25, t3 = 0.65, t2 = t4 = 0.05) после некоторого

переходного процесса будет осуществляться поворот направо. При обратном переключении

с несимметричного управления на симметричное, также после переходного процесса, робот

будет двигаться в среднем направленно.

Далее исследуем переходные процессы, сопровождающие переключение управления

с симметричного на несимметриное и обратно.
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Рис. 7. (a) Траектория движения робота и (b) зависимость угла поворота α от времени

при Ωmax = 10, t1 = t3 = 0.45, t2 = t4 = 0.05. Начальные условия: X(0) = Y (0) = 0,
α(0) = 0.018526567212873. Маркерами отмечены положенение робота и его ориентация

в конце каждого периода

Рис. 8. Зависимость фазовых переменных: (a) v1; (b) v2; (c) ω от времени на предельном

цикле, возникающем при Ωmax = 10, t1 = 0.25, t3 = 0.65, t2 = t4 = 0.05

2.2. Переходные процессы между предельными циклами. Для численного изучения пе-

реходных процессов, возникающих при изменении управляющего воздействия рассмотрим

ряд примеров. Зафиксируем следующие параметры управляющего воздействия: Ωmax = 10
и t2 = t4 = 0.05, а для реализации элементарных маневров выберем следующие значения

t1 и t3.

1. Направленное движение. Значения t1, t3 и неподвижная точка отображения, соответ-

ствующая предельному циклу:

t1 = t3 = 0.45, (2.1)

v
fw
1 = 0.113296, v

fw
2 = 0.030518, ωfw = −0.435829. (2.2)

2. Поворот налево. Значения t1, t3 и неподвижная точка отображения, соответствующая

предельному циклу:

t1 = 0.65, t3 = 0.25, (2.3)

vl1 = 0.109963, vl2 = 0.031129, ωl = −0.403153. (2.4)
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Рис. 9. (a) Траектория движения робота; (b) ее увеличенный фрагмент; (c) зависимость

угла поворота α от времени при Ωmax = 10, t1 = 0.25, t3 = 0.65, t2 = t4 = 0.05. Начальные

условия: X(0) = Y (0) = 0, α(0) = 0. Маркерами отмечены положенение робота и его

ориентация в конце каждого периода

3. Поворот направо. Значения t1, t3 и неподвижная точка отображения, соответствующая

предельному циклу:

t1 = 0.25, t3 = 0.65, (2.5)

vr1 = 0.109843, vr2 = 0.027639, ωr = −0.438046. (2.6)

Далее будем с управления (2.1) переключаться на управление (2.3) на N1 периодов. При

этом начнется переходный процесс от неподвижной точки (2.2) к неподвижной точке (2.4).

После N1 периодов переключимся обратно на управление (2.1), при этом начнется обрат-

ный переходный процесс к неподвижной точке (2.2), соответствующей прямолинейному

движению. В зависимости от количества периодов N1 значение угла α изменится на неко-

торую величину ∆α. Аналогично можно рассмотреть переходный процесс от неподвижной

точки (2.8) к неподвижной точке (2.12). Зависимости v1, v2, ω и ∆α для описанных пере-

ходных процессов от номера периода n показаны на рис. 10 и 11 для поворотов налево

и направо соответственно при различных N1.

Из рис. 10 и 11 видно, что для изменения ориентации робота на угол ∆α необходимо

выбрать величину N1 подходящим образом и определить количество периодов N2 необхо-

димых для завершения обратного переходного процесса. В качестве критерия для вычисле-

ния N2 использовалось условие:

max

(
∣

∣

∣

∣

∣

v1 − v
fw
1

v
fw
1

∣

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∣

v2 − v
fw
2

v
fw
2

∣

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

ω − ωfw

ωfw

∣

∣

∣

∣

)

< 10−4.

Зависимости ∆α и N2 от количества периодов N1 показана на рис. 12.
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Рис. 10. Зависимости: (a) v1; (b) v2; (c) ω; (d) ∆α от номера периода n для различных N1

при осуществлении поворота налево. Значения параметров управления Ωmax = 10, t2 =
= t4 = 0.05 и (2.1), (2.3) и неподвижные точки (2.2), (2.4)

Рис. 11. Зависимости: (a) v1; (b) v2; (c) ω; (d) ∆α от номера периода n для различных N1

при осуществлении поворота направо. Значения параметров управления Ωmax = 10, t2 =
= t4 = 0.05 и (2.1), (2.5) и неподвижные точки (2.2), (2.6)

Зависимости, аналогичные показанным на рис. 10, 11, 12 могут быть построены и для

других параметров управления. Например, для Ωmax = 50 и t2 = t4 = 0.05 будем использо-

вать следующие значения t1, t3 и соответствующие им неподвижные точки отображения.
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Рис. 12. Зависимости ∆α и N2 от количества периодов N1 при повороте: (a) налево; (b) на-

право. Значения параметров управления Ωmax = 10, t2 = t4 = 0.05 и (2.1), (2.3), (2.5)

и неподвижные точки (2.2), (2.4), (2.6)

Рис. 13. Зависимости: (a) v1; (b) v2; (c) ω; (d) ∆α от номера периода n для различных N1

при осуществлении поворота налево. Значения параметров управления Ωmax = 50, t2 = t4 =
= 0.05 и (2.7), (2.9) и неподвижные точки (2.2), (2.10).

1. Направленное движение. Значения t1, t3 и неподвижная точка отображения, соответ-

ствующая предельному циклу:

t1 = t3 = 0.45, (2.7)

v
fw
1 = 0.307986, v

fw
2 = 0.075781, ωfw = −1.539614. (2.8)

2. Поворот налево. Значения t1, t3 и неподвижная точка отображения, соответствующая



654 Численный анализ периодических управлений водного робота

Рис. 14. Зависимости: (a) v1; (b) v2; (c) ω; (d) ∆α от номера периода n для различных N1 при

осуществлении поворота направо. Значения параметров управления Ωmax = 50, t2 = t4 =
= 0.05 и (2.7), (2.11) и неподвижные точки (2.8), (2.12)

предельному циклу:

t1 = 0.75, t3 = 0.15, (2.9)

vl1 = 0.306962, vl2 = 0.114570, ωl = −1.607500. (2.10)

3. Поворот направо. Значения t1, t3 и неподвижная точка отображения, соответствующая

предельному циклу:

t1 = 0.15, t3 = 0.75, (2.11)

vr1 = 0.305922, vr2 = 0.059408, ωr = −1.501048. (2.12)

Переходные процессы для неподвижных точек отображения (2.8), (2.10), (2.12) и изме-

нение угла ∆α показаны на рис. 13 и 14. Зависимости ∆α и N2 от количества периодов N1

показаны на рис. 15.

Таким образом, для управления движением робота достаточно выбрать три элемен-

тарных маневра (предельных цикла), задающие направленное движение, поворот налево

и поворот направо. Для выбранных маневров рассчитать зависимости ∆α(N1) и N2(N1),
с помощью которых для заданного угла поворота ∆α∗ будем определять количество перио-

дов N1 +N2, необходимых для осуществления маневра.

§ 3. Пример управления движением робота

Поскольку уравнения движения периодически зависят от времени, то при реализации

алгоритма управления будем рассматривать отображение за период:

Π: (v1, v2, ω, X, Y, α)
∣

∣

∣

t=nT
→ (v1, v2, ω, X, Y, α)

∣

∣

∣

t=(n+1)T
.
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Рис. 15. Зависимости ∆α и N2 от количества периодов N1 при повороте: (a) налево; (b) на-

право. Значения параметров управления Ωmax = 50, t2 = t4 = 0.05 и (2.7), (2.9), (2.11)

и неподвижные точки (2.8), (2.10), (2.12)

Кроме того, введем обозначение для курса движения робота за один период:

σn = arg
(

Xn+1 −Xn + i(Y n+1 − Y n)
)

.

Для изменения курса движения на величину ∆α будем использовать, описанные в преды-

дущем разделе маневры и переходные процессы.

Рис. 16. a) Траектория движения робота, маркерами отмечены моменты переключения, b)

зависимость курса σ от номера периода.

Для численного примера будет использовать управления Ωmax = 50, t2 = t4 = 0.05, (2.7),

(2.9), (2.11), и следующую программу движения.

1. Движение прямо на расстояние 20 м.

2. Поворот налево на 1 рад.

3. Движение прямо на расстояние 50 м.

4. Поворот направо на 3 рад.
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5. Движение прямо на расстояние 50 м.

6. Поворот направо на 0.5 рад.

7. Движение прямо на расстояние 50 м.

На рис. 16 показана траектория движения робота и зависимость курса σ от номера

периода. Из рис. 16, b видно, что предложенный алгоритм управления обеспечивает поворот

на угол, заданный программой движения.

Заключение

Численный анализ движения водного робота на основе уравнений (1.1), (1.2) позволяет

установить параметры управляющего воздействия, обеспечивающие наибольшую скорость

продвижения и поворота. Отметим обнаруженные в рамках рассмотренной модели законо-

мерности.

1. Для симметричных управлений (t1 = t3, t2 = t4) с уменьшением промежутков t2, t4
равноускоренного вращения ротора возрастает скорость продвижения.

2. Для несимметричных управлений (t1 6= t3, t2 = t4) существуют значения t1 и t3,

обеспечивающие наиболее быстрый поворот налево или направо.

Отметим, что интересным является вопрос экспериментальной проверки предложенного

алгоритма.
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A model governing the motion of an aquatic robot with a shell in the form of a symmetrical airfoil

NACA0040 is considered. The motion is controlled by periodic oscillations of the rotor. It is numerically

shown that for physically admissible values of the control parameters in the phase space of the system,

there exists only one limit cycle. The limit cycle that occurs under symmetric control corresponds to the

motion of the robot near a straight line. In the case of asymmetric controls, the robot moves near a circle.

An algorithm for controlling the course of the robot motion is proposed. This algorithm uses determined

limit cycles and transient processes between them.
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