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Введение

Современное моделирование в теории управляемых систем и математической физи-

ке опирается на теорию дифференциальных уравнений и включений. В последние годы

значительный интерес приобрели их обобщения — а именно, функциональные уравнения

и включения с каузальными операторами (см. [1, 2] и ссылки в них).

Понятие каузального оператора в смысле А. Н. Тихонова [3] представляет собой ба-

зовый инструмент для единого подхода к исследованию широкого класса задач. Оно

позволяет изучать дифференциальные уравнения, интегро-дифференциальные уравнения,

функционально-дифференциальные уравнения с запаздыванием, интегральные уравнения

Вольтерра, уравнения нейтрального типа и другие (см., например, [4–8]). Большое коли-

чество работ посвящено исследованию различных типов уравнений и включений с кау-

зальными операторами, описанию качественных свойств их решений, а также изучению

разнообразных приложений (см. [9–12]).

Например, статья [13] посвящена исследованию краевой задачи для дифференциальных

уравнений второго порядка с каузальным оператором и интегральным граничным условиям

Римана–Стилтьеса: 



−u′′(t) = Q(u)(t), t ∈ [0, 1];

α0u(0)− β0u
′(0) = 0;

α1u(1) + β1u
′(1) =

∫ 1

0

u(t) dµ(t).

Для получения достаточных условий существования решений авторы сначала формулируют

новый принцип сравнения. Далее на основе теоремы о неподвижной точке доказывают

существование и единственность решения.

Каузальные операторы широко применяются для исследования эволюционных задач

различных классов (см. [14–16]). В работе [15] авторы, с помощью теоремы Шаудера
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о неподвижной точке, в вещественном сепарабельном банаховом пространстве E, иссле-

дуют существование решения дробного эволюционного уравнения с каузальным операто-

ром Q следующего вида:

{
Dαu(t) = Au(t) + (Qu)(t) для п. в. t ∈ [0, b];

u|[−σ,0] = ψ ∈ C([−σ, 0];E).

Исследованию нелокальных задач, описываемых многозначными возмущениями m-дис-

сипативных эволюционных уравнений с многозначными членами, зависящими от каузаль-

ных операторов, посвящена работа [16].

Работа [17] посвящена изучению в конечномерном пространстве дифференциального

включения

u′(t) ∈ F (u)(t)

с каузальным многозначным оператором F . С помощью метода негладких направляющих

функций, авторами были доказаны теоремы существования решений задачи Коши для дан-

ного включения, как в случае, когда многозначный оператор является замкнутым выпук-

лым, так и в случае невыпуклой полунепрерывной снизу правой части.

Отметим статью [18], в которой авторами в банаховом пространстве была рассмотрена

обобщенная граничная задача для управляемой системы с обратной связью, описываемая

дифференциальным включением

Dqx(t) ∈ Ax(t) + F (x)(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ],

с дробной производной и каузальным оператором F .

В статье [19] исследована задача управляемости для функционального включения с ка-

узальными операторами Q и S и импульсными функциями следующего вида:

y(t) ∈ G(t)
(
ψ(0) +

∑

tk<t

Ik
(
y(tk)

))
+ S ◦ Q(y)(t) + S ◦Bu(t), t ∈ [0, T ],

y(t) = ψ(t), t ∈ (−∞, 0],

Iky(tk) = y(t+k )− y(tk), k = 1, . . . , m.

Настоящая работа развивает данное направление, исследуя задачу управляемости для

систем функциональных включений с каузальными операторами и импульсными характе-

ристиками в банаховых пространствах. Основной результат — глобальная теорема о суще-

ствовании решений, доказательство которой основано на теории топологической степени

для уплотняющих многозначных отображений. В качестве приложений основного резуль-

тата приведены обобщенные теоремы существования для двух важных классов систем:

полулинейных дифференциальных включений первого порядка и полулинейных дифферен-

циальных включений дробного порядка 0 < q < 1.

§ 1. Предварительные сведения

1.1. Мера некомпактности

Обозначим через E банахово пространство и введем следующие обозначения:

• P (E) = {A ⊆ E : A 6= ∅} — совокупность всех непустых подмножеств E ;

• Pb(E) = {A ∈ P (E) : A ограничено};

• Pv(E) = {A ∈ P (E) : A выпукло};

• C(E) = {A ∈ P (E) : A замкнуто};
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• Cv(E) = Pv(E) ∩ C(E);

• K(E) = {A ∈ P (E) : A компактно};

• Kv(E) = Pv(E) ∩K(E).

Определение 1.1 (см. [20]). Пусть (A,>) частично упорядоченное множество. Функция

β : Pb(E) → A называется мерой некомпактности в E , если для любого Ω ∈ Pb(E) выпол-

няется:

β(coΩ) = β(Ω),

где coΩ обозначает замыкание выпуклой оболочки Ω.

Мера некомпактности β называется:

(a) монотонной, если для любых Ω0, Ω1 ∈ Pb(E) из Ω0 ⊆ Ω1 следует, что β(Ω0) 6 β(Ω1);

(b) несингулярной, если для любого a ∈ E и любого Ω ∈ Pb(E) выполнено β({a} ∪ Ω) =
= β(Ω);

(c) инвариантной относительно объединения с компактным множеством, если β(Ω ∪
K) = β(Ω) для любого Ω ∈ Pb(E) и относительно компактного множества K ⊂ E ;

(d) вещественной, если A — множество вещественных чисел R с естественным упорядо-

чением.

Если A — конус в банаховом пространстве, то β называется:

(e) алгебраически полуаддитивной, если β(Ω0 + Ω1) 6 β(Ω0) + β(Ω1) для любых Ω0,

Ω1 ∈ Pb(E);

(f) правильной, если β(Ω) = 0 равносильно относительной компактности Ω.

Примером вещественной меры некомпактности в пространстве E , обладающей всеми

выше перечисленными свойствами, является мера некомпактности Хаусдорфа:

χE(Ω) = inf{ε > 0, для которых Ω имеет конечную ε-сеть}.

1.2. Многозначные отображения

Пусть X — метрическое пространство, а Y — нормированное пространство. Нам потре-

буются следующие утверждения (см., например, [21, 22]).

Определение 1.2. Многозначное отображение F : X → P (Y ) называется полунепрерыв-

ным сверху в точке x ∈ X , если для всякого открытого множества V ⊂ Y такого, что

F(x) ⊂ V , существует окрестность U(x) точки x такая, что F(U(x)) ⊂ V .

Определение 1.3. Многозначное отображение F : X → P (Y ) называется замкнутым, если

его график GF =
{
(x, y) : x ∈ X, y ∈ F(x)

}
является замкнутым подмножеством в X × Y .

Определение 1.4. Многозначное отображение F : X → P (Y ) называется квазикомпактным,

если его сужение на любое компактное подмножество A ⊂ X компактно.

Определение 1.5. Для заданного p > 1 многозначное отображение G : [0, T ] → K(Y ) назы-

вается:

• Lp-интегрируемым, если оно допускает Lp-интегрируемое сечение по Бохнеру, т. е.

существует функция g ∈ Lp([0, T ]; Y ) такая, что g(t) ∈ G(t) для п. в. t ∈ [0, T ];

• Lp-интегрально ограниченным, если существует функция ξ ∈ Lp([0, T ]; Y ) такая,

что ‖G(t)‖Y 6 ξ(t) для п. в. t ∈ [0, T ].
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Определение 1.6. Последовательность функций {ξn} ⊂ Lp([0, T ]; E) называется Lp-полу-

компактной, если она Lp-интегрально ограничена, т. е. ‖ξn(t)‖E 6 v(t) для п. в. t ∈ [0, T ]
и для всех n = 1, 2, . . . , где v ∈ Lp[0, T ], и множество {ξn(t)} относительно компактно в E
для п. в. t ∈ [0, T ].

Лемма 1.1 (см. [21, предложение 4.2.1]). Всякая Lp-полукомпактная последовательность

является слабо компактной в L1([0, T ]; E).

Определение 1.7. Многозначное отображение F : X ⊆ E → K(E) называется уплотняю-

щим относительно меры некомпактности β (или β-уплотняющим), если для любого огра-

ниченного множества Ω ⊆ X , не являющегося относительно компактным, выполняется:

β(F(Ω)) 6> β(Ω).

Пусть D ⊂ E — непустое замкнутое выпуклое множество, V — непустое ограничен-

ное открытое подмножество D, β — монотонная несингулярная мера некомпактности в E
и F : V → Kv(D) — полунепрерывное сверху β-уплотняющее отображение такое, что

x /∈ F(x) для всех x ∈ ∂V , где V и ∂V обозначают замыкание и границу множества V
в относительной топологии D. Тогда определена (относительная) топологическая степень

degD(i − F , V ) соответствующего векторного поля i − F , удовлетворяющая стандартным

свойствам (см., например, [21, 22]). В частности, условие degD(i− F , V ) 6= 0 влечет за со-

бой то, что множество неподвижных точек FixF = {x : x ∈ F(x)} является непустым

подмножеством V . Применение теории топологической степени приводит к следующему

принципу неподвижной точки, который будет использован далее.

Теорема 1.1 (см. [21, теорема 3.3.4]). Пусть V ⊂ D — ограниченная открытая окрест-

ность точки a ∈ V и F : V → Kv(D) — полунепрерывное сверху β-уплотняющее мно-

гозначное отображение, где β — монотонная несингулярная мера некомпактности в E ,

удовлетворяющая граничному условию x − a /∈ λ
(
F(x)− a

)
для всех x ∈ ∂V и 0 < λ 6 1.

Тогда FixF 6= ∅.

1.3. Каузальные многозначные операторы

Пусть E — сепарабельное банахово пространство. Через Lp([0, T ]; E), 1 6 p 6 ∞,

обозначим банахово пространство всех суммируемых по Бохнеру функций f : [0, T ] → E
с обычной нормой.

Для каждого подмножества N ⊂ Lp([0, T ]; E) и τ ∈ (0, T ) определим сужение N на [0, τ ]
как N

∣∣
[0,τ ]

=
{
f
∣∣
[0,τ ]

: f ∈ N
}
.

Разобьем отрезок [0, T ] точками 0 < t1 < . . . < tm < T , m > 1. Для функции

c : [0, T ] → E определим

c(t+k ) = lim
ξ→0+

c(tk + ξ), c(t−k ) = lim
ξ→0−

c(tk + ξ),

где k = 1, . . . , m.

Будем предполагать, что функция z : [0, T ] → E принадлежит пространству PC([0, T ]; E),
если она непрерывна на J := [0, T ] \ {t1, . . . , tm} и для нее существуют левый и правый

пределы z(t+k ) и z(t−k ), 1 6 k 6 m, причем z(t−k ) = z(tk).
Пространство PC([0, T ]; E), наделенное нормой

‖z‖PC = sup
t∈J

‖z(t)‖E ,

является банаховым пространством, а классическое пространство непрерывных функций

C([0, T ], E) — его замкнутое подпространство.
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Пусть t0 = 0 и tm+1 = T . Тогда для z ∈ PC([0, T ]; E) обозначим через ẑk ∈ C([tk, tk+1];E),
k = 0, . . . , m, функции, заданные как: ẑk(t) = zk(t), t ∈ (tk, tk+1]; ẑk(tk) = zk(t

+
k ). Более

того, для множества D ⊂ PC([0, T ]; E) обозначим через D̂k, k = 0, . . . , m, множества D̂k =
= {ẑk : z ∈ D}.

Легко проверить следующее утверждение.

Лемма 1.2. Множество D ⊂ PC([0, T ]; E) относительно компактно в PC([0, T ]; E) то-

гда и только тогда, когда множества D̂k, k = 0, . . . , m, относительно компактны

в C([tk, tk+1]; E).

Последнее утверждение вместе с теоремой Арцела–Асколи дает следующий критерий

относительной компактности множества в пространстве PC([0, T ]; E).

Лемма 1.3. Для того чтобы множество D ⊂ PC([0, T ]; E) являлось относительно ком-

пактным в пространстве PC([0, T ]; E) необходимо и достаточно, чтобы D являлось рав-

ностепенно непрерывным на каждом промежутке (tk, tk+1), k = 0, . . . , m, и множества

D(t) = {z(t) : z ∈ D} были относительно компактными в E для всех t ∈ J .

Определение 1.8. Многозначное отображение Q : PC([0, T ]; E) ⊸ Lp([0, T ]; E) называется

каузальным многозначным оператором, если для каждого τ ∈ (0, T ) и для любых u, v ∈
∈ PC([0, T ]; E) условие u

∣∣
[0,τ ]

= v
∣∣
[0,τ ]

влечет Q(u)
∣∣
[0,τ ]

= Q(v)
∣∣
[0,τ ]

.

Приведем примеры каузальных многозначных операторов.

Пример 1.1. Предположим, что многозначное отображение F : J × E → Kv(E) удовлетво-

ряет следующим условиям:

(F1) для каждого φ ∈ E многозначная функция F (·, φ) : J → Kv(E) допускает измеримое

сечение;

(F2) для п. в. t ∈ J многозначное отображение F (t, ·) : E → Kv(E) является полунепре-

рывным сверху;

(F3) существует функция α ∈ Lp
+[0, T ], 1 6 p 6 ∞, такая, что

‖F (t, φ)‖E := sup
{
‖z‖E : z ∈ F (t, φ)

}
6 α(t)

(
1 + ‖φ‖E

)

для п. в. t ∈ J и φ ∈ E .

Из условий (F1)–(F3) следует, что многозначное отображение

PF : PC([0;T ]; E) → P
(
Lp([0, T ]; E)

)
, 1 6 p 6 ∞,

заданное следующим образом

PF (x) =
{
f ∈ Lp([0, T ]; E) : f(t) ∈ F (t, x(t)) для п. в. t ∈ J

}
,

корректно определено (см. [21, пункт 1.3.3] или [22, пункт 1.5.3]). Очевидно, что много-

значный оператор PF является каузальным.

Пример 1.2. Пусть E1, . . . , En — сепарабельные банаховы пространства. Введем в рассмот-

рение банахово пространство

E = E1 × · · · ×En

с нормой

‖x‖E = max
16i6n

‖xi‖Ei
,

где x = (x1, . . . , xn). Предположим, что многозначное отображение F : J × E → Kv(E)
имеет вид F (t, x) = F1(t, x)× . . .×Fn(t, x), и каждый многозначный оператор Fi : J ×E →
Kv(Ei), i = 1, . . . , n, удовлетворяет следующим условиям:
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(F1i) для каждого x ∈ E многозначная функция Fi(·, x) : J → Kv(Ei) допускает измеримое

сечение;

(F2i) для п. в. t ∈ J многозначное отображение Fi(t, ·) : E → Kv(Ei) является полунепре-

рывным сверху;

(F3i) существуют функции αi ∈ Lpi
+ [0, T ], 1 6 pi 6 ∞, такие, что

‖Fi(t, φi)‖Ei
6 αi(t)

(
1 + ‖φi‖Ei

)

для п. в. t ∈ J и φi ∈ Ei.

Чтобы сформулировать условие регулярности для многозначных отображений Fi, вве-

дем в пространстве E векторную меру некомпактности Хаусдорфа X .

Пусть для ограниченного множества Ω ⊂ E:

X (Ω) =
(
χ1(Ω1), . . . , χn(Ωn)

)T
∈ R

n
+,

где χi — мера некомпактности Хаусдорфа в Ei, Ωi обозначает проекцию множества Ω на Ei,

i = 1, . . . , n.

Теперь предположим, что многозначная нелинейность F удовлетворяет следующему

условию X -регулярности:

(F4i) существуют функции µi ∈ L∞
+ [0, T ], i = 1, . . . , n, такие, что для любого ограниченного

множества Ω ⊂ E выполняется:

X
(
F (t,Ω)

)
6 M(t)X (Ω) п. в. t ∈ J,

где матрица M(t) имеет вид:

M(t) =




µ1(t) 0 . . . 0
0 µ2(t) . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . µn(t)


.

Из условий (F1i)–(F3i) следует, что для каждого i = 1, . . . , n многозначное отображение

PFi
: PC

(
[0, T ];Ei

)
→ Cv

(
Lpi([0, T ];Ei)

)
, заданное следующим образом

PFi
(x) =

{
fi ∈ Lpi([0, T ];Ei) : fi(t) ∈ Fi(t, x(t)) для п. в. t ∈ J

}
,

корректно определено, и каждый многозначный оператор PFi
является каузальным.

Пусть C = PC
(
[0, T ];E1

)
× PC

(
[0, T ];E2

)
× · · · × PC

(
[0, T ];En

)
. Рассмотрим каузаль-

ные операторы Qi : C → Cv
(
Lpi
(
[0, T ];Ei

))
, i = 1, . . . , n, в том смысле, что для каждого

τ ∈ (0, T ) и для любых u, v ∈ C условие u
∣∣
[0,τ ]

= v
∣∣
[0,τ ]

влечет Qi(u)
∣∣
[0,τ ]

= Qi(v)
∣∣
[0,τ ]

.

Пусть Qi удовлетворяют следующим условиям:

(Q1i) Qi являются слабо замкнутыми в следующем смысле: условия

{
xη
}∞
η=1

⊂ C,
{
f η
i

}∞
η=1

⊂ Lpi([0, T ];Ei), 1 6 pi 6 ∞, f η
i ∈ Qi(x

η), η > 1,

xη → x0, f η
i

L1

⇀ f 0
i

влекут f 0
i ∈ Qi(x

0), i = 1, . . . , n;
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(Q2i) существуют функции αi ∈ L∞
+ [0, T ] такие, что

‖Qi(x)(t)‖Ei
6 αi(t)

(
1 + ‖xi(t)‖Ei

)
для п. в. t ∈ J,

для всех xi ∈ PC([0, T ];Ei);

(Q3i) существуют функции ωi : J × R+ → R+ такие, что

(ω1) для всех x ∈ R+ ωi(·, x) ∈ Lpi
+ [0, T ], 1 6 pi 6 ∞;

(ω2) для п. в. t ∈ J функции ωi(t, ·) : R+ → R+ непрерывны, не убывают и квазиодно-

родны в смысле ωi(t, λx) 6 λωi(t, x) для всех x ∈ R+ и λ > 0;

(ω3) для ограниченного множества ∆ ⊂ C выполняется

χi

(
Qi(∆)(t)

)
6 ωi

(
t, ϕi

(
∆i(s)

))
для п. в. t ∈ J,

где множество ∆i(s) =
{
yi(s) : yi ∈ ∆i

}
⊂ Ei и ϕi

(
∆i(s)

)
= sup

s∈[0,t]

χi

(
∆i(s)

)
—

модуль послойной некомпактности в PC([0, T ];Ei).

Заметим, что условие (ω2) означает, что ωi(t, 0) = 0 для п. в. t ∈ J и в качестве примера

таких функций можно рассмотреть ωi(t, x) = ki(t) · x, где ki(·) ∈ Lpi
+ [0, T ].

Рассмотрим линейные операторы Si : L
pi([0, T ];Ei) → PC([0, T ];Ei), i = 1, . . . , n, кото-

рые являются каузальными в том смысле, что для каждого τ ∈ (0, T ) и fi, gi ∈ Lpi([0, T ];Ei)
условие fi(t) = gi(t) для п. в. t ∈ [0, τ ] влечет (Sifi)(t) = (Sigi)(t) для всех t ∈ [0, τ ].

Следуя [21, пункт 5.1], наложим следующие условия на операторы Si, i = 1, . . . , n:

(S1i) для 1 6 pi <∞ существуют Di > 0 такие, что

‖Sifi(t)− Sigi(t)‖
pi
Ei

6 Di

∫ t

0

‖fi(s)− gi(s)‖
pi
Ei
ds

для всех fi, gi ∈ Lpi([0, T ];Ei) и t ∈ J ;

если pi = ∞, то существуют D1
i > 0 такие, что

‖Sifi(t)− Sigi(t)‖Ei
6 D1

i

∫ t

0

‖fi(s)− gi(s)‖Ei
ds

для всех fi, gi ∈ L∞([0, T ];Ei) и t ∈ J .

(S2i) для произвольных компактных множеств Ki ⊂ Ei и последовательностей
{
fin
}∞
n=1

⊂

⊂ Lpi([0, T ];Ei), 1 6 pi 6 ∞, таких, что
{
fin(t)

}∞
n=1

⊂ Ki для всех t ∈ J , слабая

сходимость fin
L1

⇀ fi0 влечет Sifin → Sifi0 в PC([0, T ];Ei).

Также предположим, что Si удовлетворяет соотношению:

(S3i) (Sifi)(0) = 0 для каждой функции fi ∈ Lpi([0, T ];Ei).

Заметим, что из условия (S1i) следует, что операторы Si удовлетворяют условию Лип-

шица:

(S ′
1i) ‖Sifi − Sigi‖C 6 Di‖fi − gi‖L1 .

Рассмотрим следующие важные примеры.

(i) Пусть замкнутые линейные операторы Ai : D(Ai) ⊂ Ei → Ei порождают C0-полу-

группы
{
eAit
}
t∈[0,T ]

. Операторы Li : L
1([0, T ];Ei) → C([0, T ];Ei), определенные как

Lif(t) =

∫ t

0

eAi(t−s)f(s) ds,
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являются частными случаями операторов Si, i = 1, . . . , n.

Заметим, что при Ai = 0 мы получаем, как частный случай, обычный интегральный

оператор LI
i : L

1([0, T ];Ei) → C([0, T ];Ei),

LI
i f(t) =

∫ t

0

f(s) ds.

(ii) Пусть Ai : D(Ai) ⊂ Ei → Ei — замкнутые линейные операторы, порождающие

C0-полугруппы
{
Ui(t)

}
t∈[0,T ]

. Операторы Gi : L
pi([0, T ];Ei) → C([0, T ];Ei), pi > 1/qi,

определенные следующим образом

Gif(t) =

∫ t

0

(t− s)qi−1Ti(t− s)f(s) ds, 0 < qi < 1,

где

Ti(t) = qi

∫ ∞

0

θξqi(θ)Ui(t
qiθ) dθ, ξqi(θ) =

1

qi
θ
−1− 1

qi Ψqi(θ
−1/qi), (1.1)

Ψqi(θ) =
1

π

∞∑

n=1

(−1)n−1θ−qin−1Γ(nqi + 1)

n!
sin(nπqi), θ ∈ R

+,

являются частными случаями операторов Si.

Лемма 1.4 (см. [21, лемма 4.2.1], [23, лемма 3.4]). Операторы Li и Gi удовлетворяют

условиям (S1i)–(S3i).

§ 2. Основные результаты

Пусть E1, . . . , En — сепарабельные банаховы пространства и E = E1 × · · · × En. Рас-

смотрим задачу управляемости для систем функциональных включений с многозначными

каузальными операторами Qi : C → Cv
(
Lpi([0, T ];Ei)

)
и линейными каузальными операто-

рами Si : L
pi([0, T ];Ei) → C([0, T ];Ei), i = 1, 2, . . . , n, следующего вида:





x1(t) ∈ G1(t)x
0
1 +

∑
tk<t

G1(t− tk)Ik1
(
x1(tk)

)
+ S1 ◦ Q1(x)(t) + S1 ◦ B1u(t), t ∈ J ;

x2(t) ∈ G2(t)x
0
2 +

∑
tk<t

G2(t− tk)Ik2
(
x2(tk)

)
+ S2 ◦ Q2(x)(t) + S2 ◦ B2u(t), t ∈ J ;

. . .

xn(t) ∈ Gn(t)x
0
n +

∑
tk<t

Gn(t− tk)Ikn
(
xn(tk)

)
+ Sn ◦ Qn(x)(t) + Sn ◦ Bnu(t), t ∈ J ;

(2.1)

где x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ C, Iki : Ei → Ei — импульсные функции, функция управления

u = (u1, u2, . . . , un) рассматривается в пространстве L∞([0, T ];U), U := U1 × U2 × · · · × Un,

Ui — банаховы пространства управлений, Bi : U → Ei — линейные ограниченные операторы,

i = 1, . . . , n, и оператор-функции Gi(·) заданы следующим соотношением

Gi(t) =

∫ ∞

0

ξqi(θ)Ui(t
qiθ) dθ, i = 1, . . . , n,

в котором ξqi(·) определены по формуле (1.1), а Ui(·) — C0-полугруппы.

Будем рассматривать систему в предположении, что она удовлетворяет начальным усло-

виям

x1(0) = x01 ∈ E1, x2(0) = x02 ∈ E2, . . . , xn(0) = x0n ∈ En; (2.2)
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и импульсным воздействиям

xi(tk) = xi(t
+
k )− Ikixi(tk), k = 1, . . . , m. (2.3)

Определим в пространстве U = U1 × U2 × · · · × Un норму следующим образом:

‖u‖U = max
i=1,...,n

‖ui‖Ui
.

Сделаем стандартное предположение о разрешимости соответствующей линейной зада-

чи. Будем полагать, что соответствующие линейные задачи разрешимы, то есть линейные

операторы управления Wi : L
∞([0, T ];U) → Ei следующего вида

Wiu = ψi ◦ Si ◦ Bi(u)(t),

где линейные операторы ψi : C([0, T ];Ei) → Ei определены как ψixi = xi(T ), имеют правые

обратные ограниченные операторы W−1
i , i = 1, . . . , n. Для формулировки следующего усло-

вия, накладываемого на операторы W−1
i , i = 1, . . . , n, введем в пространстве U векторную

меру некомпактности Хаусдорфа XU , определенную для ограниченного множества O ⊂ U
как

XU(O) =
(
χU
1 (O1), . . . , χ

U
n (On)

)T
∈ R

n
+,

где χU
i — мера некомпактности Хаусдорфа в пространстве Ui, а Oi обозначает проекцию

множества O на Ui, i = 1, . . . , n.

Будем предполагать, что операторы W−1
i , i = 1, . . . , n, удовлетворяют условию XU -регу-

лярности:

(W) существуют функции φi ∈ L∞
+ [0, T ], i = 1, . . . , n, такие, что для любого ограниченного

множества Ωi ⊂ Ei выполнено

XU

(
W−1

i (Ωi)(t)
)
6 Φ(t)X (Ω) п. в. t ∈ [0, T ],

где матрица Φ(t) имеет вид:

Φ(t) =




φ1(t) 0 . . . 0
0 φ2(t) . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . φn(t)


.

Пусть M ′
i ,M

′′
i — положительные числа, такие, что

‖Bi‖ 6M ′
i , ‖W−1

i ‖ 6M ′′
i . (2.4)

Предположим, что импульсные функции Iki, k = 1, . . . , m, i = 1, . . . , n, удовлетворяют

условиям:

(I1) функции Iki : Ei → Ei вполне непрерывны;

(I2) функции Iki : Ei → Ei глобально ограничены, т. е. существуют числа Ni > 0 такие,

что ‖Ikixi‖Ei
6 Ni для всех xi ∈ Ei.

Лемма 2.1 (см. [24]). Операторные функции Gi и Ti обладают следующими свойствами для

всех i = 1, . . . , n:

(1) для всех t ∈ [0, T ], Gi(t) и Ti(t) являются ограниченными линейными операторами,

т. е. для всех xi ∈ Ei:

‖Gi(t)xi‖Ei
6Mi‖xi‖Ei

, ‖Ti(t)xi‖Ei
6

Mi

Γ(qi)
‖xi‖Ei

, (2.5)

где sup
t∈[0,T ]

‖Ui(t)‖ =Mi.
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(2) операторные функции Gi(·) и Ti(·) сильно непрерывны, т. е. функции t ∈ [0, T ] →
Gi(t)xi и t ∈ [0, T ] → Ti(t)xi непрерывны для всех xi ∈ Ei.

Определение 2.1. Функция x ∈ C, x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), называется интегральным ре-

шением задачи (2.1)–(2.3), если она удовлетворяет условиям:

(1) функции xi ∈ PC([0, T ];Ei), i = 1, . . . , n, и удовлетворяют включениям (2.1);

(2) x1(0) = x01, . . . , xn(0) = x0n;

(3) Ikixi(tk) = xi(t
+
k )− xi(tk), k = 1, . . . , m, i = 1, . . . , n.

Теперь задачу управляемости можно cформулировать следующим образом: для задан-

ных начальных условий x01, x
0
2, . . . , x

0
n и заданных (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ E, мы рассматриваем

существование интегрального решения x ∈ C, x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), задачи (2.1)–(2.3)

и управления u ∈ U , u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , un(t)), такого, что каждое

xi(T ) = ξi. (2.6)

Пару (x, u) будем называть решением задачи (2.1)–(2.3), (2.6).

Рассмотрим многозначные операторы Γi : C ⊸ PC([0, T ];Ei), i = 1, . . . , n, определенные

следующим образом

Γi(x)(t) = Gi(t)x
0
i +

∑

tk<t

Gi(t− tk)Iki
(
xi(tk)

)
+ Si ◦ Qi(x)(t) +

+ Si ◦ BiW
−1
i

(
ξi − Gi(T )x

0
i −

∑

tk<t

Gi(T − tk)Iki
(
xi(tk)

)
− ψi ◦ Si ◦ Qi(x)(t)

)
.

Нам потребуются следующие свойства операторов Si и Qi, i = 1, . . . , n. Поскольку для

каждого 1 < pi 6 ∞ Lpi([0, T ];Ei) ⊂ L1([0, T ];Ei), мы можем сформулировать модифика-

цию теоремы 5.1.1 из [21] в следующем виде.

Лемма 2.2. Пусть Si : L
pi([0, T ];Ei) → C([0, T ];Ei) — операторы, удовлетворяющие усло-

виям (S1i) и (S2i). Тогда для каждой Lpi-полукомпактной последовательности
{
fin
}∞
n=1

⊂

⊂ Lpi([0, T ];Ei), последовательность
{
Sifin

}∞
n=1

относительно компактна в C([0, T ];Ei)

и, кроме того, слабая сходимость fin
L1

⇀fi0 подразумевает, что Sifin →Sifi0 в C([0, T ];Ei).

Теорема 2.1 (см. [19]). Пусть многозначные операторы Qi удовлетворяют условиям (Q1i)–

(Q3i), а операторы Si удовлетворяют условиям (S1i), (S2i), i = 1, . . . , n.

Тогда Si ◦Qi : C ⊸ C([0, T ];Ei) — полунепрерывные сверху отображения с компактны-

ми значениями.

Для доказательства того факта, что Si ◦Qi являются уплотняющими относительно соот-

ветствующей меры некомпактности нам понадобятся следующие утверждения.

Лемма 2.3 (см. [19]). Пусть последовательность функций
{
fin
}∞
n=1

⊂ Lpi([0, T ];Ei) явля-

ется Lpi-интегрально ограниченной и существуют функции υi ∈ Lpi
+([0, T ];Ei) такие, что

χi

({
fin(t)

}∞
n=1

)
6 υi(t) для п. в. t ∈ [0, T ].

Если операторы Si удовлетворяют условиям (S1i) и (S2i), тогда для 1 6 pi <∞ выполнено

χi

({
Sifin(t)

}∞
n=1

)
6

(
4piDi

∫ t

0

υpii (s) ds

)1/pi

,

и для pi = ∞

χi

({
Sifin(t)

}∞
n=1

)
6 2D1

i

∫ t

0

υi(s) ds,

где Di, D
1
i — константы из условия (S1i).
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Рассмотрим меру некомпактности ν в пространстве C со значениями в конусе R
2n
+ :

ν(∆) =
(
ν1(∆1), . . . , νn(∆n)

)
,

где ∆i ⊂ PC([0, T ];Ei) — проекция множества ∆ на Ei,

νi(∆i) =
(
γi(Ωi),modC(Ωi)

)
, i = 1, . . . , n,

modC — модуль равностепенной непрерывности

modC(Ωi) = lim
δ→0

sup
y∈Ωi

max
|t1−t2|6δ

‖y(t1)− y(t2)‖Ei
,

γi — затухающий модуль послойной некомпактности

γi(Ωi) = sup
t∈[0,T ]

e−Litχi

(
Ωi(t)

)
.

Константы Li > 0 выбраны так, что

max
{

max
i=1,...,n

{l1i}, max
i=1,...,n

{l2i}
}
< 1,

где

l1i = 4D
1/pi
i

(
1 + 4D

1/pi
i M ′

iφi‖ψi‖T
1/pi
)
sup

t∈[0,T ]

(∫ t

0

e−piLi(t−s)ωpi
i (s, 1) ds

)1/pi

,

l2i = 2D1
i

(
1 + 2D1

iM
′
iφi‖ψi‖T

)
sup

t∈[0,T ]

(∫ t

0

e−Li(t−s)ωi(s, 1) ds

)
,

где Di, D
1
i — константы из условия (S1i), ωi — функции из условия (Q3i), φi = sup

t∈[0,T ]

φi(t)

из условия (W).

Очевидно, что мера некомпактности ν — монотонная, несингулярная и алгебраически

полуаддитивная. Из теоремы Арцела–Асколи следует, что она также является регулярной.

Наша цель — изучить многозначный оператор Γ: C ⊸ C, заданный по формуле:

Γ(x) = Γ1(x)× . . .× Γn(x).

Очевидно, что если функция x — неподвижная точка многозначного оператора Γ, то па-

ра (x, u) — решение задачи (2.1)–(2.3), (2.6).

Теорема 2.2. Пусть каузальные многозначные операторы Qi : C → Cv
(
Lpi([0, T ];Ei)

)

удовлетворяют условиям (Q2i) и (Q3i), а каузальные операторы Si : L
pi([0, T ];Ei) →

PC([0, T ];Ei) удовлетворяют условиям (S1i)–(S3i). Тогда при выполнении условий (I1), (I2),
(W) многозначный оператор Γ является ν-уплотняющим.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ω ⊂ C — ограниченное множество такое, что

ν
(
Γ(Ω)

)
> ν(Ω). (2.7)

Покажем, что множество Ω относительно компактно. Выражение (2.7) означает, что для

каждого i = 1, . . . , n выполняется

νi
(
Γi(Ω)

)
> νi(Ωi), (2.8)
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где Ωi обозначает проекцию множества Ω на Ei, i = 1, . . . , n.

Применяя лемму 2.1 и условия (I1), (I2), утверждение теоремы достаточно доказать для

выражения

Si ◦ Qi + Si ◦ BiW
−1
i

(
ξi − Gi(T )x

0
i −

∑

tk<t

Gi(T − tk)Iki
(
xi(tk)

)
− ψi ◦ Si ◦ Qi

)
.

Неравенство (2.8) означает, что

γi

({
Si ◦ Qi(Ωi) + Si ◦ BiW

−1
i

(
ξi − Gi(T )x

0
i −

∑

tk<t

Gi(T − tk)Iki
(
xi(tk)

)
−

− ψi ◦ Si ◦ Qi(Ωi)
)})

> γi(Ωi).

(2.9)

Применяя условие (Q3i) и используя свойства функций ωi, мы получаем для п. в. t ∈ J

χi

({
fi(t) : fi ∈ Qi(Ωi)

})
6 ωi

(
t, sup

s∈[0,t]

χi

(
{yi(s) : yi ∈ Ωi}

))
=

= ωi

(
t, χi

(
{yi : yi ∈ Ωi}

))
= ωi

(
t, eLite−Litϕi

(
{yi : yi ∈ Ωi}

))
6

6 ωi

(
t, eLitγi(Ωi)

)
6 ωi

(
t, eLit

)
· γi(Ωi).

Сначала мы рассмотрим случай 1 6 pi < ∞. Согласно лемме 2.3 для каждого t ∈ J
выполнено:

χi

({
Sifi(t) : fi ∈ Qi(Ωi)

})
6

(
4piDi

∫ t

0

ωpi
i (s, e

Lis) ds · γpii (Ωi)

)1/pi

6

6 4D
1/pi
i

(∫ t

0

epiLisωpi
i (s, 1) ds

)1/pi

· γi(Ωi).

Заметим, что из условия (W ) следует, что

χU
i

(
W−1

i (Ωi)(t)
)
6 φi(t)χi(Ωi) для п. в. t ∈ J.

Далее

χi

({
BiW

−1
i

(
ξi − Gi(T )x

0
i −

∑

tk<t

Gi(T − tk)Iki
(
xi(tk)

)
− ψi ◦ Sifi(t)

)
: fi ∈ Qi(Ωi)

})
6

6M ′
iφiχi

({
ψi ◦ Sifi(t) : fi ∈ Qi(Ωi)

})
6

6 4M ′
iφi‖ψi‖D

1/pi
i

(∫ t

0

epiLisωpi(s, 1) ds
)1/pi · γi(Ωi),

где φi = sup
t∈J

φi(t).

Снова применяя лемму 2.3, мы имеем для каждого t ∈ J :

χi

({
Si ◦ BiW

−1
i

(
ξi − Gi(T )x

0
i −

∑

tk<t

Gi(T − tk)Iki
(
xi(tk)

)
− ψi ◦ Sifi(t)

)
: fi ∈ Qi (Ωi)

})
6

6

(
4piDi

∫ t

0

(
4M ′

iφi‖ψi‖D
1/pi
i

)pi
(∫ τ

0

epiLisωpi(s, 1) ds

)
dτ · γpii (Ωi)

)1/pi

6

6 16D
2/pi
i M ′

iφi‖ψi‖T
1/pi

(∫ t

0

epiLisωpi
i (s, 1) ds

)1/pi

· γi(Ωi).



68 О задаче управляемости для систем функциональных включений

Таким образом,

γi

({
Si ◦ Qi(Ωi) +

+ Si ◦ BiW
−1
i

(
ξi − Gi(T )x

0
i −

∑

tk<t

Gi(T − tk)Iki
(
xi(tk)

)
− ψi ◦ Si ◦ Qi(Ωi)

)})
6

6 4D
1/pi
i

(
1 + 4D

1/pi
i M ′

iφi‖ψi‖T
1/pi
)(∫ t

0

epiLisωpi
i (s, 1) ds

)1/pi

γi(Ωi).

Неравенство (2.9) и последнее неравенство дают следующее

γi(Ωi) 6 4D
1/pi
i

(
1 + 4D

1/pi
i M ′

iφi‖ψi‖T
1/pi
)
sup
t∈J

(∫ t

0

e−piLi(t−s)ωpi
i (s, 1) ds

)1/pi

γi(Ωi) =

= l1i · γi(Ωi),

следовательно γi(Ωi) = 0.
Рассмотрим случай, когда pi = ∞. По лемме 2.3 для всех t ∈ J выполнено:

χi

({
Sifi(t) : fi ∈ Qi(Ωi)

})
6 2D1

i

∫ t

0

ωi

(
s, eLis

)
ds · γi(Ωi) 6 2D1

i

∫ t

0

eLisωi(s, 1) ds · γi(Ωi);

χi

({
BiW

−1
i

(
ξi − Gi(T )x

0
i −

∑

tk<t

Gi(T − tk)Iki
(
xi(tk)

)
− ψi ◦ Sifi(t)

)
: fi ∈ Qi(Ωi)

})
6

6M ′
iφiχi

({
ψi ◦ Sifi(t) : fi ∈ Qi(Ωi)

})
=M ′

iφi‖ψi‖χi

({
Sifi(t) : fi ∈ Qi(Ωi)

})
6

6 M ′
iφi‖ψi‖Ei

2D1
i

∫ t

0

eLisωi(s, 1) ds · γi(Ωi),

где φi = sup
t∈J

φi(t).

Применяя лемму 2.3, мы получаем для всех t ∈ J :

χi

({
S ◦ BiW

−1
i

(
ξi − Gi(T )x

0
i −

∑

tk<t

Gi(T − tk)Iki
(
xi(tk)

)
− ψi ◦ Sifi(t)

)
: fi ∈ Qi(Ωi)

})
6

6 2D1
i

∫ t

0

M ′
iφi‖ψi‖

(
2D1

i

∫ t

0

eLisωi(s, 1) ds · γi(Ωi)

)
dτ 6

6 4(D1
i )

2M ′
iφi‖ψi‖T

∫ t

0

eLisωi(s, 1) ds · γi(Ωi).

Из неравенства (2.9) и последнего неравенства вытекает следующее

γi(Ωi) 6
(
2D1

i + 4(D1
i )

2M ′
iφi‖ψi‖T

)
sup
t∈J

(∫ t

0

e−Li(t−s)ωi(s, 1) ds

)
γi(Ωi) = l2i · γi(Ωi),

следовательно γi(Ωi) = 0.
Теперь покажем, что множество Ωi равностепенно непрерывно. Возьмем последователь-

ности
{
yin
}∞
n=1

⊂ Ωi, n > 1, и
{
fin
}∞
n=1

, fin ∈ Qi(yin). Из условий (Q2i) и (Q3i) следует, что

последовательность
{
fin
}∞
n=1

является Lpi-полукомпактной, и, следовательно, по лемме 2.2

последовательность
{
Sifin

}∞
n=1

относительно компактна. Следовательно

modC

({
Sifin

}∞
n=1

)
= 0.
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Из условий ограниченности и линейности операторов Bi, W
−1
i , ψi получаем, что

modC

({
Si ◦ BiW

−1
i

(
ξi − Gi(T )x

0
i −

∑

tk<t

Gi(T − tk)Iki
(
xi(tk)

)
− ψi ◦

{
Sifin

}∞
n=1

)})
= 0.

Таким образом,

νi

({
Si ◦ Qi(Ωi) +

+ Si ◦ BiW
−1
i

(
ξi − Gi(T )x

0
i −

∑

tk<t

Gi(T − tk)Iki
(
xi(tk)

)
− ψi ◦ Si ◦ Qi(Ωi)

)})
= (0, 0),

но тогда из неравенства (2.7) следует, что νi(Ωi) = (0, 0).

Из этого вытекает, что

ν(Ω) = (0, 0),

следовательно, множество Ω относительно компактно. �

Для доказательства основной теоремы работы нам понадобится следующее утвержде-

ние, представляющее собой лемму Беллмана–Гронуолла.

Лемма 2.4 (см. [25, п. 1.2]). Пусть h(t), u(t) и v(t) — неотрицательные интегрируемые

на [a, b] функции, удовлетворяющие неравенству:

v(t) 6 u(t) +

∫ t

a

h(s)v(s) ds, t ∈ [a, b].

Тогда имеет место неравенство:

v(t) 6 u(t) +

∫ t

a

exp

(∫ s

a

h(θ) dθ

)
h(s)u(s) ds, t ∈ [a, b].

Теорема 2.3. Пусть каузальные многозначные операторы Qi : C → Cv
(
Lpi([0, T ];Ei)

)
,

1 6 pi 6 ∞, удовлетворяют условиям (Q1i)–(Q3i), а линейные каузальные операторы

Si : L
pi([0, T ];Ei) → PC([0, T ];Ei) удовлетворяют условиям (S1i)–(S3i). Тогда при выпол-

нении условий (I1), (I2), (W) множество Σ всех решений задачи (2.1)–(2.3), (2.6) является

непустым компактным множеством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что множество всех решений x ∈ C однопараметриче-

ского включения

x ∈ λΓ(x), λ ∈ (0, 1], (2.10)

является априори ограниченным.

Возьмем любое i, i = 1, . . . , n, и разделим доказательство на три случая: pi = 1,
1 < pi <∞, pi = ∞, i = 1, . . . , n.
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Пусть pi = 1. Если функция xi ∈ PC([0, T ];Ei) удовлетворяет условию (2.10), тогда

применяя условие (I2) и оценки (2.4), (2.5) для каждого t ∈ J , мы имеем:

‖xi(t)‖Ei
6 ‖Gi(t)x

0
i ‖Ei

+

∥∥∥∥
∑

tk<t

Gi(t− tk)Iki
(
xi(tk)

)∥∥∥∥
Ei

+Di

∫ t

0

‖fi(s)‖Ei
ds+

+DiM
′
iM

′′
i

∫ t

0

‖ξi − Gi(T )x
0
i ‖Ei

ds+DiM
′
iM

′′
i

∫ t

0

∥∥∥∥
∑

tk<t

Gi(T − tk)Iki
(
xi(tk)

)∥∥∥∥
Ei

ds+

+DiM
′
iM

′′
i

∫ t

0

‖ψi ◦ Si ◦ Qi(x)(t)‖Ei
ds 6

6Mi‖x
0
i ‖Ei

+MimNi +Di

∫ t

0

‖fi(s)‖Ei
ds+DiM

′
iM

′′
i T
(
‖ξi‖Ei

+Mi‖x
0
i ‖Ei

)
+

+DiM
′
iM

′′
i MimNiT + (Di)

2M ′
iM

′′
i ‖ψi‖

∫ t

0

‖fi(s)‖Ei
ds 6

6Mi‖x
0
i ‖Ei

+MimNi +DiM
′
iM

′′
i T
(
‖ξi‖Ei

+Mi‖x
0
i ‖Ei

)
+DiM

′
iM

′′
i MimNiT +

+
(
D2

iM
′
iM

′′
i ‖ψi‖+Di

) ∫ t

0

‖fi(s)‖Ei
ds.

где fi ∈ Qi(x). Из условия (Q2i) для fi имеем:

‖fi(s)‖Ei
6 αi(s)

(
1 + ‖xi(s)‖Ei

)
.

Благодаря последнему, получим следующие оценки

‖xi(t)‖Ei
6Mi‖x

0
i ‖Ei

+MimNi +DiM
′
iM

′′
i T
(
‖ξi‖Ei

+Mi‖x
0
i ‖Ei

)
+DiM

′
iM

′′
i MimNiT +

+
(
D2

iM
′
iM

′′
i ‖ψi‖+Di

) ∫ t

0

αi(s)
(
1 + ‖xi(s)‖Ei

)
ds 6

6Mi‖x
0
i ‖Ei

+MimNi +DiM
′
iM

′′
i T
(
‖ξi‖Ei

+Mi‖x
0
i ‖Ei

)
+DiM

′
iM

′′
i MimNiT +

+
(
D2

iM
′
iM

′′
i ‖ψi‖+Di

)
‖αi‖L∞T +

(
D2

iM
′
iM

′′
i ‖ψi‖+Di

)
‖αi‖L∞

∫ t

0

‖xi(s)‖Ei
ds.

Последнее выражение является неубывающей функцией по t, поэтому

‖xi(t)‖Ei
6Mi‖x

0
i ‖Ei

+MimNi +DiM
′
iM

′′
i T
(
‖ξi‖Ei

+Mi‖x
0
i ‖Ei

)
+DiM

′
iM

′′
i MimNiT +

+
(
D2

iM
′
iM

′′
i ‖ψi‖+Di

)
‖αi‖L∞T +

∫ t

0

(
D2

iM
′
iM

′′
i ‖ψi‖+Di

)
‖αi‖L∞‖xi(s)‖Ei

ds.

Это означает, что функция vi(t) = ‖xi(t)‖Ei
удовлетворяет оценке

vi(t) 6Mi‖x
0
i ‖Ei

+MimNi +DiM
′
iM

′′
i T
(
‖ξi‖Ei

+Mi‖x
0
i ‖Ei

)
+DiM

′
iM

′′
i MimNiT +

+
(
D2

iM
′
iM

′′
i ‖ψi‖+Di

)
‖αi‖L∞T +

∫ t

0

(
D2

iM
′
iM

′′
i ‖ψi‖+Di

)
‖αi‖L∞vi(s) ds.

Применяя лемму 2.4, получаем априорную ограниченность:

vi(t) = ‖xi(t)‖Ei
6 Hie

Ki = γ1i ,

где

Hi =Mi‖x
0
i ‖Ei

+MimNi +DiM
′
iM

′′
i T
(
‖ξi‖Ei

+Mi‖x
0
i ‖Ei

)
+DiM

′
iM

′′
i MimNiT +

+
(
D2

iM
′
iM

′′
i ‖ψi‖+Di

)
‖αi‖L∞T,

Ki =
(
D2

iM
′
iM

′′
i ‖ψi‖+Di

)
‖αi‖L∞ .
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Тогда ‖xi‖PC = sup
t∈J

‖xi(t)‖Ei
6 γ1i .

Рассмотрим случай, когда 1 < pi <∞, i = 1, . . . , n:

‖xi(t)‖Ei
6Mi‖x

0
i ‖Ei

+MimNi +

(
Di

∫ t

0

‖fi(s)‖
pi
Ei
ds

)1/pi

+

+D
1/pi
i M ′

iM
′′
i T

1/pi
(
‖ξi‖Ei

+Mi‖x
0
i ‖Ei

+MimNi

)
+

+D
1/pi
i M ′

iM
′′
i

(∫ t

0

∥∥ψi ◦ Si ◦ Qi(x)(t)
∥∥pi
Ei
ds

)1/pi

6

6Mi‖x
0
i ‖Ei

+MimNi +

(
Di

∫ t

0

∥∥fi(s)
∥∥pi
Ei
ds

)1/pi

+

+D
1/pi
i M ′

iM
′′
i T

1/pi
(
‖ξi‖+Mi‖x

0
i ‖Ei

+MimNi

)
+

+D
1/pi
i M ′

iM
′′
i ‖ψi‖Ei

T 1/pi

(
Di

∫ t

0

∥∥fi(s)
∥∥pi
Ei
ds

)1/pi

=

=Mi‖x
0
i ‖Ei

+MimNi +D
1/pi
i M ′

iM
′′
i T

1/pi
(
‖ξi‖Ei

+Mi‖x
0
i ‖Ei

+MimNi

)
+

+
(
1 +D

1/pi
i M ′

iM
′′
i ‖ψi‖T

1/pi
)(
Di

∫ t

0

αpi
i (s)

(
1 + ‖xi(s)‖Ei

)pi ds
)1/pi

6

6Mi‖x
0
i ‖Ei

+MimNi +D
1/pi
i M ′

iM
′′
i T

1/pi
(
‖ξi‖Ei

+Mi‖x
0
i ‖Ei

+MimNi

)
+

+
(
1 +D

1/pi
i M ′

iM
′′
i ‖ψi‖T

1/pi
)
D

1/pi
i ‖αi‖L∞T 1/pi +

+
(
1 +D

1/pi
i M ′

iM
′′
i ‖ψi‖T

1/pi
)(
Di

∫ t

0

αpi
i (s)

(
1 + ‖xi(s)‖Ei

)pi ds
)1/pi

.

Введем следующие обозначения:

c0i =Mi‖x
0
i ‖Ei

+MimNi +D
1/pi
i M ′

iM
′′
i T

1/pi
(
‖ξi‖Ei

+Mi‖x
0
i ‖Ei

+MimNi

)
+

+
(
1 +D

1/pi
i M ′

iM
′′
i ‖ψi‖T

1/pi
)
D

1/pi
i ‖αi‖L∞T 1/pi,

hi(s) =
(
1 +D

1/pi
i M ′

iM
′′
i ‖ψi‖T

1/pi
)1/piD1/pi

i αi(s).

Тогда получим:

‖xi(t)‖Ei
6 c0i +

(∫ t

0

hpii (s)‖xi(s)‖
pi
Ei
ds

)1/pi

.

Пусть vi(t) = ‖xi(t)‖
pi
Ei

, тогда из последнего неравенства получаем оценку:

vi(t) 6 2pi
(
c0i
)pi + 2pi

∫ t

0

hpii (s)vi(s) ds.

Применяя теперь к последнему неравенству лемму 2.4, получаем

vi(t) = ‖xi(t)‖
pi
Ei

6 2pi
(
c0i
)pi
(
1 +

∫ t

0

exp

(
2pi
∫ s

0

hpii (θ) dθ

)
hpii (s) ds

)
.

Тогда получаем окончательную оценку для 1 < pi <∞:

‖xi(t)‖Ei
6 2c0i

pi

√
1 +

∫ t

0

exp

(
2pi
∫ s

0

hpii (θ) dθ

)
hpii (s) ds = γ2i .
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Тогда ‖xi‖PC = sup
t∈J

‖xi(t)‖Ei
6 γ2i .

Для случая pi = ∞, i = 1, . . . , n, аналогично случаю pi = 1, i = 1, . . . , n, справедлива

следующая оценка:

‖xi‖PC 6 H1
i e

K1

i = γ3i ,

где

H1
i =Mi‖x

0
i ‖Ei

+MimNi +D1
iM

′
iM

′′
i T
(
‖ξi‖Ei

+Mi‖x
0
i ‖Ei

)
+D1

iM
′
iM

′′
i MimNiT +

+D1
i

(
1 +D1

iM
′
iM

′′
i ‖ψi‖

)
‖αi‖L∞T,

K1
i = D1

i ‖αi‖L∞

(
1 +D1

iM
′
iM

′′
i ‖ψi‖

)
.

Выберем

γ1 = max
i=1,...,n

γ1i , γ2 = max
i=1,...,n

γ2i , γ3 = max
i=1,...,n

γ3i

и R > max{γ1, γ2, γ3}, тогда можно гарантировать, что множество V ⊂ C, заданное как

V =
{
x ∈ C : ‖x‖C := max

i=1,...,n
‖xi‖PC([0,T ];Ei) < R

}
,

содержит все решения включения (2.10). Таким образом, многозначный оператор Γ удовле-

творяет на ∂V условию теоремы 1.1 с a = 0, следовательно, множество его неподвижных

точек непусто и компактно. �

§ 3. Частные случаи

3.1. Задача управляемости для системы полулинейных дифференциальных включе-
ний первого порядка

Рассмотрим следующую систему полулинейных дифференциальных включений в сепа-

рабельном банаховом пространстве E = E1 × . . .×En:





y′1(t) ∈ A1y1(t) + F1(t, y1(t), . . . , yn(t)) + B1u(t), t ∈ J ;

. . .

y′n(t) ∈ Anyn(t) + Fn(t, y1(t), . . . , yn(t)) + Bnu(t), t ∈ J,

(3.1)

с начальными условиями

y1(0) = y01 ∈ E1, . . . , yn(0) = y0n ∈ En (3.2)

и импульсными воздействиями

yi(tk) = yi(t
+
k )− Ikiyi(tk), k = 1, . . . , m, (3.3)

где каждое многозначное отображение Fi : J × C → Kv(Ei), i = 1, . . . , n, удовлетворяет

условиям (F1i)–(F4i), импульсные функции Iki : Ei → Ei, k = 1, . . . , m, удовлетворяют

условиям (I1), (I2), Bi : U → Ei — линейные ограниченные операторы, y0i ∈ Ei наперед

заданы. Также предположим, что

(Ai) Ai : D(Ai) ⊂ Ei → Ei являются линейными замкнутыми операторами, порождающи-

ми C0-полугруппы
{
eAit, t ∈ [0, T ]

}
.

В данном случае интегральное решение задачи (3.1), (3.2), (3.3) представляет функ-

цию y ∈ C, y(t) = (y1(t), . . . , yn(t)), такую, что yi ∈ PC([0, T ];Ei), i = 1, . . . , n, и

yi(t) = eAity0i +
∑

tk<t

eAi(t−tk)Iki
(
yi(tk)

)
+

∫ t

0

eAi(t−s)fi(s) ds+

∫ t

0

eAi(t−s)Biu(s) ds, t ∈ [0, T ],
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где fi ∈ P1
Fi
(y), P1

Fi
— суперпозиционные многозначные операторы (см. пример 1.2).

Тот факт, что многозначные операторы P1
Fi
: C ⊸ Cv

(
L1([0, T ];Ei)

)
удовлетворяют

условию (Q1i), обосновывается благодаря лемме 5.1.1 из [21]. Условия (Q2i) и (Q3i) для PFi

следуют из (F3i) и (F4i) соответственно. Учитывая лемму 1.4, можно рассматривать систе-

му (3.1) как частный случай системы (2.1) с Qi = P1
Fi

и Si = Li — оператором Коши.

Задача управляемости формулируется следующим образом: для заданных начальных

условий y01, y
0
2, . . . , y

0
n и заданных (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ E мы рассматриваем существование

интегрального решения y ∈ C, y(t) = (y1(t), . . . , yn(t)), задачи (3.1)–(3.3) и управления u ∈
U , u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , un(t)), такого, что каждое

yi(T ) = ξi. (3.4)

Операторы управления Wi : L
1([0, T ];U) → E задаются как

Wiu =

∫ T

0

eAi(T−s)Biu(s) ds,

а разрешающие мультиоператоры имеют следующий вид:

Γi(x)(t) = eAity0i +
∑

tk<t

eAit(t− tk)Iki
(
yi(tk)

)
+

∫ t

0

eAi(t−s)fi(s) ds+

+

∫ t

0

eAi(t−s)

[
BiW

−1
i

(
ξi − eAiTy0i −

∑

tk<t

eAi(T−tk)Iki
(
yi(tk)

)
−

∫ T

0

eAi(T−τ)fi(τ) dτ

)
(s)

]
ds,

где fi ∈ P1
Fi
(y).

В качестве следствия из теоремы 2.3 получаем следующий результат.

Теорема 3.1. Предположим, что выполнены условия (Ai), (I1), (I2), (F1i)–(F4i), (W). Тогда

множество решений задачи (3.1)–(3.4) является непустым компактным подмножеством

пространства C.

3.2. Задача управляемости для системы полулинейных дифференциальных включе-
ний дробного порядка

Последние десятилетия отмечены всплеском интереса к теории дробных дифференци-

альных уравнений и включений. Продемонстрируем применение полученных результатов

для системы полулинейных дифференциальных включений дробного порядка.

Определение 3.1 (см. [26]). Дробной производной Герасимова–Капуто порядка q ∈ (0, 1)
функции g ∈ C1([0, T ];E) называется функция Dq

0g следующего вида:

Dq
0g(t) =

1

Γ(1− q)

∫ t

0

(t− s)−qg′(s) ds,

где Γ — гамма-функция Эйлера

Γ(q) =

∫ ∞

0

xq−1e−x dx.

Рассмотрим следующую систему полулинейных дифференциальных включений в сепа-

рабельном банаховом пространстве E = E1 × . . .× En:




Dq1
0 y1(t) ∈ A1y1(t) + F1(t, y1(t), . . . , yn(t)) +B1u(t), t ∈ J ;

. . .

Dqn
0 yn(t) ∈ Anyn(t) + Fn(t, y1(t), . . . , yn(t)) +Bnu(t), t ∈ J,

(3.5)
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с начальными условиями

y1(0) = y01 ∈ E1, . . . , yn(0) = y0n ∈ En (3.6)

и импульсными воздействиями

yi(tk) = yi(t
+
k )− Ikiyi(tk), k = 1, . . . , m, (3.7)

где 0 6 qi 6 1, каждое многозначное отображение Fi : J×C → Kv(Ei), i = 1, . . . , n, удовле-

творяет условиям (F1i)–(F4i), импульсные функции Iki : Ei → Ei, k = 1, . . . , m, удовлетво-

ряют условиям (I1), (I2), Bi : U → Ei — линейные ограниченные операторы, y0i ∈ Ei наперед

заданы. Предположим, что

(A′
i) Ai : D(Ai) ⊂ Ei → Ei являются линейными замкнутыми операторами в Ei, порожда-

ющими C0-полугруппы
{
Ui(t)

}
t>0

, i = 1, . . . , n.

В данном случае интегральное решение задачи (3.5), (3.6), (3.7) представляет функ-

цию y ∈ C, y(t) = (y1(t), . . . , yn(t)), такую, что yi ∈ PC([0, T ];Ei), i = 1, . . . , n, и

yi(t) = Gi(t)y
0
i +

∑

tk<t

Gi(t− tk)Iki
(
yi(tk)

)
+

∫ t

0

(t− s)qi−1Ti(t− s)fi(s) ds+

+

∫ t

0

(t− s)qi−1Ti(t− s)Biu(s) ds,

где t ∈ J , fi ∈ P∞
Fi
(y).

Суперпозиционный многозначный оператор P∞
Fi
: C ⊸ Cv(Lpi([0, T ];Ei)) удовлетворяет

условию (Q1i) (см. [27]). Условия (Q2i) и (Q3i) для P∞
Fi

следуют из (F3i) и (F4i) соот-

ветственно. Учитывая лемму 1.4, можно рассматривать систему (3.5) как частный случай

системы (2.1) с Qi = P∞
Fi

и Si = Gi — оператором типа Коши.

Задача управляемости формулируется следующим образом: для заданных начальных

условий y01, y
0
2, . . . , y

0
n и заданных (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ E, мы рассматриваем существование

интегрального решения y ∈ C, y(t) = (y1(t), . . . , yn(t)), задачи (3.5)–(3.7) и управления u ∈
U , u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , un(t)), такого, что каждое

yi(T ) = ξi. (3.8)

Операторы управления Wi : L
∞([0, T ];U) → E задаются как

Wiu =

∫ T

0

(T − s)qi−1Ti(T − s)Biu(s) ds,

а разрешающие мультиоператоры имеют следующий вид:

Γi(x)(t) = Gi(t)y
0
i +

∑

tk<t

Gi(t)(t− tk)Iki
(
yi(tk)

)
+

∫ t

0

(t− s)qi−1Ti(t− s)fi(s) ds+

+

∫ t

0

(t− s)qi−1Ti(t− s)

[
BiW

−1
i

(
ξi − Gi(T )y

0
i −

∑

tk<t

Gi(T − tk)Iki
(
yi(tk)

)
−

−

∫ T

0

(T − s)qi−1Ti(T − s)fi(τ) dτ

)
(s)

]
ds,

где fi ∈ P∞
Fi
(y).

В качестве следствия из теоремы 2.3 мы в настоящем случае получаем следующий

результат.
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Теорема 3.2. Предположим, что выполнены условия (A′
i), (I1), (I2), (F1i)–(F4i), (W). Тогда

множество решений задачи (3.5)–(3.8) является непустым компактным подмножеством

пространства C.

§ 4. Заключение

Представленная задача для общей системы (2.1) с каузальными мультиоператорами на-

прямую связывает ее с обширными исследованиями уравнений и включений с каузальными

операторами, начиная с пионерских работ А. Н. Тихонова [3] и фундаментальной моногра-

фии К. Кордуняну [4], и заканчивая современными исследованиями в банаховых простран-

ствах, представленными в трудах В. Лупулеску [1], З. Дричи с соавторами [10, 11], а также

в работах по дробным эволюционным уравнениям [14, 15]. Использованный метод доказа-

тельства, основанный на свойствах уплотняющих операторов и теоремах о неподвижной

точке, является классическим для данного направления и детально изложен в монографи-

ях [20–22].

Несмотря на то, что представленная работа основывается на классических методах,

в ней имеется ряд существенных отличий и усложнений.

Первое принципиальное отличие заключается в рассмотрении именно системы взаимо-

связанных полулинейных включений, а не изолированного уравнения. В большинстве работ

связанных с теорией управления, включая исследования импульсных полулинейных вклю-

чений (см., например, [28]), объектом изучения выступает одно уравнение или включение

в банаховом пространстве. Данная в настоящей статье постановка предполагает, что каждое

из n уравнений содержит многозначное отображение Fi, зависящее от всех компонент век-

тора состояния (y1, . . . , yn). Это создает эффект связанности подсистем, что существенно

усложняет анализ, но одновременно приближает модель к реальным прикладным задачам

(биологическим сообществам, сетевым системам, многосвязным динамическим объектам),

где взаимодействие компонент играет ключевую роль. Применение векторной меры неком-

пактности XU и диагональной матричной оценки с Φ(t) в условии (W ) является адекватным

инструментом для работы с такой многомерной связанной системой.

Еще одно принципиальное отличие связано с комбинацией методов, применяемых к ис-

следованию задач с каузальными операторами и теории мер некомпактности в контексте

задач управляемости. Работы последних лет, например, по приближенной управляемости

дробных эволюционных систем [29], часто опираются на условия типа Липшица для нели-

нейностей или на интегральный метод. В отличие от этого, подход изложенный в насто-

ящей работе, основанный на свойствах каузальных мультиоператоров (Q2i) и (Q3i), поз-

воляет работать с более широким классом нелинейностей, удовлетворяющих оценкам для

меры некомпактности, а не только условию Липшица. Наконец, следует отметить, при-

менение импульсных воздействий в сочетании с каузальной структурой. Хотя импульс-

ные задачи исследовались ранее (например, в [30] для функционально-дифференциальных

включений), изложенная в статье постановка задачи включает импульсы Iki, действующие

на каждую компоненту системы, при этом структура решения включает сумму по точкам

разрыва
∑
tk<t

Gi(t− tk)Iki
(
yi(tk)

)
, что характерно для полулинейных эволюционных задач.

Приведенные частные результаты, полученные для систем полулинейных дифференци-

альных включений первого и дробного порядков, демонстрируют связь с современными

исследованиями в области теории управления и функционально-дифференциальных вклю-

чений. Рассмотренные задачи представляет собой содержательное обобщение классических

задач.

Методы получения разрешимости задач управляемости для систем (3.1)–(3.4) и (3.5)–

(3.8) основываются на аппарате теории полугрупп операторов и мер некомпактности. Вве-
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дение интегрального решения через оператор Коши Si = Li и оператор типа Коши Si = Gi,

использование свойств суперпозиционных мультиоператоров Qi = P1
Fi

и Qi = P∞
Fi

поз-

воляют свести исходную задачу, записанную в виде дифференциальных включений к опе-

раторному уравнению. При этом разрешающий мультиоператор Γi включает классическое

представление решений, восходящее к работам посвященным теории многозначных отоб-

ражений и дифференциальным включениям (см., например, монографию [21]).

Применение условий (F1i)–(F4i) к многозначным отображениям Fi и условий (I1), (I2)
к импульсным функциям является стандартным инструментом, обеспечивающим необходи-

мые топологические свойства такие, как полунепрерывность сверху и оценки меры неком-

пактности для суперпозиционных операторов, что детально показано в трудах [20] и [21].

Условие (W) — условие регулярности операторов управления W−1
i , выраженное в терминах

мер некомпактности представляет собой современный подход, позволяющий эффективно

работать с бесконечномерными пространствами, что находит применение в ряде недавних

исследований (см., например, [29, 30]).

Таким образом, полученный результат не просто повторяет известные схемы, а раз-

вивает их в направлении системного подхода, применения свойств каузальных операторов

и современных методов теории мер некомпактности, что позволяет охватить более широкий

круг процессов управления с импульсными воздействиями и взаимосвязанной динамикой.

Финансирование. Исследования выполнены при финансовой поддержке Российского На-

учного Фонда (проект № 23–71–10026).
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